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1 導入

本報告では, Hecke環の表現型について最近得られた結果について報告する.
まず用語の説明から始めよう. 以下では加群といったらすべて有限次元加群

であり, 加群圏 $A$ -mod とかいたら, 有限次元 A-加群のなす圏である.
$F$ を代数閉体, $A$ を有限次元 $F$-代数とする. $A$ (の表現型) が finite であると

は, 直既約 $A$ 加群の同型類の個数が有限であるときをいう. $A$ が tame であると

$\mathrm{B}\grave{\grave{>}}7\neq-\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}1_{\vee}\mathrm{t}\mathrm{h},\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}_{1}\mathrm{e}_{J},$

,
$\text{て^{}\backslash }\backslash |\mathrm{h}f_{\mathit{1}}\langle,\mathrm{f}\mathrm{l}\text{自},*_{\backslash \backslash }\backslash \text{数}d|_{\mathrm{c}}^{}\text{対}1\text{有}\beta \mathrm{f}\mathrm{l}\dagger\ovalbox{\tt\small REJECT}\sigma)(1)M_{i}|\mathrm{h}\text{自}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}F[X]-\mathbb{J}\mathrm{D}\text{群},\mathrm{B}>\cdot \mathrm{o}(2))(A,F_{\frac{[}{\pi}}X])-\mathrm{f}\mathrm{f}l\mathrm{f}\mathrm{l}|\rfloor)\mathrm{J}\mathrm{D}\text{群}M_{1\acute{\text{の}_{}\overline{-}ffl}}\ldots$

.
$,M_{n_{d}}d\backslash J\mathrm{A}\text{直既約}\backslash ^{\backslash }A-7\mathrm{J}\mathrm{D}\text{群}\Pi 4\mathrm{E}a$

)

中で
$M_{i}\otimes^{-}F[X]F[X]/(X-\lambda)$ $(1\leq i\leq n_{d}, \lambda\in F)$

の形の $A$ 加群を含まないのは有限個に限るときをいう. $A$ が wild であるとは,
$(A, F\langle X, \mathrm{Y}\rangle)$-両側加群 $M$ が存在し, (1) $M$ は自由 $F\langle X, \mathrm{Y}\rangle$ -加群, かつ (2) $M$

から定まる関手 M\otimes ,(え,y) –: $F\langle X, \mathrm{Y}\rangle-modarrow A$ -mod がつねに直既約
$F\langle X, Y\rangle$ 加群を直既約 $A$ 加群に写し , 非同型な直既約加群を非同型な直既約加
群に写すときをいう.

定理 Ll (Drozd) $A$ を有限次元 $F$ -代数とすると, $A$ はかならず finite, tame,
wild のどれか{こなり, しかも 2 つが同時{こ起こることはない.

以下ではと $\langle$ に古典型 Hecke環を考察する. $W$ を古典型有限Weyl群, $q\in F^{\mathrm{x}}$

とし, $\mathcal{H}w(q)$ を $(W, q)$ から定まる Hecke環とする. $W$ の Poincare’多項式 $Pw(x)$
を

$P_{W}(x)= \sum_{w\in W}x^{l(w)}$

で寓める. ここで $l(w)$ は $w$ の簡約表示の長さである.
$W$ が古典型既約 Weyl 群のときは, $A_{n-1},$ $\mathcal{B}_{n},$ $D_{n}$ のそれぞれの場合にあわ

せて $\mathcal{H}_{W}(q)$ を $\mathcal{H}_{n}^{A}(q),$ $\mathcal{H}_{n}^{R}(q),$ $\mathcal{H}_{n}^{D}(q)$ とあらわす.
よく知られているように, $W$ が $B_{n}$ 型のときはパラメータを 2つもつ Hecke

環が定義できる. この Hecke環を $\mathcal{H}_{n}(q, Q)$ とあらわす. 定義は次の通りである.
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定義 1.2 $\ovalbox{\tt\small REJECT} Q\mathrm{C}F^{8}$ とする. 生成元九, . . ., $L_{-1}$, とつぎの基本関係で定まる $F$

代数を $\mathcal{H}_{73}(\ovalbox{\tt\small REJECT} Q)$ であらわす.

$(T_{0}-Q)(T_{0}+1)=0$, $(T_{i}-q)(T_{i}+1)=0(1\leq i\leq n-1)$

$(T_{0}7|)^{2}=(T_{1}T_{0})^{2}$ , $T_{i}T_{i.+1}.T_{i}=T_{i+1}T_{i}T_{i+1}(1\leq i\leq n-2)$

$T_{i}Tj=TjT\mathrm{i}(j\geq i+2)$

以下, $q\neq 1$ を仮定し , $q^{\mathit{8}}=1$ となる最小の自然数 $s\geq 2$ を $e$ で表わす. $q$

が 1 のベキ根でないときは $e=\infty$ と考える.
昨年は Hecke 環の表現型が finite になるための条件について研究した. 結果

はつぎの通りである.

定理 L3 ([AM1]) $F$ を代数閉体, $q,$ $Q\in F^{\mathrm{x}}$. とすると, $\mathcal{H}_{n}(q, Q)$ が finite で
あるための必要十分条件は

(a) $-Q\not\in q^{\mathbb{Z}}$ かつ $n<2e,$ , または

(b) $-Q=q^{f}(0\leq f\leq e-1)$ かつ $n< \min(e.2f’+4\dot, 2e-2f+4)$ ,

である.

定理 1.4([A1]) $F$ を代数閉体, $1\neq q\in F^{\mathrm{x}}$ とし, $W$ を古典型と仮定する. こ

のとき, $(W, q)$ から定まる Hecke環 $\mathcal{H}w(q)$ が finde になるための必要十分条件
は $(x-q)^{2}$ \dagger $P_{W}(x)$ である.

2 主結果

今回は, $W$ が古典型の場合に, $\mathcal{H}w(q)$ がいつ $\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}/\mathrm{w}i\mathrm{I}\mathrm{d}$になるかについて報告
したい. これで古典型の Hecke環の表現型については完全にわかったことになる.

$\mathcal{H}_{n}(q, Q)$ についてもほぼ終了しており, ( $n=4,$ $f=0$ を残すのみ) 近いうち
に報告できると思う. ただし, より精密な結果, つまり Hecke環のブロック代数
の表現型を決める問題については, $7t_{n}^{A}(q)$ を除けば手がついておらず今後の課題
である. ( $A$ 型は Erdmann と Nakano Iこよる. [EN] をみよ.)

定理 2.1 $F$ を代数閉体, $1\neq q\in F^{\cross}$ とし, Hecke環 $\mathcal{H}_{n}^{X}(q)$ $(X=A, B, D)$ を
考える. 対応する Poincar\’e 多項式を $P_{n}^{X}$ $(x)$ であらわす. このとき, 次が成立.

(1) $q^{2}\neq 1$ ならぱ, $\mathcal{H}_{n}^{X}(q)$ は finite または wild である. とく [こ, wild (こなる

ための必要十分条件は $(x-q)^{2}|P_{n}^{X}(x)$ である.

(2) $q^{2}=1$ ならば, $\mathcal{H}_{n}^{X}(q)$ が tame になるための必要十分条件は $(x-q)^{2}||P_{\mathrm{n}}^{X}(x)$

であり, $\mathcal{H}_{n}^{X}(q)$ が wild [こなるための必要十分条件は $(x-q)^{3}|P_{n}^{X}(x)$ で

ある.
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3 手法

まず最初に, 表現型をどう決めるかについて復習しよう.
$F$ を代数閉体, $A$ を有限次元 $F$ 代数とし, $P_{1},$

$\ldots,$
$P_{m}$ を直既約射影 $A$ 加群

の同型類の完全代表系とする. このとき, 」
$4$ と $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{A}(P_{1}\oplus\cdots$ \oplus P\mapsto は森田同

値であり, Gabriel の定理により, 後者は有限有向グラフ (quiver) $Q=(Q_{0}, Q_{1})$

と $Q$ の道代数 $FQ$ の許容的イデアル $I$ を用いて $FQ/I$ と表示できる. ここで,
Q。は $Q$ の頂点の集合であり, Ql\subset Q0 $\cross$ Q。は $Q$ の有向辺の集合である.
さてここで問題になるのは, この道代数による表示を得るためには直既約 $A$

加群の構造について詳しい情報が必要なことで, 完全な表示を得ることは不可能
である.
しかしながら, 私が 1996年に出版した論文の結果 ([Abook] に詳しい解説が

ある.) をもとにして, Dipper, James と Murphy による Specht 加群理論 [DJM]
等を用いると, 表現型を決定する程度には詳しい, $FQ/I$ についての情報を得る
ことができる. この論文の結果について簡単に説明しておこう. 上で述べたよう
に, $q=\sqrt[\mathrm{e}]{1},$ $-Q=q^{f}(2\leq e, 0<f\leq e-1)$ で自然数 $e.,$ $f$ を定める.
ヤング図形のペア $\lambda=(\lambda^{(1)}, \lambda^{\overline{(}2)})$ が与えられたとき, そのすべての箱を $e$ 色

に色分けしよう. すなわち, 色の集合を $\mathbb{Z}/e\mathbb{Z}$ とし, 次のように定義する.
ヤング図形のペア $(\lambda^{(1)}, \lambda^{(2)})$ に $f$ から定まる色分けが与えられているとは,

$\lambda^{(1)}$ の $a$ 行 $b$ タリめ [こある箱がー $a+b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} e),$
$\lambda^{(2)}$ の $a$ 行 $b$ 列めにある箱が

$f-a+b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} e)$ で色分けされているときをいう.
$\mathfrak{g}$ を $A_{\mathrm{e}-1}^{(1)}$ 型の Kac-Moody Lie環とすると, ヤング図形のペアを基底とする

無限次元ベクトル空間 $F=\oplus \mathbb{Q}\lambda$ は, $f$ から定まる色分けを用いて加群構造を
定めることにより, 可積分 $\mathfrak{g}$ 加群になる. これを $F_{0,[}$ と書こう.
空ヤング図形のペア $((0),$(0) $)$ を $v_{0,[}$ であらわし, $v\mathrm{o},f$ で生成される $\mathcal{F}_{0,f}$ の

部分 $\mathfrak{g}$-カ D群を $V_{\mathrm{O},f}$ とする.
詳しいことは [Abook] の解説を読んでもらうこととして, $V_{\mathrm{o},f}$ には標準基底

が定まり, 次の定理が成り立つ.

定理 3.1 $F$ を標数 0 の体とし, $\mathcal{H}_{n}=7\mathit{4}_{n}(q, -q^{f})(n\in \mathrm{N})$ を考える. $S^{\lambda}$ を
Specht $\mathcal{H}_{n}$ 功 n群, $D^{\mu}$ を既約 $\mathcal{H}_{n}$ 功 D群, $d_{\lambda\mu}=[S^{\lambda} : D^{\mu}]$ を分解係数とする.

$F_{\mathrm{O},f},$ $V_{0,f}$ を上で述べた通りとすると次が成立.

(1) $\{G(\mu)=\sum_{\lambda\underline{\triangleright}\mu}d_{\lambda\mu}\lambda|D^{\mu}\neq 0\}$ は $V_{0,f}$ の標準基底と一致する.

(2) $G(\mu)$ が $f_{i_{1}}^{(n_{1})}\cdots f_{i_{R}}^{(n.)}v_{0,f}$ の形ならば, $F$ の標数が正であっても, すべての
$\lambda$ に対し $d_{\lambda\mu}$ は $[S^{\lambda} : D^{\mu}]$ に一致する.

この定理に Specht 加群理論その他の議論を用いることにより, Hecke 環から
定まる $FQ/I$ の情報を得るわけであるが, ここで, $\mathcal{H}_{n}(q, Q)$ 等が対称多元環で
ありまた胞体代数でもあることが有用な情報を与えてくれることに注意しておく.

$FQ/I$ の形の代数に対しては表現型の判定法が多く知られている. 以下では
それらについて説明しよう. まず, wild であることの判定法から述べる.
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3.1 複雑度
$A$ を有限次元 $F$-代数, $M$ を A劫 n群とする.

$\ldots$ $arrow P_{i}arrow\cdots\cdotsarrow P_{1}arrow P_{0}-Marrow 0$

を $M$ の最小射影分解とする. このとき, ある定数 $C$ が存在して

$\dim pP_{1}$. $\leq C(i+1)^{s-1}$

がすべての $i\in \mathrm{N}$ に対して成り立つような自然数 $s$ の最小値を $cA(M)$ とかき,
$M$ の複雑度とよぶ. 次が知られている.

定理 3.2 $A$ を有限次元 $\epsilon elf$-injective F-代数とする.

(1) $A$ が半単純環である必要十分条件は, すべての直既約 $A$ -7JO群 $M$ に対して
$c_{A}(M)=0$ が成り立つことである.

(2) ある直既約 $A$ カ O群 $M$ に対して $c_{A}(M)\geq 2$ ならば, $A$ [ま tame または wild
である.

(3) ある直既約 $A$ -カ D群 $M$ に対して $c_{A}(M)\geq 3$ ならば, $A$ は wild である.

この定理を用いて, $A$ が tame self $\mathrm{i}\mathrm{n}.|.\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$ で $\theta$ が finite non semisimple の
とき, $A\otimes B$ が wild であることを示せる場合がある.
群環の場合に, $c_{A}(M)\leq 1$ がすべての直既約 $A$ 加群 $M$ に対して成り立って

いても $A$ が tame である例や, $c_{A}(M)\leq 2$ がすべての直既約 $A$ 加群 $M$ に対し
て成り立っていても $A$ が wild である例があるので, (2)., (3) は必要十分条件に
はならない. これは, support varicty の理論による.

3.2 被覆理論
定義によれば, wild であるための条件は $F\langle X, \mathrm{Y}\rangle$ -mod を直既約性と非同値性
を保ちつつ埋めこめるかどうかであった. このことと, 道代数 $FQ$ が tame であ
るための必要十分条件が $Q$ が affine quiver であること, wild であるための必要
十分条件が $Q$ が finite Dynkin quiver でも affine quiver でもないこと, という
よく知られた結果を用いれば,

「 $Q$ がこれこれの subquiver をもてば $A=FQ/I$ は wild 」

というタイプの定理が多く戒り立つ. 実際に使った例をあげると次のようである.

例 3.3 $Q=(Q_{0}, Q_{1})$ が次の形の有向グラフ,

すなわち隣接行列が

$(\begin{array}{lllll}0 1 1 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 1 1 0 10 0 0 0 0\end{array})$
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の有向グラフを部分グラフにもてば, $A=FQ/I$ (ま wild.

また, つぎの補題が成り立っ.

補題 3.4 $A$ を有限次元 $F$ 代数, $T$ を次の形の有向グラフ $(D_{4})\approx$ とする.

もし, $(A, FT)$ 両側加群 $hI$ が存在して, (1) $M$ は自由 $FT$ 加群, かっ (2)
$M$ の定める関手 $F^{1}=M\otimes_{FT}-:FT-modarrow A$ -mod が, 直既約 $F^{1}T$ 加群
を直既約 A勘 D群に写し , 非同値な直既約 FT勘 D群を非同値な直既約 A-Wti群に
写すならば, $A$ (ま wild である.

このような補題は被覆理論の簡単な応用であり, 関手 $F$ は被覆の pushdown
関手である. 被覆の定義を述べよう.

定義 3.5 $Q’=(Q_{0}’, Q_{1}’)$ と $Q=(Q_{\mathrm{o}j}Q_{1})$ を有向グラフとする. 全射写像 $\pi=$

$(\pi 0, \pi_{1})$ : $Q’arrow Q$ が被覆とは, 任意の $x’\in Q_{0}’$ に対し, $x=\pi(x’)$ とおくと, $\pi$

が $s(x’)=\{y’|(x’., y’)\in Q_{1}’\}$ と $s(x)=\{y|(x, y)\in Q_{1}\}$ の全単射を誘導し, かつ
$e(x^{l})=\{y’|(y’, x’)\in Q_{1}’\}$ と $e(x)=\{y|(y, x)\in Q_{1}\}$ の全単射を誘導するときを
い $\vee\check{J}$ .
被覆が Galois被覆とは, 有向グラフ $Q’$ の白己同型群 Aut(Q’) の部分群, $G$ が

存在して, すべての $x\in Q_{0}$ に対し $\pi^{-1}(x)$ が固定点をもたない G-軌道になって
いるときをいう.

$A’=FQ’/I’$ が $A=FQ/I$ の Galois被覆とは, $Q’$ が $Q$ の Galois被覆で
あって, その被覆の誘導する全射環準同型写像 $FQ’arrow FQ$ がイデアル $I’$ から
イデアル $I$ への全射を誘導するときをいう.

前補題のような例は被覆を考え, その中に $T$ と同型な有向グラフを見っける
ことにより応用されるのである. 同様にして次の補題も成立する.

補題 3.6 $Q=(Q_{0}, Q_{1})$ が次の隣接行列をもつ有向グラフを部分グラフにもてば,
$A=FQ/\Gamma$ は wild である.

$(\begin{array}{lll}0 1 00 1 10 1 1\end{array})$

最後に, 最近の発展の中でとくに Han’s covering criterion について触れよう.
この結果のおかげで, $\mathcal{H}_{n}(q, Q)$ の表現型の決定も完成しつつあるのである.
この 「 $\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{n}$ の被覆判定法」は [H1] において与えられた. この判定法を用いれ

ば, 多くの Artin 環 $A=FQ/I$ が wild であることを示すことができる. とくに
$|Q_{0}|=2$ の場合を 2 点代数とよぶが, この被覆判定法はすべての wild 2点代数
を確定することができるほど強力である. 実際, [H2] において, Han はすべての
2点代数の表現型を決定した.
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3.3 Erdmann の代数
上では wild になるための判定方法ばかり説明してきたが, wild にならないこと
をどう示すかについて述べよう. さいわいなことに Hecke環の場合は特殊な tame
代数しかでてこない.

定義 37 有限次元 $F$ 代数 $A=FQ/I$ が special biserial と [ま, 次をみたすとき
をいう.

(a) 各 $x\in Q_{0}$ (こ対し , $s(x),$ $e(x)$ を次で定めると $|s(x)|\leq 2,$ $|e(x)|\leq 2$ が成立.

$s(x)=\{y\in Q_{0}|(x, y)\in Q_{1}\}$ , $e(x)=\{y\in Q_{0}|(y, x)\in Q_{1}\}$ .

(b) 各 $\alpha\in Q_{1}$ に対し , $\beta’\in Q_{1}$ で $\beta\alpha\not\in I$ となるものは高々 1 つしか存在せず,
また $\beta\in Q_{1}$ で $\alpha\beta$. $\not\in\Gamma$ となるものも高々 1 つしか存在しない.

次の定理が成立する.

定理 3.8([E]) $A=FQ/I$ が.$special_{1}$ $bi.seria,l$, ならば, $A$ は $f,a,m,e$ または finite
である.
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