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1 はじめに

制御・計算機援用設計 (CAD) 等多くの分野において連立代数方程式の解を求める問題が現れる。本稿で
は Wu’s method $[1, 2]$ を用いて解く方法を検討する。

工学上の問題では浮動小数係数への対応が重要な課題である。 そこで、浮動小数係数の多変数連立代数方
程式にも適用可能な Wu’s methodが野竹ら [3] により提案された。論文 [3] では、近似 GCD を利用した方
法と安定化理論 [4] を利用した方法が提案され、安定化理論を用いた方法がより安定な解を与えるとされて
いる。 しかし安定化理論を用いると計算効率に問題があり並列化などの高速化が課題である。数式処理シス
テムによる計算は一般に計算時間がかかるので、この点からも高速化は重要な課題である。Wu’s method
の並列計算は Wang[5] によりすでに提案されており、 また、 その手法を数式処理システム $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$ にイ

ンプリメントし、 クラスタ計算機上で実験した報告もある $[6]_{\text{。}}$ 本稿では並列計算機上での安定化理論を用
いた Wu’s method の効率的な実装方法について検討し実験を行なった。
以下、 2 節では Wu’s method について、 3 節では Wu’s method の安定化について述べる。 4節ではWu’s

method の並列化について述べ、最後に 5 節で結果と今後の課題をまとめる。

2Wu’s method
Wu’s method とは、多項式集合 PS の characteristic set $CS$ を計算する方法である. $CS$ は. $L$-zero$()$

で多項式集合の零点を表すと、

L-zero(CS/J)L-zero(PS)L-zero(CS)

を満たす。 ここで、 $J= \prod_{f\in CS}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(f)$ であり、 $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(f)$ は多項式 $f$ の主係数を表す。

Wu’s method のアルゴリズムを示す前に、用語を簡単に説明する。Wu’s method では、多変数多項式集
合を扱う。 この多変数多項式に含まれる変数には順序が決められている。 以後、

$x_{1}\prec x_{2}\prec\cdots\prec x_{n}$

と考える。ある多項式に含まれる変数のうち、順序最大 (添数最大) の変数を主変数と呼び、 lvar(f) で表す。

非零多項式の有限個の列 $P_{1},$ $P_{2},$
$\ldots,$

$P_{\mathrm{r}}$ が、次の 2 つの条件のうち、どちらか一方を満たしているとき、
この多項式集合を ascending set と呼ぶ。
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1. $r=1$ かつ $P_{1}$ は定数

2. lvar $(P_{1})\prec \mathrm{l}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(P_{2})\prec\cdots\prec \mathrm{l}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(P_{r})$ . かつ、 整数の対 $(i,j)(0<i<j\leq r)$ それぞれについて、多
項式 $P_{i},P_{j}$ が次の条件を満たす
$P_{\dot{*}}$ の主変数を $x$ : とすると、

$\deg_{x:}P\dot{.}>\deg_{x:}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

ここで、 $\deg_{x}f$ tま多項式 $f$ の変数 $x$ に関する最大次数を表す。

環 $k[x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}, y]$ 上の 2 つの多項式

$f$ $=$ $c_{p}y^{p}+\cdots+c_{1}y+c_{0}$

$g$ $=$ $d_{m}y^{m}+\cdots+d_{1}y+d_{0}$

を考える。多項式 $f$ の $y$ }こ関する多項式 $g$ による擬剰余 Hよ、

$d_{m}^{\epsilon}\cdot f=q\cdot g+r$

を満たすよう [こ決められる。$r=\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(f,g,y)$ と表し、 $q$ は擬商と呼ばれる。 $d_{m}^{\epsilon}$ は除算が $k[x_{1},x_{2}, \ldots, x_{n},y]$

の範囲で計算できるように決められ、 実際のアルゴリズムでは係数多項式力状きくならないよう $f$ の係数
と $d_{m}$ の最大公約数で割ったものが使われる。擬除算を行うアルゴリズムを次に示す。

アルゴリズム 1(擬除算)
入力 : 多項式 $f,g$ 、主変数 $y$

出力 : 擬剰余 $r=p\mathrm{r}e\mathrm{m}(f,g,y)$

1. $rarrow f,$ $marrow\deg_{y}r,$ $n.arrow\deg_{y}g$

2. $m<n$ ならば、 終了。

3. 以下の計算を行い、 2. へ。

$r arrow\frac{d_{m}}{\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(d_{m},\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(r))}r-\frac{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(r)}{\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(d_{m},\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(r))}g\cdot y^{m-n}$

$marrow\deg_{y}r$

多項式集合 $PS=\{P_{1},P_{2}, \ldots, P_{n}\}$ が ascending set ならば、多項式 $f$ の多項式集合 PS にょる擬剰余
$r_{0}$ は以下の計算で求められる。

$r_{n-1}$ $=$ prem(f, $P_{n},1\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(P_{n})$ )

$r_{n-2}$ $=$ prem$(r_{n-1}, P_{n-1},1\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(P_{n-1}))$

.$\cdot$

.

$r_{1}$ $=$ prem($r_{2},P_{2}$ ,lvar(P2))

$r_{0}$ $=$ prem($r_{1},P_{1}$ ,lvar $(P_{1})$ )

$r_{0}=\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{s}$ ( $f,$ PS) と表す。
$CS$ を求める Wu’s method のアルゴリズムは以下のように記述される。
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アルゴリズム 2(Wu’smethod)
人力 : 多項式集合 $PS=\{PS_{1}, PS_{2}, \ldots, PS_{n}\}$

出力 :characteristic set $CS$

1. PS より ascending set の条件を満たすように多項式集合 (PS の部分集合) を選択し、 $CS$ とする。

2. $RS=\emptyset$

$i=1,2,$ $\ldots,$
$n$ につ $\mathrm{A}$ ‘て、

$RS=RS\cup p\mathrm{r}e\mathrm{m}\mathrm{a}s(PS:,CS)$

を計算する。

3. $RS=\emptyset$ ならば、 終了。

その他の場合、 $PS=PS\cup RS$ とし、 1. へ。

3Wu’s method の安定化
浮動小数係数の多項式集合に対する Wu’s method を考える。浮動小数係数の多項式集合に対し Wu’s

method を実行すると、擬剰余演算において微小項が残り、計算が終了しない。擬剰余演算における GCD
計算を浮動小数係数の多項式に対し実行できるものに置き換える必要がある。論文 [3] では、近似 GCD を

利用した方法と安定化理論 [4] を利用した方法が提案され、安定化理論を用いた方法がより安定な解を与え
るとされている。本稿でも、安定化理論を利用し、計算が終了しない問題を解決する。具体的には、係数に
浮動小数点数を上限・下限に持つ矩形型区間数を用い、 アルゴリズムの実行中に 0 を含む区間となった区
間数を 0 へ書き換える “ZerO-Rewriting” を行う。 また、 有効桁数を上げてアルゴリズムを実行し、計算結
果が同じか否か判定することで解の安定性を調べている。 ただし、理論的には安定性の議論をさらに詰め
る必要がある。浮動小数点数には、 PARI ライブラリの bigfloat を用いた。 GCD には、 ユークリツドアル

ゴリズムを拡張したアルゴリズム [7, pp.420-439] を使用する。安定化した Wu’s method のアルゴリズムは

以下のように記述される。

アルゴリズム 3(安定化した Wu’s method)
入力 : 多項式集合 $PS=\{PS_{1}, PS_{2}, \ldots, PS_{n}\}$

出力 :characteristic set $CS$

1. PS より ascending set の条件を満たすように多項式集合 (PS の部分集合) を選択し、 $CS$ とする。

2. $RS=\emptyset$

$i=1,2,$ $\ldots,$
$n$ について、

$RS=RS\cup interval$-premas(PS:, $CS$)

を計算する。

3. $RS\neq\emptyset$ ならば、 $PS=PS\cup RS$ とし、 1. へ。

4. $CS$が安定ならば、終了。
その他の場合、 有効桁数を上げて 1. へ。
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4Wu’s method の並列化

Wu’s method の並列化による高速化を考える。安定化したWu’s method の並列化を考える場合、次の 2
種類の並列化が考えられる。並列計算のモデルとしてマスターワーカ・モデルを用い、マスタでは擬剰余演
算をしないこととした。

Prem 安定化した Wu’s method アルゴリズム (アルゴリズム 3) の step2 の擬剰余計算を並列化する方法

Prec ワーカそれぞれへ異なる有効桁数の安定化した Wu’s method 計算を割り当てる方法

Wu’s method のアルゴリズムの step2 では、 $PS_{i}$ の CS に関する擬剰余演算 $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{a}1- \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{s}(PS_{i}, CS)$

を行っている。 これらはそれぞれ独立に行うことができる。 また、Wu’s method のアルゴリズムの中で、
step2 に最も計算時間がかかる。従って、 step2 を並列に計算させると効率良く高速化できる [6]。 この並列
化方法が、 Prem である。
一方で、安定化した Wu’s method を並列化する場合、Prem の並列化を行うことも可能であるが、ワーカ
それぞれへ異なる有効桁数の計算を割り当てることも考えられる。例えば、有効桁数 10桁の Wu’s method
の計算をワーカ 1 へ、 有効桁数 20 桁の Wu’s method の計算をワーカ 2 へ等と割り当てる。有効桁数の大
きいところで安定になる問題であれば、 Prec の並列化を行うことにより通信回数が減り、高速な計算が期
待できる。

以下では、並列版安定化した Wu’s method を用いて、実際に問題を解いた結果について評価する。 計
算は、並列計算機 AP3000(ノード:UltraSPARCII $360\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z}\mathrm{x}2$, メモリ $640\mathrm{M}\mathrm{B}$ ) 上で行ない、計算時間は
$\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$が持つ time $()$ 関数を用いて実時間 $(\mathrm{P}_{\grave{J}}^{\mathrm{J}})$ により比較した。 なお、 表中の並列版でのプロセッサ数

はワーカの数を表しており、 マスタは含まれていない。実際に計算した有効桁数は 19, 28, 38, 48, 57, 67,
77, 86, 96, 105, 115 桁である。多倍長浮動小数点数演算に PARI ライブラリを利用してるため、 このよう
な有効桁数になっている。用いた例題を以下に示す。

例題 1
変数順序 $s_{1}\prec \mathrm{C}1\prec s_{2}\prec \mathrm{C}2\prec ss\prec c_{3}$

$\{$

$fi=[1.4,1.4](c_{1}c_{2}c_{3}-c_{1}s_{2}s\mathrm{a}-s_{1}c_{2}s_{3}-s_{1}s_{2}c\mathrm{s})+[1.2,1.2](c_{1}c_{2}-s_{1}s_{2})+[1.0,1.0]c1-[3.0,3.0]$

$f_{2}=[1.4,1.4](c_{1}c_{2}s\mathrm{a}+c_{1}s_{2}c\mathrm{a}+s_{1}c_{2}c_{3}-s_{1}s_{2}ss)+[1.2,1.2](c_{1}s_{2}+c_{2}s_{1})+[1.0,1.0]s1-[1.3,1.3]$

$f_{3}=[1.0,1.0](c_{1}^{2}+s_{1}^{2}-1.0)$

$f_{4}=[1.0,1.0](c_{2}^{2}+s_{2}^{2}-1.0)$

$f\mathrm{s}=[1.0,1.0](c_{3}^{2}+s_{3}^{2}-1.0)$

例題 2
変数順序 $s_{1}\prec c_{1}\prec s_{2}\prec c_{2}\prec d_{3}\prec s_{4}\prec c_{4}\prec s_{5}\prec c_{5}\prec s_{6}\prec c_{6}$
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$f_{2}=((-c_{6}s_{4}-s_{6}c_{5}c_{4})c_{2}+s_{6}s_{5}s_{2})c_{1}+(s_{6}c_{5}s_{4}-c_{6}c_{4})s_{1}$

$f_{3}=(s_{5}c_{4}c_{2}+c_{5}s_{2})c_{1}-s_{5}s_{4}s_{1}$

$f_{4}=d_{3}s_{2}c_{1}-d_{2}s_{1}-d_{2}$

$f_{5}=(c_{6}c_{5}s_{4}+s_{6}c_{4})c_{1}+((-s_{6}s_{4}+c_{6}c_{5}c_{4})c_{2}-c_{6}s_{5}s_{2})s_{1}$

$f_{7}=s_{5}s_{4}c_{1}+(s_{5}c_{4}c_{2}+c_{5}s_{2})s_{1}$

$f_{8}=d_{2}c_{1}+d_{3}s_{2}s_{1}$

$f_{9}=-c_{6}s_{5}c_{2}+(s_{6}s_{4}-c_{6}c_{5}c_{4})s_{2}$$\ovalbox{\tt\small REJECT} f_{1}=((-s_{6}s_{4}+c_{6}c_{5}c_{4})c_{2}-c_{6}s_{5}s_{2})c_{1}+(-c_{6}c_{5}s_{4}-s_{6}c_{4})s_{1}-1$

$f_{6}=(-s_{6}c_{5}s_{4}+c_{6}c_{4})c_{1}+((-c_{6}s_{4}-s_{6}c_{5}c_{4})c_{2}+s_{6}s_{5}s_{2})s_{1}-1$

$f_{10}=s_{6}s_{5}c_{2}+(c_{6}s_{4}+s_{6}c_{5}c_{4})s_{2}$

$f_{11}=c_{5}c_{2}-s_{5}c_{4}s_{2}-1$

$f_{12}=d_{3}c_{2}-2d_{2}$

$f_{13}=c_{1}^{2}+s_{1}^{2}-1$

$f_{14}=A+s_{2}^{2}-1$

$f_{15}=c_{4}^{2}+s_{4}^{2}-1$

$f_{16}=c_{5}^{2}+s_{5}^{2}-1$

$f_{17}=c_{6}^{2}+s_{6}^{2}-1$

これらの例題は、 ロボットの逆問題と呼ばれる問題で、例題 2 はスタンフオード型マニピュレータに由来
する [8]。 例題 2 について、 係数を区間数で記述していないが、実験では区間数を用いている。
計算時間を表 1 に示す。 これより安定化した Wu’s method を並列計算する場合、 それぞれのワーカヘ異
なる有効桁数をの計算を割り当てる Prec が有利であると言える。 これは、 Prem では、通信時間等が Prec

よりも増えるためと考えられる。

5 おわりに

安定化理論を用いた Wu’s methodの安定化と、その並列化を行い、分散メモリ型スカラ並列計算機 AP3000
上で動作する数式処理システム $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$上に実装した。並列化には、擬剰余演算を分散させる Prem と

異なる有効桁数のWu’s method 計算を分散させる Prec を用いて、実装した。 ロボヅトの逆問題を例題に、

Precがより高速に計算できることを示した。
今後の課題として、解の安定判定をつめることや、他の問題へ応用することが挙げられる。
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