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1 序

Gauss の超幾何微分方程式の多変数版として、 $n$ 個の独立変数 $x_{1},$
$\ldots,$

$x_{n}$

と $\sum_{j=1}^{n+3}\mu_{j}=2$ をみたす $(n+3)$ 個のパラメーター $\mu_{1},$ $\ldots,$ $\mu_{n+3}$ をもつ

階数 $(n+1)$ の Appell-Lauricella の超幾何微分方程式系 $F_{D}$ が知られてい
る。 局所的に得られる $(n+1)$ 個の線型独立な解 $\psi_{j}$ たちは独立変数の空間
$X=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|x_{j}\neq 0,1, \infty, x_{k}(j\neq k)\}$ 全体に解析接続することができ
るので、 多価正則写像

$p:X\ni(x_{1}, \ldots, x_{n})\vdasharrow(\psi_{0}, \ldots, \psi_{n})\in \mathrm{P}^{n}$

が得られる。パラメーター $\mu=(\mu_{1}, \ldots, \mu_{n+3})$ が

$0<\mu_{j}<1$ , $(1-\mu_{j}-\mu_{k})^{-1}\in \mathrm{N}\cup\infty$ for $j\neq k$ (1)

をみたすとき、 $p$ の像 $p(X)$ は $n$ 次元複素超球 $\mathrm{B}_{\mu}$ 内で open dence となり、
像 $p(X)$ をモノドロミー群 $\Gamma_{\mu}$ で割った空間 $p(X)/\Gamma_{\mu}$ と $X$ とは同型となる
ことが [DM] や [T] で示されている。 $n\geq 2$ に対して条件 (1) をみたす $\mu$ は

有限個で $n>5$ に対してはそのような $\mu$ は存在せず、 $n=5$ に対しては 1 通
り、 $n=4$ に対しては 1 通り、 $n=3$ に対しては 7 通り、 $n=2$ に対しては

27通りある。
これらの $\mu$ に対して、 周期写像 $p$ の逆写像を記述する $\mathrm{B}_{\mu}$ 上のモノドロ

ミー群に関する保型形式を具体的に構成することは自然な要請である。実際
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$n=2,3$ に対するいつくかの $\mu$ に関して [K1], [Mal], [Ma2], [P], [S] で研究
されている。 この講究録では条件 (1) をみたす $n=5$ に対する唯一のパラ
メーター $\mu=(1/4, \ldots, 1/4)$ に対して [MT2] でなされた $p^{-1}$ の研究で論文で
は割愛したいくつかの具体的な計算を紹介する。
この $\mu$ に対しては、 独立変数の空間 $X$ は $x_{6}=0,$ $x_{7}=1,$ $x_{8}=\mathrm{o}\mathrm{o}$ とみ

なすことにより、 $\mathrm{P}^{1}$ 上の 8 点配置空間 $M_{8pts}$ とみなすことができる。 $n=4$
に対して条件 (1) をみたす唯一のパラメーターは $(1/2, 1/4, \ldots, 1/4)$ であり、
8点配置空間 $M_{8pts}$ で $x_{j}=x_{k}$ と退化した場合に相当している。 $n=2,3$ に
対して条件 (1) をみたすパラメーターで $\mu_{j}$ たちの共通分母が 4 のものが 4
つあるが、 これらは 8 点配置空間 $M_{8pts}$ のある種の退化した配置と対応して
いる。 結局 $\mu=(1/4, \ldots, 1/4)$ に対して $p^{-1}$ を記述すれば、 $\mu_{j}$ たちの共通
分母が 4 のものすべてに対して周期写像の逆写像を与えることになる。

[MT2] の主定理を述べるために $M_{8pts}$ の射影空間への埋め込みを与え
る。 集合 $\{1, \ldots, 8\}$ を 2 個ずつ 4組に分けたもの $\{\{j_{1},j_{2}\}, \ldots\{j_{7},j_{8}\}\}$ を
$\{1, \ldots, 8\}$ の (2, 2, 2, 2)-partition と呼ぶ。 $\{1, \ldots, 8\}$ の (2, 2, 2, 2)-partitiOns
全体の集合を $P(2^{4})$ で表す。 $P(2^{4})$ は $(\begin{array}{l}82\end{array})(\begin{array}{l}62\end{array})(\begin{array}{l}42\end{array})/4!=105$ 個の元からなる.
各 (2, 2, 2, 2)-partition $r=\{\{j_{1},j_{2}\}, \ldots\{j_{7},j_{8}\}\}$ {こ対して、 多項式 $P_{r}=$

$\prod_{k=1}^{4}(x_{j_{2k-1}}-x_{j_{2k}})$ を定める。 $P_{r}$ は射影変換に関する relative invariants
となっているので、 写像

$P:M_{8pts}\ni x\vdash+(\ldots, P_{r}, \ldots)\in \mathrm{P}^{104}$ $(r\in P(2^{4}))$

が得られる。 この写像 $P$ は埋め込みであることが [K2] で示されている。

Theorem 1 モノドロミー群 $\Gamma_{\mu}$ に関する 105 個の保型形式 $\mathcal{T}_{r}^{(2)}\backslash$で以下の
図式が可換となるものが存在する。

$\mathrm{P}^{104}$ ,

ここで写像 $\mathcal{T}^{(2)}$ は 105 個の保型形式 $fl_{r}^{2)}$ たちの比で与えられる。特に $\mathcal{T}^{(2)}$

の像は $P$ の像と一致し、 $\mathcal{T}^{(2)}\circ P^{-1}$ は. $p$ の逆写像を与える。

以下で保型形式 $\mathcal{T}_{r}^{(2)}$ の具体的な構成を行なう。
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2 $\mathrm{P}^{1}$ の 4次分岐被覆 $C$

超幾何微分方程式系 $F_{D}$ には解の積分表示

$\int_{0}^{1}(z-x_{1})^{-\mu_{1}}\cdots(z-x_{n})^{-\mu_{n}}z^{-\mu_{n}+1}(z-1)^{-\mu_{n}+2}dz$

がある。 $\mu=(1/4, \ldots, 1/4)$ のとき、 この積分表示は代数曲線

$C:w^{4}= \prod_{j=1}^{8}(z-x_{j})$

の正則 l-from $\frac{dz}{w}$ のサイクルに沿った積分とみなすことができる。 この節で
は $C$ (の非特異モデル) の幾何学的事実を整理しておく。
曲線 $C$ 上の有理型関数 $\pi_{z}$ : $C\ni(z, w)-\# z\in \mathrm{P}^{1}$ により、 $C$ は $\mathrm{P}^{1}$ の 8

点 $x_{1},$ $\ldots,$
$x_{8}$ で分岐する 4次分岐被覆とみなすことができる。その被覆変換

群は
$\rho$ : $C\ni(z, w)\vdasharrow(z, iw)$

で生成される 4次巡回群である。 また、 Hurwitz の公式から $C$ の種数は 9
であることがわかる。 また、 $C$ は種数 3 の hyperellptic curve の 8 点で分岐
する 2 次分岐被覆とみなすこともできる。
曲線 $C$正則 1-form のなす vector space $H^{0}(C, \Omega^{1})$ および 1 次ホモロジー

群 $H_{1}(C, \mathbb{Z})$ への $\rho^{2}$ の作用による (-1)-固有空間をそれぞれ $H^{0}(C, \Omega^{1})^{-}$ ,
$H_{1}(C, \mathbb{Z})^{-}$ とする。

Proposition 1 $H^{0}(C, \Omega^{1})\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{h}$

$\varphi_{1}=\frac{dz}{w}$ , $\varphi_{2+k}=\frac{z^{k}dz}{w^{3}}(k=0, \ldots, 4)$ , $\varphi_{7+l}=\frac{z^{l}dz}{w^{2}}(l=0,1,2)$

で張られる。 $H^{0}(C, \Omega^{1})^{-}$ は $\varphi_{1},$
$\ldots,$

$\varphi_{6}$ で張られる。

$H_{1}(C, \mathbb{Z})$ の基底を与えるために、 $x_{j}\in \mathbb{R},$ $x_{1}<\cdots<x_{8}$ と仮定する。閉
区間 $[x_{j}, x_{j+1}](j=1, \ldots, 7)$ [こ対して $C$ 内の path $I_{j}$ を

$I_{j}= \{(z, w)\in C|z\in[x_{j}, x_{j+1}], \exp(\frac{\pi i}{4}j)w\in[0,\infty)\}$

で与える。 $I_{j}$ の境界は $(z, w)=(x_{j}, 0)$ , $(x_{j+1}, 0)$ なので、 $(1-\rho)I_{j}$ は境界を
消し合い $C$ のサイクルとなる。 同様に $A_{j}=(1-\rho^{2})I_{j},$ $B_{j}=\rho(A_{j})$ もサイ
クルである。

82



Proposition 2 $H_{1}(C, \mathbb{Z})$ は $\rho^{k}(1-\rho)I_{j}(j=1, \ldots, 6, k=0,1,2)$ で生成さ
れる。 $H_{1}(C, \mathbb{Z})^{-}$ は $A_{j},$ $B_{j}(j=1, \ldots, 6)$ で生成され、 この基底に対する交

点行列は $(\begin{array}{ll}P Q-Q P\end{array})$ である、 ここで

$P=\{$

01000 0
-1 0 1 0 0 0
0 -1 0 1 0 0
00 -1 0 1 0
000 -1 0 1
0000 -1 0,

$Q=(_{0}^{-1}2000$ $-1-10020$ $-102\overline{0^{1}0}$ $-1-10002$ $-1-10002$ $-100002)$

とする。 また、 $(1-\rho^{2})H_{1}(C, \mathbb{Z})$ は $H_{1}(C, \mathbb{Z})^{-}$ の index $2^{6}=64$ の sublattice
である。

3 周期写像の像

周期写像の逆写像を記述するにあたり、 [K1], [Mal], [Ma2], [P], [S] では超
幾何微分方程式系 $F_{D}$ の解の積分表示に対応する曲線 $C$ の Jacobi 多様体
$J(C)=H^{0}(C, \Omega^{1})^{*}/H_{1}(C, \mathbb{Z})$ を考察した。 $\mu=(1/4, \ldots, 1/4)$ の場合、 $F_{D}$

の 6個の独立な解は $\varphi_{1}=\frac{dz}{w}$ の $H_{1}(C, \mathbb{Z})^{-}$ の基底での積分として得られる
ので、 $J(C)$ ではなくて Prym(C) $=(H^{0}(C, \Omega^{1})^{-})^{*}/H_{1}(C, \mathbb{Z})^{-}$ を考えるの
が自然である。

$H_{1}(C, \mathbb{Z})^{-}$ の基底 $\{A_{1}, \ldots, A_{6}, B_{1}, \ldots, B_{6}\}\text{て^{}\backslash }\backslash l\mathrm{h}\rho \text{の作}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{B}[searrow]’\acute{\overline{0}}F^{1}1J=$

$(\begin{array}{ll}O -II O\end{array})$ で表現される。そのことから以下 $g$) $\check{}\text{と}\mathrm{B}^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}\acute{1}^{\mathrm{B}}\tau\check{\mathrm{b}}\text{れる_{。}}$

Proposition 3 $H^{0}(C, \Omega^{1})^{-}$ の基底 $\phi_{1},$

$\ldots,$
$\phi_{6}$ を $\int_{B_{j}}\phi_{k}=\delta_{jk}$ をみたすよう

にとる。周期行列 $( \int_{A_{j}}\phi_{k})_{jk}$ は

$i(I-2y({}^{t}yHy)^{-1}{}^{t}yH)$

と表示できる、 ここで $H=-2(Q+iP)^{-1}$ で

${}^{t}y=(y_{1}, \ldots, y_{6})=(\int_{A_{1}}\frac{dz}{w}, \ldots, \int_{A_{6}}\frac{dz}{w})$

は ${}^{t}yH\overline{y}>0$ をみたす。
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$H$ は符号数 $(1, 5)$ の hermite 行列で $\mathbb{B},$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\{yC\mathbb{P}^{5}\ovalbox{\tt\small REJECT} yH\ovalbox{\tt\small REJECT}>0\}$ は 5 次
元複素超球である。 [DM], [T], [MY] により以下が得られる。

Proposition 4 $\mu=(1/4, \ldots, 1/4)$ の場合、 周期写像 $p$ の像は $\mathrm{B}_{\mu}$ の open
dence な部分集合で、 モノドロミー群 $\Gamma_{\mu}$ は

$\{g\in GL_{6}(\mathbb{Z}[i])|{}^{t}gH\overline{g}=H, g\equiv I\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (1-i)\}$

となる。

アーベル多様体 Prym(C) に関する theta 関数を考察するには、 $H_{1}(C, \mathbb{Z})^{-}$

の基底で交点行列が $(\begin{array}{ll}O -EE O\end{array})$ ( $E$ は対角行列) となるものが必要であ

る。 $C$ は種数 3 の曲 の 8 点で分岐する 2 次分岐被覆とみなせるので、 $E$

が diag(2, 2, 2, 1, 1, 1) となる基底が存在する。 つまり、 Prym(C) の偏極は
(2, 2, 2, 1, 1, 1) 型となっている。 しかし、 その基底に関しては $\rho$ の作用が複
雑になるので theta 関数の挙動を調べることが困難である。そこで次節で $\rho$

の作用が容易でしかも偏極が (2, 2, 2, 2, 2, 2) 型となる Prym(C) と isogen0あ
なアーベル多様体を構成し、 それに関する theta 関数の挙動を調べる。

4Principal sublattices of $H_{1}(C, \mathbb{Z})^{-}$

商空間 $V=H_{1}(C, \mathbb{Z})^{-}/(1-\rho^{2})H_{1}(C, \mathbb{Z})$ は $j$-係数線型空間 $\mathrm{F}_{2}^{6}$ と同型で交
点形式と対応している 2 次形式がある。 この 2次形式に関する直交群は 8 次
対称群 $S_{8}$ と同型である。そして (2, 2, 2, 2)-partitions と対応している 105組
の $V$ の 3 次元部分空間の正規直交基底が存在する。そのことから次の命題
が得られる。

Proposition 5 $(1-\rho^{2})H_{1}(C, \mathbb{Z})$ と $H_{1}(C, \mathbb{Z})^{-}$ との中間格子 $\Lambda$ で以下の性
質をもつ基底 $\{\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{6}, \beta_{1}, \ldots, \beta_{6}\}$ をとることができるものが 105 存在
する。

$\alpha_{\mathrm{j}}\cdot\alpha_{k}=\beta_{j}\cdot\beta_{k}=0$ , $\alpha_{j}\cdot\beta_{k}=-2\delta_{jk}$ , $\rho(\begin{array}{l}\alpha\beta\end{array})=(_{U}^{O}$ わ $\mathrm{C})$
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1

$\mathrm{C})$. $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\mathrm{I}\ovalbox{\tt\small REJECT})$

とする。

このような lattice $\Lambda$ の 1 つは以下のように与えられる。 $(_{\beta}^{\alpha})$ を

$\alpha_{1}$ $=$ $A_{1}$ ,
$\alpha_{2}$ $=$ $A_{1}+A_{2}+B_{2}$ ,
$\alpha_{3}$ $=$ $A_{1}+A_{2}+B_{2}+B_{3}$ ,
$\alpha_{4}$ $=A_{1}+A_{2}-A_{4}+B_{2}+B_{3}+B_{4}$ ,
$\alpha_{5}$ $=A_{1}+A_{2}+A_{5}+B_{2}+B_{3}$ ,
$\alpha_{6}$ $=$ $A_{1}+A_{2}+A_{5}+A_{6}+B_{2}+B_{3}+B_{6}$ ,
$\beta_{1}$ $=$ $-B_{1}$ ,
$\beta_{2}$ $=A_{2}-B_{1}-B_{2}$ ,
$\beta_{3}$ $=$ $-A_{2}-A_{3}-A_{4}+B_{1}+B_{2}-B_{4}$ ,
$\beta_{4}$ $=$ $-A_{2}-A_{3}+B_{1}+B_{2}$ ,
$\beta_{5}$ $=A_{2}+A_{3}-B_{1}-B_{2}-B_{5}$ ,
$\beta_{6}$ $=A_{2}+A_{3}+A_{6}-B_{1}-B_{2}-B_{5}-B_{6}$ .

で与えると、 Proposition 5 の性質をみたす $\text{。}$

$(\begin{array}{l}\alpha\beta\end{array})$ で生成される lattice を $\Lambda$

とすればよい。他の 104 個を得るには対称群 $S_{8}$ の作用を考えればよい。 こ

うして得られる (2, 2, 2, 2)-partitions $r$ と対応している 105個の sublattices $\Lambda$

ごとに保型形式 $t_{r}^{2)}$ を構成する。
以後、 上記の lattice $\Lambda$ を固定して議論する。

Proposition 6 $H^{0}(C, \Omega^{1})^{-}$ の基底 $\phi_{1}^{\beta},$

$\ldots,$
$\phi_{6}^{\beta}$ を

$\int_{\beta_{j}}\zeta_{k}=\delta_{jk}$

をみたすものでとる。 6次ジーゲル上半空間に属する周期行列 $\tau=(\int_{\alpha_{j}}\phi_{k}^{\beta})_{jk}$

は
$i(U-2\eta(^{t}\eta U\eta)^{-1}{}^{t}\eta)$
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と表示することができる。 ここで ${}^{t}\eta\ovalbox{\tt\small REJECT}(\eta_{1,\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\eta_{6})\ovalbox{\tt\small REJECT}(f \ovalbox{\tt\small REJECT}, \ldots, f \ovalbox{\tt\small REJECT})$ は
${}^{t}\eta U\ovalbox{\tt\small REJECT}>0$ をみたす。周期写像の像は 5 次元超球 $\mathbb{B}_{\Lambda}\ovalbox{\tt\small REJECT}\{\eta C\mathbb{P}^{5}\ovalbox{\tt\small REJECT}\eta U\ovalbox{\tt\small REJECT}>0\}$

内の open dence な部分集合である.

Remark 1 ここでは 5 次元超球の表示は簡単になるが、モノドロミー群は
$\{g\in GL_{6}(\mathbb{Z}[i])|{}^{t}gU\overline{g}=U\}$ の部分群だがレベル (1-i) の主合同部分群で
はなくなってしまう。

5Lattice $\Lambda$ に関する theta 関数
複素トーラス $A_{\Lambda}=\mathbb{C}^{6}/(\mathbb{Z}^{6}\tau\oplus \mathbb{Z}^{6})\simeq(H^{0}(C, \Omega^{1})^{-})^{*}/\Lambda$ に関する theta 関
数を

$\theta_{ab}(z, \tau)=\sum_{n\in \mathbb{Z}^{6}}\exp(\pi i(n+a)\tau{}^{t}(n+a)+2\pi i(n+a){}^{t}(z+b))$

で定める、 ここで $z\in \mathbb{C}^{6},$ $\tau$ は Proposition 6 で与えた周期行列、 $a,$ $b\in \mathbb{Q}^{6}$

とする。 $a=b=0$ のとき $\theta_{00}(z, \tau)$ を簡単のため $\theta(z, \tau)$ で表す。 この関数
は以下の準周期性をもつ。

$\theta_{ab}(z+m\tau+n)=\exp(2\pi i$ (a ${}^{t}n-b{}^{t}m$ ) $\exp(-\pi im\tau {}^{t}m-2\pi iz{}^{t}m)\theta_{ab}(z)$ . $(2)$

曲線 $C$ から複素トーラス $A_{\Lambda}$ への写像 $\iota$ を

$\iota:$ .P $\vdasharrow\int_{\gamma(P)-\rho^{2}\gamma(P)}\phi^{\beta}$ ,

で定める、 ここで $\phi^{\beta}=(\phi_{1}^{\beta}, \ldots, \phi_{6}^{\beta})$ で $\gamma(P)$ は $P_{1}=(x_{1},0)$ を始点とし $P$

を終点とする $C$ 内の滑らかな曲線とする。 この写像は well-defined である。
写像 $\iota$ による $P_{j}=(x_{j}, 0)$ の像を与えておく。

$\iota(P_{1})=\iota(P_{2})$ $=$ $\frac{1}{2}(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(\begin{array}{l}\tau I\end{array})$ ,

$\iota(P_{3})=\iota(P_{4})$ $=$ $\frac{1}{2}(1,1,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0)(\begin{array}{l}\tau I\end{array})$ ,

$\iota(P_{5})=\iota(P_{6})$ $=$ $\frac{1}{2}(1,1,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0)(\begin{array}{l}\tau I\end{array})$ ,

$\iota(P_{7})=\iota(P_{8})$ $=$ $\frac{1}{2}(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)(\begin{array}{l}\tau I\end{array})$ .
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分岐点 $P_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ たちの $L$ による像が 2 個ずつ 4 つの組となっていることからこの
$\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{t}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{c}\mathrm{e}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は $(2, 2, 2, 2)- \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{o}\mathrm{n}\{\{12\}, \{34\}, \{56\}, \{78\}\}$ と対応して $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ )る。

theta 関数 \mbox{\boldmath $\theta$}ab屋 $\tau$ ) の写像 $L$ による引き戻し

$\iota^{*}(\theta_{ab}(z, \tau))=\theta(\iota(P), \tau)$

は $C$ 上の一価関数とはならないが、 theta 関数の準周期性より $C$ 上の零点
および零点の位数は well defined となる。

Proposition 7 複素トーラス $A_{\Lambda}$ の点 $v$ に対して $C$ 上の関数 $\theta(v+\iota(P), \tau)$

が恒等的に零でないならば、その関数の零点の総数は 12 である。 また、 A。

内の点 $\frac{1}{2}(q, qU)(\begin{array}{l}\tau I\end{array})(q\in \mathbb{Z}^{6})$ に対し、 $F_{q}(P)=\theta_{\xi(q)}(\iota(P), \tau)$ が恒等的に零

でないとする、 ここで $\xi(q)=\frac{1}{2}(q, qU)$ とする。 このとき $P_{1}$ [こおける $F_{q}(P)$

の零点の位数は 4 を法として一 $qU$ ${}^{t}q$ と合同となる。

Remark 2. $q=0=(0, \ldots, 0)$ に対し $F_{0}(P)$ は恒等的に零ではないので、上
記の命題より $P_{j}$ における零点の位数は以下のようになる。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , $P_{2}$ $P_{3},$ $P_{4}$ $P_{5}$ , $P_{6}$ P7, $P_{8}$

0202

分岐点の集合 $\{P_{1}, \ldots, P_{8}\}$ 内に重複を込めて合計 8個の零点ある。

$C$ 上の正則多価関数 $F_{0}(P)$ の残り 4個の零点が決定できないかを以下で
試みる。

6 残りの零点

Lemma 1 曲線 $C$ 上の正則多価関数 $F_{0}(P)=\theta(\iota(P), \tau)$ の $P_{3},$ $P_{4}$ , P7, $P_{8}$ 以
外の零点の一つを $Q$ とすると残りの零点は $\rho(Q),$ $\rho^{2}(Q),$ $\rho^{3}(Q)$ である。

Lemma 2 曲線 $C$ 上の正則多価関数 $F_{q}(P)=\theta_{\xi(q)}(\iota(P), \tau)$ で $P_{3},$ $P_{4},$ $P_{7},$ $P_{8}$

で 2位の零点をもつようになる $q\in \mathbb{Z}^{6}$ は 2 を法として

$q_{0}=(0,0,0,0,0,0)$ , $q_{1}=(0,0,1,1,1,1)$ ,

$q_{2}=(1,1,0,0,1,1)$ , $q_{3}=(1,1,1,1,0,0)$

のいずれかと合同である。
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Proposition 8 $q_{1},$ $q_{2},$ $q_{3}$ に対して、 $R_{j}(P)$ $=F_{0}(P)/F_{q_{j}}(P)$ は $C$ 上の一価
有理型関数で $(z, w)$ 座標で表示すると $(z-s)/(z-t)$ の定数倍となる。 こ
こで $Q=(s, w(s))$ と $R=(t, w(t))$ はそれぞれ $F_{0}$ と $F_{q_{\mathrm{j}}}$ の $P_{3},$ $P_{4}$ , P7, $P_{8}$ 以
外の零点。

Proof. $P$ を $H_{1}(C, \mathbb{Z})$ の生成元 $(1-\rho)I_{j},$ $\rho(1-\rho)I_{j},$ $\rho^{2}(1-\rho)I_{j}$ に沿って解析
接続すると $\iota(P)$ には $(1-\rho^{2})(1-\rho)I_{j}=A_{j}-B_{j},$ $\rho(1-\rho^{2})(1-\rho)I_{j}=A_{j}+B_{j}$ ,
$\rho^{2}(1-\rho^{2})(1-\rho)I_{j}=-A_{j}+B_{j}$ が加わる。 $A_{j}-B_{j},$ $A_{j}+B_{j}$ を $(\begin{array}{l}\alpha\beta\end{array})$ の線型
結合で表すと以下のようになる。

$A_{1}-B_{1}=\alpha_{1}+\beta_{1}$ , $A_{1}+B_{1}=\alpha_{1}-\beta_{1}$ ,
$A_{2}-B_{2}=-\beta_{1}+\beta_{2}$ , $A_{2}+B_{2}=-\alpha_{1}+\alpha_{2}$ ,
$A_{3}-B_{3}=\alpha_{2}-\alpha_{3}-\beta_{2}-\beta_{4}$ , $A_{3}+B_{3}=-\alpha_{2}+\alpha_{3}-\beta_{2}-\beta_{4}$,
$A_{4}-B_{4}=\alpha_{3}-\alpha_{4}$ , $A_{4}+B_{4}=-\beta_{3}+\beta_{4}$ ,
$A_{5}-B_{5}=-\alpha_{3}+\alpha_{5}+\beta_{4}+\beta_{5}$ , $A_{5}+B_{5}=-\alpha_{3}+\alpha_{5}-\beta_{4}-\beta_{5}$ ,
$A_{6}-B_{6}=-\beta_{5}+\beta_{6}$ , $A_{6}+B_{6}=-\alpha_{5}+\alpha_{6}$ ,

theta 関数 $\theta_{ab}$ の準周期性 (2) を用いると、 $P$ が $C$ の任意の cycle に沿って
解析接続されても $F_{0}(P)/F_{q_{j}}(P)$ の値は変化しないことがわかる。 $q.e.d$.
Remark 3cune 上の有理型関数がその Jacobian 上の theta 関数の積の比
で構成されることはよく知られている。その構成では分子、 分母に現れる
theta characteristics {こは和 {こ関する条件がつく。 上記命題では 2 っの theta
関数の $\iota$ による引き戻しの比そのものが $C$ 上の有理型関数になっている。

Proposition 9 有理型関数 $R_{1}(P)$ の零点 $Q=(s, w(s))$ と極 $R=(t, w(t))$
は一致し $R_{1}(P)$ は定数関数となる。有理型関数 $R_{2},$ $R_{3}$ に対し $R_{j}(P)$ の零
点 $Q=(s, w(s))$ と極 $R=(t, w(t))$ の $z$ -座標 $s,t$ は

$s+t= \frac{2(x_{1}x_{2}-x_{5}x_{6})}{x_{1}+x_{2}-x_{5}-x_{6}}$, $st= \frac{x_{1}x_{2}x_{5}+x_{1}x_{2}x_{6}-x_{1}x_{5}x_{6}-x_{2}x_{5}x_{6}}{x_{1}+x_{2}-x_{5}-x_{6}}(3)$

をみたす。

Proof. $P$ を $I_{j},$ $\rho(I_{j})$ に沿って解析接続すると $\iota(P)$ には $A_{j}$ , $B_{j}$ が加わる。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , $B_{j}$ を $\Lambda$ の基底 $(\begin{array}{l}\alpha\beta\end{array})$ で表示すると

$A_{1}=\alpha_{1}$ ,
$A_{2}= \frac{1}{2}(-\alpha_{1}+\alpha_{2}-\beta_{1}+\beta_{2})$ ,
$A_{3}=-\beta_{2}-\beta_{4}$ ,
$A_{4}= \frac{1}{2}(\alpha_{3}-\alpha_{4}-\beta_{3}+\beta_{4})$,
A5=-\mbox{\boldmath $\alpha$}3+\mbox{\boldmath $\alpha$}5プ
$A_{6}= \frac{1}{2}(-\alpha_{5}+\alpha_{6}-\beta_{5}+\beta_{6})$ ,
$A_{7}=-\beta_{6}$ ,

$B_{1}=-\beta_{1}$ ,
$B_{2}= \frac{1}{2}(-\alpha_{1}+\alpha_{2}+\beta_{1}-\beta_{2})$ ,
$B_{3}=-\alpha_{2}+\alpha_{3}$ ,
$B_{4}= \frac{1}{2}(-\alpha_{3}+\alpha_{4}-\beta_{3}+\beta_{4})$ ,
$B_{5}=-\beta_{4}-\beta_{5}$ ,
$B_{6}= \frac{1}{2}(-\alpha_{5}+\alpha_{6}+\beta_{5}-\beta_{6})$ ,
$B_{7}=-\alpha_{6}$ ,
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となっている。 $b_{11},$ $\rho(I_{2\mathrm{v}\mathrm{r}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-1- 1})$ での接続に対しては、周期点分のずれである。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ は $P_{1},$ $P_{2},$ $P5,$ $P6$ で零でないので theta 関数の準周期性により、

$R_{1}(P_{1})$ $=$ $R_{1}(P_{2})$ , $R_{1}(P_{5})=R_{1}(P_{6})$ (4)
$R_{j}(P_{1})$ $=$ $-R_{j}(P_{2})$ , $R_{j}(P_{5})=-R_{j}(P_{6})$ $(j=2,3)$ (5)

となる。 一方、 定数倍を調整すれば $R_{j}(z, w)=(z-s)/(z-t)$ となっている
ことから、 $R_{1}$ 対しては (4) より

$\frac{x_{1}-s}{x_{1}-t}=\frac{x_{2}-s}{x_{2}-t}$

が得られる $\text{。}$ これより $x_{1}x_{2}-x_{2}s-x_{1}t+st=x_{1}x_{2}-x_{1}s-x_{2}t+st$ となり
$s=t$ となる。 また、 $R_{2},$ $R_{3}$ に対しては (5) より

$\frac{x_{1}-s}{x_{1}-t}+\frac{x_{2}-s}{x_{2}-t}=0$ , $\frac{x_{5}-s}{x_{5}-t}+\frac{x_{6}-s}{x_{6}-t}=0$

となり、 方程式

$2st-(x_{1}+x_{2})(s+t)+2x_{1}x_{2}=0$ , $2st-(x_{5}+x_{6})(s+t)+2x_{5}x_{6}=0$

が得られ、 $s+t,$ $st$ [こついて解けばこの命題が得られる。 $q.e.d$.

Remark 4 $s,$ $t$ に関する判別式が

$\frac{(s+t)^{2}}{4}-st=\frac{(x_{1}-x_{5})(x_{1}-x_{6})(x_{2}-x_{5})(x_{2}-x_{6})}{(x_{1}+x_{2}-x_{5}-x_{6})^{2}}$

なので $s,$ $t$ が重根となるための必要十分条件は $x_{1}=x_{5},$ $x_{1}=x_{6},$ $x_{2}=x_{5}$ ,
$x_{2}=x_{6}$ のうちどれかが成立することである。

7 $xj_{1},$ $\ldots,$ $xj_{4}$ の cross ratio
前節の結果から $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{5},$ $x_{6}$ の cross ratio を theta constants $\theta_{j}=\theta_{\xi(q_{j})}(0, \tau)$

で表示することができる。

Proposition 10

$\frac{(\theta_{1}+i\theta_{2})^{2}(\theta_{0}-i\theta_{3})^{2}}{4\theta_{0}^{2}\theta_{2}^{2}}=\frac{(x_{2}-x_{5})(x_{1}-x_{6})}{(x_{1}-x_{2})(x_{5}-x_{6})}$.
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Proof. 曲線 $C$ 上の有理型関数 $R_{1}(P)=\theta(\iota(P))/\theta_{\xi(q_{1})}(\iota(P))$ は定数関数な
ので、 $R_{1}(P_{1})=R_{1}(P_{5})$ であり $\theta_{0}\theta_{2}=\theta_{1}\theta_{3}$ が得られる。 一方、 曲線 $C$ 上

の有理型関数

$R_{2}(P)= \frac{\theta(\iota(P),\tau)}{\theta_{\xi(q_{2})}(\iota(P),\tau)}=c\frac{z-s}{z-t}$

に $P=P_{1},$ $P_{5}$ を代入すると

$R_{2}(P_{1})= \frac{\theta_{0}}{\theta_{2}}=c\cdot\frac{x_{1}-s}{x_{1}-t}$ , $R_{2}(P_{5})=- \frac{\theta_{3}}{\theta_{1}}=c\cdot\frac{x_{5}-s}{x_{5}-t}$

が得られる。 $R_{2}(P_{1})$ と $R_{2}(P_{5})$ の比を考えると定数 $c$ は消え、

$\frac{R_{2}(P_{1})}{R_{2}(P_{5})}=\frac{(x_{1}-s)(x_{5}-t)}{(x_{1}-t)(x_{5}-s)}=-\frac{\theta_{0}\theta_{1}}{\theta_{2}\theta_{3}}=-\frac{\theta_{0}^{2}}{\theta_{3}^{2}}=-\frac{\theta_{1}^{2}}{\theta_{2}^{2}}$

となっている。そして等式 $(\theta_{1}-i\theta_{2})(\theta_{0}+i\theta_{3})=(\theta_{1}+i\theta_{2})(\theta_{0}-i\theta_{3})$ より

$\frac{1}{4}(1+\frac{\theta_{3}^{2}}{\theta_{0}^{2}})(1+\frac{\theta_{0}^{2}}{\theta_{3}^{2}})$ $=$ $\frac{(\theta_{0}^{2}+\theta_{3}^{2})^{2}}{4\theta_{0}^{2}\theta_{3}^{2}}=\frac{\theta_{1}^{2}+\theta_{2}^{2}}{2\theta_{1}\theta_{2}}$ . $\frac{\theta_{0}^{2}+\theta_{3}^{2}}{2\theta_{0}\theta_{3}}$

$=$ $\frac{(\theta_{1}+i\theta_{2})^{2}(\theta_{0}-i\theta_{3})^{2}}{4\theta_{0}^{2}\theta_{2}^{2}}$

が得られる。上記の式{こ $\theta_{0}^{2}/\theta_{3}^{2}=-((x_{1}-s)(x_{5}-t))/((x_{1}-t)(x_{5}-s))$ を代
入し (3) を用いるとこの命題が得られる。 $q.e.d$.
対称群 $S_{8}$ を作用させれば $x_{1},$ $\ldots,$

$x_{8}$ の任意の 4つの $x_{j_{1}},$ $\ldots,$ $x_{j_{4}}$ に対す
る cross ratio が得られる.

Proposition 11 $T_{r_{1}}^{(2)}=\theta_{0}\theta_{1}\theta_{2}\theta_{3}$ はモノドロミー群に関する保型形式とな
る、 ここで $r_{1}$ は (2, 2, 2, 2)-par ition $\{\{12\}, \{34\}, \{56\}, \{78\}\}$ である。

保型形式 $T_{r_{1}}^{(2)}$ に対称群 $S_{8}$ を作用させて他の (2, 2, 2, 2) partition $r$ tこ対
する保型形式 $T_{r}^{(2)}$ を構成すると序で述べた定理が得られる。詳しくは [MT2]
を参照。
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