
$h$-asignment から見た単体的複体の sheffing 集合とその解析

東京大学大学院・情報理工学研究科. コンピュータ科学専攻 森山園子 (Sonoko Moriyam)
Dapartment of Computer Science, Faculty of Information Science and Technology,

The University of Tokyo,

Abstract

Shellable である単体的複体には, she化 $\mathrm{g}$ と呼ばれる facet の全順序が存在する. しか
し, この shelUng 集合が持つ構造については知られていない.. 本研究では, 新しい概念 h-
a\ell rignment を導入することで, $\epsilon \mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{U}\mathrm{h}\mathrm{g}$ 集合 $S$ を antimatroid 構造を持つ同値類 $\{C_{-}\}$ へ

と分解する. Shellng に対応する $h$-assignment を特に ap\mu 司 pn.ate $h-u\epsilon \mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ と呼ぶ.
Appropriate h-aesirment を特徴付けることで, 単体的複体における sheUabUlty の別定義
を与える.

1Introduction

SheHabih.ty はトボロジーの分野で古くから研究されてきた性質の 1つである. しカル, Bpr
and M一による多面体の境界複体に関する研究 [2] 以降は, 組合せ論の分野においても重要性
が認識されている. それ以降, shellability に関する研究が数多くなされたが $[3][9][10],$ sheIing
集合 $S$ が持つ構造については言及されていない.

本研究では, 新しい概念として $h- ass\dot{.g}nment$ を導入することにより, $S$ が u� inatroid 構
造を持つ sheUing 部分集合へと同値類分解されることを示す. ます最初に, $S$ における同値関
係 $\sim$ を以 Tのように定義する :sheuin$\mathrm{g}a$ に対応する $h$-assignment が shelh.ng $b$ に対応する
$h$-assigmnent に等しいとき, $a$ と $b$ の間には同値関係 $a\sim b$ が威立する. 同値関係 $\sim$ の元で同
値類分解された $S$ の各同値類 $\{C_{1}.\}$ は amtimatroid M- の構造を持ち, $\{C_{1}.\}$ における eheHing
集合は M- の basic words 集合に対応する.

Shelling に対応する $h$-assignment を特に $app\tau opr|.ateh$-aaeigment と呼ぶ. この appropriate
$h$-assigment は以下のように特徴付けることが可能である : 単体的複体の伍 cet と ridge の関係
を示す伍 cet-ridge 接続グラフ $G(C)$ が $h$-assignment $A$ により向き付けられるとき, $G(C)$ の向
き付けがある次数条件を満たし, かつ acyclic ならば, $A$ は appropriate である. Appropriate
$h$-assigmnent に与えた特徴付けと実装技術の工夫により, 単体的複体の shelhbih.ty 判定アルゴ
リズムを開発した [7].

2Deflnitions and Basic Properties

$\sigma\in C$ かつ $\tau\subset\sigma;X$らば $\tau\in C$ を満たす有限集合 $V=\{1, \ldots,n\}$ の部分集合族 $C$ を抽象的単
体的複体という. この $C$ の要素は fate という. 特に, 集合の包含関係において極大な face を
facet という. $\{\sigma_{1}, \ldots\sigma_{n}\}=$ { $\tau|\tau$ is aface of $\sigma_{1}$

. ffir some :}, つまり $\{\sigma_{1}, \ldots\sigma_{n}\}$ は $\sigma_{1},$ $\ldots,\sigma_{n}$ を
ム $\mathrm{s}$ として含む最小の単体的複体である. Face $\sigma$ の次元 din $\sigma$ は $|\sigma|-1$ である. $C$ の次元は
$\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{c}_{\sigma\in \mathrm{C}}\dim\sigma$ で与えられる. $C$ の全ての $\text{伍}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{t}$ が同じ次元であるとき, $C$ は純であるという. 本
研究では, 単体的複体は純であると仮定する.
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純な単体的複体において, 次元が $\dim$C-l である伍 ce を $r\dot{\tau}dge$ という. 特に, 1 つの facet
にのみ含まれる ridge を boundary 加$dge$ といい, この boundary ridge を持つ $\mathrm{f}\mathrm{a}\epsilon \mathrm{e}\mathrm{t}$ を boundary

facet という. $d$ 次元の純な単体的複体の表記を番単体的複体とする.
$C\text{の}$ i-bce (1)数を $f_{1}.(C)$ と表すとき, $C$ の $f$-vector は $f(C)=(f_{-1}(C), f\mathrm{o}(C),$ $fi(C),$

$\ldots,$
$f_{d}(C))$

となる. $C$ の $h$-vector $h(C)=(h_{0}(C), h_{1}(C),$ $h_{2}(C),$
$\ldots,$

$h_{d+1}(C))$ は $h_{k}:= \sum_{|=1}^{k}.(-1)^{k-:}(_{d+1}^{d+1}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{k}^{\dot{l}})f_{1-1}$.

$(0\leq k\leq d+1)$ により定義される.

番単体的複体 $C$ の $shell_{\dot{l}}ng$ は, 以下を満たす facet の全順序である : $\overline{F_{i}}\cap(\cup \mathrm{j}_{=1j}^{-1}\overline{F})$ は $(d-1)-$

単体的複体 $(2\leq i\leq t)$ である. $C$ が sheUing を持つとき, $C$ は shellable であるという. 単体的
複体が sheUable ならば, $Cohen- Ma\mathrm{c}aula\mu ess$ である [5].

SheUable な単体的複体 $C$ において, $C$ の h-vctor と shelh.ng の間に以 Tのような関係が
存在することが知られている. Sheling $F_{1},F_{2},$ $\cdots,F_{t}$ において, $u\mathrm{e}F_{j}$ の oest可 t可$n$ ${\rm Res}(Fj)$

は, $Fj-\{v\}$ が既出 facet 集合の 1 つに含まれるような頂点集 $\prime \mathrm{D}\Delta$ $v\in V$ として定義される :
${\rm Res}(F_{j}):=$ {$v\in F_{j}$ : $F_{j}-\{v\}\subset F_{\dot{l}}$ for some $1<i<j$}. この shelling に従って $C$ を構威 g-ると

き, ffl $j$ ステッ7目 $[]^{}$.おける新しい face 累 $\overline{\mathrm{A}\mathrm{B}}$は $\{G|{\rm Res}(Fj)\subseteq G\subseteq F_{j}\}=[{\rm Res}(Fj),F_{j}]$ に等し
い. これは $C$ の padit釦 n を構威する. また, $|\{j:|{\rm Res}(F_{j})|=i\}|=\iota_{4}.(C)$ であることが知られ
ている.

単体的複体と \S heuabih.ty についての詳細は [10] を参照されたい.

3An Appropriate $h$-assignment and Its Properties

3.1 ANew Concept: An&assignment

Shelhble である単体的複体の $h$-vectors の性質を用いて, 新しい概念 $h$-assigmnent を導入し,

更に $h$-assignment の shelhbih.ty を以下のように定義した :

Definition 1 $h$-usignment とは, ラベル : を持つ faoet の数が $k$. に等し $\mathrm{A}\mathrm{a}$ と $\mathrm{A}\mathrm{a}$う条件を満た
す, ラベノレ $0\leq:<d+1$ の割当てである. $A(F)$ は, $h$ -assignmeM $A$ において facet $F$ に割当
てられたラベルを示す.

Deflnition 2 ある shelhng における res加$ct:on$ のサイズに従って $C$ の各 facet がラベノレ付け
られるとき, h\prec ks匂 nment はこの shelling に対応する. Shellable $h- as\dot{\Re}g\iota mmt$ とは, $C$ のある

shelhng に対応する $h- as\dot{n}g_{l}m\mathit{6}t$ である.

$t$ 個の伍 $\mathrm{t}$ を持つ単体的複体 $C$ における $h$-assignment の数は に等しく, ま

た $C$ が sheUable $h$-assignment を持つとき, $C$ は shem山 le である.

$C$ が shellable であり, かつ $A$ が sheUable $h$-assigmnent であるとき, she� における各ス
テップは以下を満たす: 新しく加えられた facet のラベルが $k$ であるとき, その伍 $\mathrm{t}$ は $d+1-k$

個の boundary ridge を持つ. ここで, 以下の proposition を与える.

Proposition 3 $t$ 個の facet を持つ $d$-単体的複体を $C$ とし, $C$ の h-a\epsilon rignment を $A$ と る.

以下の 2つを満たす facet を $G$ とする :(1) $A(G)=k,$ (2) $G$ は $d+1-k$ 個の $bounda\eta$ ridges
を持つ. $G$ 以外の faeet により生成された単体的複体を $C’$ とする. $C^{l}$ は $A$ から誘導される
$h$ -Us匂 nment $A’$ を持つ. このとき, $A’$ が $C’$ の shellable $h- a\epsilon\dot{\Re}gnme\mathfrak{n}t$ であることと, $A$ 力\leq C

の shellable h-asrinment であることとは同値である. この prapsition において $G$ が rたす条
件を removabilty condition と呼ひ, $C$ から $G$ を削除する操作を removing step と呼ぶ.
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この proposition は, $C$ の $h$-assigment $A$ が shellable であることと, $C$ の全ての faoet が
削除されるまで removing step が適用可能であることが同値であることを示している. また, 与
えられた $h$-assignment が sheUable であるか否かは $O(t)$ 時間で判定可能である. 各 removing
step において削除される伍 cet $G$ は, その時点で構成されている複体に存在する sheuing にお
いて最後に配置される伍 cet と考えられる. 全ての $t$ 個の facet に removing step を適用するこ
とで, 逆順に並べられた sheuing, reverse shelhng を列挙できる.

3.2 An Appropriate $h$-assignment and Its Characterization

Deflnition 4Facet $\{F_{i}\}$ と idge $\{Rj\}$ を持つ単体的複体を $C$ とする. $C$ の facet-ridge 接続
グラフとは, faeet F- [こ対応するノード

$v_{p_{-}}$ と ridege $Rj$ [こ対応するノード
$v_{R_{\mathrm{j}}}$

を持ち, $F_{1}.\supset R_{j}$

であるときに枝
$v_{p_{-}}v_{R_{j}}$

を持つようなグラフである.

Deflnition$\cdot$ 5 h-a\epsilon rinmmt $A$ において, $G(C)$ に対する向き付けが以下の次数条件を満たすと
き, この $h_{- atheta\dot{l}}gnment$ は appropriate である :

$\bullet$ degi、(v,: ) $=A(F_{1}.),$ $\deg_{o\mathrm{u}t}(v_{p_{-}})=d+1-A(F_{1}.)$ ,

$\bullet$ $\deg_{1\mathfrak{n}}.(v_{n_{i}})=1,$
$\mathrm{d}$ 名一’(vRJ) $=\#\{F_{1}.|F_{1}$. $\supset Rj\}\backslash -1$ ,

・全体の向き付けが acyclic である.

Shelhble $h$-aesignment を以下のように特徽付けられることから, $C$ における appropriate
$h$-ass墳ment の存在が $C$ の shellabilty に対応することがわかる.

$\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}tt$ 個の facd を持つ単体的複体を $C$ と $\llcorner$ , $C$ の $h$ -assignment を $A$ とする. h-
$a\epsilon s\dot{\Psi}\iota mentA$ が shellable であることと, $A$ が appmpriate であることは同値である.

この $i\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ では, 与えられた appropriate $h$-assignment $A$ に対して $G(C)$ を向き付ける
方法を示している. つまり, removability condition を満たす色 $\mathrm{t}$ を連続的に削除して, 削除
された色 $\mathrm{t}$ からその boun山 $\mathrm{y}$ ridge へと向き付けることにより $A$ から $G(C)$ を向き付けられ
る. 同時に, $A$ に対応した向き付けがユニークに決定されることが観察できる.

4The Antimatroid Structure in ASet of All Shellings

4.1 Decomposition of Aii Shellings by&assigmnents

ここでは, Language に関して antinatroid の順序版を議論する. 有限台集合 $E$ に対して, $\pi$

ルファベット $E$ 上の全ての word の ffee monoid を $E^{*}$ で表記する. $E$’の word を $\alpha,\beta,\gamma,$ $\cdots$

で表し, $E$ の要素である文字を $x,y,$ $z\cdots$ で表す. $\alpha$ と $\beta$ の連結を $\alpha\beta$ を表す. 任意の word
$\alpha\in E^{r}$ において, $|\alpha|$ は $\alpha$ 内の文字数を示す. $\alpha$ の supporb $\tilde{\alpha}$ は $\alpha$ 内の文字集合を示す. ある
word が同じ文字を 1 つ以上含まないとき, つまり $|\alpha|=|\tilde{\alpha}|$ であるとき, この word を imple で
あるという. $E$ 上の language $\mathcal{L}$ とは, $E$ 上の word 集合 $\mathcal{L}\subseteq E^{*}$ であり, $\mathcal{L}$ 内の全ての word
が simple であるとき $L$ を imple であるという.

$\mathcal{F}$ が以下の 3 条件を満たすとき, $\mathcal{F}$. は空でない有限台集合 $E$ 上の antimahvid である :(1)
任意のアルファベットは $\mathcal{F}$ 内の word に出現する (normal), (2)(i沖 $\in F,$ $(\ddot{\mathrm{u}})\alpha\beta\in \mathcal{F}$ならば $\alpha\in \mathcal{F}$

(hereditary), (3) $\tilde{\alpha}\not\in\overline{\beta}$ を満たす $\alpha,\beta\in \mathcal{F}$ に対して, $\beta x\in \mathcal{F}$ を満たす $x\in\tilde{\alpha}$ が存在する. $\mathcal{F}$ の各
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要素は feu祐 k word といい, 特に support が $E$ に等しい feasible word を $\mathcal{F}$ の $\mathrm{b}\mathrm{a}\epsilon \mathrm{i}\mathrm{c}$ word と

いう.

Poset $P=(E, \leq)$ 上で以下の条件を満たすよう定義された antimatroid を poset shelhng と

いう : $x$: が $P\backslash \{x_{1,k-1}\ldots, x\}$ の極小要素となる, poset $P$ の要素 $x_{1,k}\ldots,$$x$ が feasible word
である. Antimatroid の詳細については [6] を参照されたい.

SheUable な単体的複体 $C$ の appropriate $h$-assignments は, $C$ }こおける sheUing に対して以
下の同値関係を与える.

Deflnition 7 $C$ の 2 つの shelhngs $a$ と $b$ に対して, $a$ と $b$ の両方が同じ appropriate h-
assifflment に対応するならば, 2 つの shelhng 間の関係を $a\sim b$ と表す. この関係は同値関
係であり, これは shelling 集合を同値類 $\{C_{\dot{l}}\}$ に分解する.

$G(C)$ がある appropriate $h$-assignment に対応するとき, $G(C)$ の全ての頂点 $\{v_{p_{\mathrm{k}}}\}$ を示す

全ての伍 cet $\{Fk\}$ を台集合 $E$ とし, $v_{p_{-}}arrow v_{R}arrow v_{p_{\mathrm{j}}}$
を満たす ridge $R$ が存在するとき $F_{-}\leq Fj$

と定義して, $F(C)$ を生成する. この関係 $\leq$ は $E$ 上の半順序関係である. 従って, appropriate
$h$-assignment を持つ $F(C)$ は poset とみなせる. ここで, removing step により削除される facet
は $F(C)$ の極小要素にあたることが観察できる. つまり, ある appropriate h-assignment から生
成された oeverse sheUing は poset $F(C)$ における poset shelling である. 従って, 同値類 $C_{1}$. に
含まれる全ての shelling 集合は antimatroid (poset shellng) の basic word 集合である.

Theorem 8 $C_{1}$. が $ant\dot{l}matmid$ (poset shelhng) の basic word集合であるとき, reverse shelling
集合は全ての C- の d句$\mathit{0}\dot{l}nt$ union に等しい.
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