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1 はじめに

石油化学をはじめとするプロセス産業では, 長期間連続運転する複数装置から成るプラントを
用いて生産活動を行っている. これらの装置のなかには, 運転時間の経過に伴って, 生産効率が
徐々に低下するものも少なくない. それゆえ, 各装置の最適な運転条件を求めるには, 各時刻に
おける装置内のプロセスと, 各装置の特性の時系列的変化を表す式を制約条件にもち, 運転期間
全体にわたるコストの最小化を目的とする非線形計画問題を解く必要がある. この問題は, プラ
ントを構成する各装置と運転期間内の各時刻について, 特徴的な繰り返し構造をもっ.
文献 [2] では, 装置の特性の時系列的変化を表す制約に Lagrange 乗数をかけて目的関数に加え
ることにより, 逐次 2 次計画法 [9] の部分問題を各時刻について独立な複数の規模の小さい 2 次計
画問題に分解して解いている. また, 文献 [10] では, 逐次 2 次計画法の部分問題に主双対内点法
を適用し, 問題の構造的特徴を利用して内点法の探索方向を並列的に求める方法を提案してぃる.
主双対内点法は, 線形計画問題をはじめ, 2 次計画問題や非線形計画問題, 半正定値計画問題
などに対する有効な解法として, 理論的にも実用的にも注目を集めている [5]. また, 確率計画問
題, 多品種流問題などに適用した場合には, それらの構造的特徴を利用して探索方向を効率よく
計算できる [1, 3, 4, 8]. さらに, 問題の特徴によっては, 主要な計算を並列実行することが可能
であることも知られている $[6, 11]$ . 本論文では, 複数装置から成るプラントの時系列最適化問題
に主双対内点法 [12] を直接適用し, 構造的特徴を用いて並列的に解く方法を提案する.

2 時系列最適化問題

プラントを構成する装置の数を $Q$ , 運転期間を $T$ とするとき, 最適な運転条件を求める問題は

目的関数 : $\sum\sum QT$ fqt(x。)\rightarrow 最小 l-a)
$q=1t=1$

制約条件 $:g \text{。}+\sum_{t=1}^{T}$ g,(x。) $=0$ $(q=1, \ldots, Q)$ (1-b)

$l_{4t}+ \sum_{q=1}^{Q}h_{qt}(x_{qt})=0$ $(t=1, \ldots, T)$ (1-c)

$c_{qt}(x_{qt})=0$ $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ (1-d)
$oe_{qt}\geqq 0$ $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ (1-e)

と定式化できる. ただし, $oe_{qt}\in\Re^{n_{qt}}$ は装置 $q$ の時刻 $t$ こおける状態を表す変数, $g\text{。}\in\Re^{\mathrm{m}_{\eta \mathrm{O}}}$ と
$h\text{。}\in\Re^{\mathrm{m}}\mathrm{o}t$ は定数, $f_{qt}$ : $\Re^{n_{qt}}arrow\Re,$

$g_{qt}$ : $\Re^{n_{qt}}arrow\Re^{m_{q}}0,$ $h_{qt}$ : $\Re^{n_{qt}}arrow\Re^{n}\mathrm{o}\mathrm{e},$
$c_{qt}$ : \Re \pm qt\rightarrow 架 qt は

連続的微分可能な関数である. 制約条件 (1-b) は, 装置 $q$ の特性が時系列的に変化する様子を表
しており, 時系列制約と呼ばれる. 一方, 制約条件 (1-c) は時刻 $t$ こおける各装置への原料など
の配分を表し, 制約条件 (1-d) は装置 $q$ の時刻 $t$ 1こおけるプロセスを表している, これらは, い
ずれもすべての時刻 $t$ 1こ対して同じ構造をもっているため, 同時刻制約と呼ばれる. なお, 状態
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変数 $oe_{qt}$ は, 単位を適当に選ぶことにより一般性を失うことなく非負と仮定できるため, 式 (1-e)

のような非負条件を全変数に課すことにする.
実際のモデルでは, 関数 $f_{qt},$ $g_{qt}$ , h。は中間変数そのもの力 $\mathrm{a}$ , それらの簡単な 1 次関数となる.

一方, 関数 c。は, 物理法則や化学法則に基づく複雑な非線形式となることがある. 問題 (1) の変

数の総数は $n=n_{1}+\cdots+n_{T}$ , 等式制約条件の総数は $m=m_{0}+m_{1}+\cdots+m_{T}$ となる. ここで,

$n_{t}= \sum_{q=1}^{Q}n_{qt}$ , $m_{t}=m_{0t}+ \sum_{q=1}^{Q}m_{qt}$ $(t=1, \ldots,T)$ ; $m_{0}= \sum_{q=1}^{Q}m_{q0}$

である. 現実の問題では, $Q$ は 1\sim 20 程度, $T$ は数百 $\sim$ 数千に達する. また, n。や $m_{qt}$ は,

簡易モデルで数個程度, 精密モデルで数千個にもなる. さらに, m。は $T$ またはその倍数, $m_{0t}$

は 1\sim 数十個程度である. したがって, 問題 (1) は, 非常に大規模な非線形計画問題となる.
問題 (1) の等式制約条件は, . 全体として主 block-angular の入れ子構造をもつ. 現実の問題で

は, 時系列制約 (1-b) も特徴的な構造をもつことが多い. たとえば, ある装置の生産効率が, そ

の時刻までの生産量の累計値の関数で表せるとき, つぎのような制約条件が表われる.

$\theta_{qt}(p_{qt}, s_{qt})=0$ , $\sum_{\tau=1}^{t}\mathrm{r}_{q\tau}-s_{qt}=0$ $(q=1, \ldots,Q;t=1, \ldots,T)$ (2)

ただし, $p_{qt},r_{qt}$ , s。はそれぞれ装置 $q$ の時刻 $t$ }こおける生産効率, 生産量およひその累計値であ

る. 式 (2) の第 1 式は同時刻制約であるが, 第 2 式は

$=0$ $(q=1, \ldots, Q)$
$r_{q1}-s_{q1}$

$s_{q1}+r_{q2}-s_{q2}$ $=0$ $(q=1, \ldots, Q)$

$s_{q2}+r_{q3}-s_{q3}$ $=0$ $(q=1, \ldots, Q)$ (3)...
sq,アー l $+r_{qT}-s_{qT}$

$=.\cdot$.
$0$ $(q=1, \ldots, Q)$

と書き換えられ, 階段型の構造をもつ時系列制約であることがわかる.

3 主双対内点法の並列化

まず, 等式制約条件と非負条件をもつつぎの非線形計画問題に対する主双対内点法を述べる.

目的関数 :f(x)\rightarrow 最小
制約条件 : $g(oe)=0$ (4)

$oe\geqq 0$

ただし, $f$ : $Warrow\Re,$ $g$ : r\rightarrow 架は連続的微分可能な関数である. 問題 (4) の等式制約条件と

非負条件に対する Lagrange 乗数をそれぞれ $y\in$架, $z\in W$ とすると, Lagrange 関数は

$\mathcal{L}(oe,y, z)=f(oe)+y^{\mathrm{T}}g(x)-z^{\mathrm{T}}x$

で定義される. 以下では, ベクトル $x,$ $z$ の各成分を対角要素とする対角行列をそれぞれ $X,$ $Z$ , す
べての成分が 1 のベクトルを 1 と書く. 点 $x^{(k)}>0,$ $y^{(k)},$ $z^{(k)}>0$ が与えられたとき, 主双対

内点法の探索方向 $\Delta x^{(k)},$ $\Delta y^{(k)},$ $\Delta z^{(k)}$ は, つぎの連立 1 次方程式を解いて求められる.

$B^{(k)}\Delta x+\nabla g(X^{(k)})\Delta y-\Delta z=-\nabla \mathcal{L}(X^{(k)},y^{(k)},z^{(k)})$

$\nabla g(x^{(k)})^{\mathrm{T}}\Delta \mathrm{a}\mathrm{e}=-g(x^{(k)})$ (5)
$Z^{(k)}\Delta ae+X^{(k)}\Delta z=\mu^{(k)}1-Z^{(k)_{X}(k)}$
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ただし, $B^{(k)}$ は� 2L(x(k), $y^{(k)},$ $z^{(k)}$ ) を近似する正定値対称行列で, 修正 BFGS 公式 [7] により
逐次更新する. また, $\mu^{(k)}>0$ は障壁パラメータで, 反復が進むにつれてより小さな値に更新す
る. 変数 $x$ に対するステップ幅は, 次式で定義される障壁ペナルティ関数を用いた直線探索によ
り定める.

$F_{\rho}(x; \mu^{(k)})=f(x)+\sum_{i=1}^{m}\rho_{i}|g_{i}(x)|-\mu^{(k)}\sum_{j=1}^{n}\log x_{j}$

ただし, $\rho=(\rho_{1}, \ldots, \rho_{m})^{\mathrm{T}}>0$ は, ペナルティ. パラメータである. 変数 $y,$ $z$ に対するステップ
幅は, ベクトル Zoe の各成分が $\mu$ を含む有界な区間に含まれるようにできる限り大きくとる.
主双対内点法の計算量は, その大部分が連立 1 次方程式 (5) を解くことに費やされる. そこ

で, 時系列最適化問題 (1) の制約条件がもつ特徴的な構造を利用して, 探索方向を効率的に計算
することを考える. 制約条件 (1-b) と (1-c) に対する Lagrange 乗数をそれぞれ $y\text{。}\in\Re^{m_{q0}}(q=$

$1,$
$\ldots,$

$Q),$ $y_{\mathrm{o}t}\in\Re^{m_{0t}}(t=1, \ldots,T)$ , 制約条件 (1-d) と (1-e) に対する Lagrange 乗数をそれぞれ

$y_{qt}\in\Re^{m_{qt}},z_{1t}\in\Re^{n_{qt}}(q=1,\ldots,Q- t=1, \ldots,T)\text{と}-\mathrm{t}\text{る}.\text{ま}=\prime t=1,$
$\ldots,T\text{のそれぞ}l,\iota|’.\mathrm{x}_{\backslash :}x_{T}^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}},y_{0}=(y_{10}^{\mathrm{T}}, \ldots,y_{Q0}^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}},y=(y_{0}^{\mathrm{T}},y_{1}^{\mathrm{T}},\ldots,y_{T})^{\mathrm{T}},z=(z_{1}^{\mathrm{T}},\ldots,z_{T}^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}}\text{と}*\text{する}.\text{そのとき}1_{\vee}\text{て}x_{t}=(XX_{Qt}^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}},y_{t}=(y_{0t}^{\mathrm{T}},y_{1t}^{\mathrm{T}},\ldots,y^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}},z_{t}=(z_{1t}^{\mathrm{T}},\ldots, z_{Qt}^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}}\text{と}+^{t},\ldots,\mathrm{k}^{\mathrm{Y}}\text{き},x=(x_{1}^{\mathrm{T}},\ldots$ ,

$\mathcal{L}_{qt}(oe_{qt}, y_{q0},y_{\mathrm{o}t},y_{qt}, z_{qt})=f_{qt}(x_{qt})+y_{q0}^{\mathrm{T}}g_{qt}(oe_{qt})+y_{\mathrm{o}t}^{\mathrm{T}}h_{qt}(x_{qt})+y_{qt}^{\mathrm{T}}c_{qt}(oe_{qt})-z_{qt^{\mathfrak{B}}qt}^{\mathrm{T}}$

$(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$

とおくと, 問題 (1) に対する Lagrange 関数は

$\mathcal{L}(oe,y, z)=\sum_{q=1}^{Q}\sum_{t=1}^{T}\mathcal{L}_{qt}(x_{qt},y_{\text{。}}, y_{0t}, y_{qt}, z_{qt})+\sum_{q=1}^{Q}y_{\phi 1}^{\mathrm{T}}g_{q0}+\sum_{t=1}^{T}y_{0t}^{\mathrm{T}}h_{0t}$

となる. 関数 L。の $x_{qt}$ に関する勾配ベクトルを� L。’ Hesse 行列を� 2 $\mathcal{L}_{qt}$ と書くと

� $\mathcal{L}_{qt}$ ($x_{qt}$ , y。’ $y_{\mathrm{O}t}$ , y。’ $z_{qt}$) $=\nabla$ fqt(x。)+\nabla g。(x。)y\phi 十� h。$(ae_{qt})y\mathrm{o}t$

(6)
$+\nabla c_{qt}(x_{qt})y_{qt}-z_{qt}$ $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$

であり, $\mathcal{L}$ の oe に関する Haese 行列� $2\mathcal{L}$ は, $\nabla^{2}\mathcal{L}_{qt}(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ を対角要素と

するブロック対角行列となる. さらに, $\nabla^{2}\mathcal{L}_{qt}(x_{qt}^{(k)}, y_{\text{。}^{}(k)}, y_{0t}^{(k)}, y_{qt}^{(k)}, z_{qt}^{(k)})$ を近似する正定値対称行

列を $B_{qt}^{(k)}$ とおくと, 探索方向を求める連立 1 次方程式はつぎのように書き換えられる.

Bq(kt)\Delta x。+\nabla g,(xq(kt))\Delta yO+\nabla h。(xq(kt))\Delta y\mbox{\boldmath $\alpha$}+\nabla c,(xq(kt))\Delta yqt-\Delta z。
$=-\nabla \mathcal{L}_{qt}(^{(k)}oe_{qt},y_{q0}^{(k)}, y_{0t}^{(k)}, y_{qt}^{(k)}, z_{qt}^{(k)})$ $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ (7-a)

$\sum_{t=1}^{T}$ \nabla g。(xq(kt))T\Delta xC-gO-t\Sigma =Tlg。(xq(kt)) $(q=1, \ldots, Q)$ (7-b)

q\Sigma Q=l\nabla h。(x\yen ) $)$T\Delta xqt=-h。- $\sum_{q=1}^{Q}h_{qt}(x_{qt}^{(k)})$ $(t=1, \ldots, T)$ (7-c)

$\nabla c_{qt}(_{X_{qt}}^{(k)})^{\mathrm{T}}\Delta oe_{qt}=-c_{qt}(x_{qt}^{(k)})$ $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ (7-d)

$Z_{qt}^{(k)}\Delta oe_{qt}+X_{qt}^{(k)}\Delta z_{qt}=\mu^{(k)}1-Z_{qtqt}^{(k)_{X}(k)}$ $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ (7-e)

式 (7-e) より, $\Delta z_{qt}$ は次式で求められる.

$\Delta z_{qt}=(X_{qt}^{(k)})^{-1}\{\mu^{(k)}1-Z_{qt}^{(k)(k)}(oe_{qt}+\Delta oe_{qt})\}$ $(q=1, \ldots,Q;t=1, \ldots,T)$ (8)
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式 (8) を式 (7-a) に代入し, 式 (6) に注意して整理すると, \Delta x。に関する連立 1 次方程式

$\{B_{qt}^{(k)}+(X_{qt}^{(k)})^{-1}Z_{qt}^{(k)}\}\Delta x_{qt}=\mu^{(k)}(X_{q1}^{(k)})^{-1}1-\nabla f_{qt}(x_{qt}^{(k)})$ (9)
$-\nabla g_{qt}(x_{qt}^{(k)})\tilde{y}_{q0}-\nabla h_{qt}(x_{qt}^{(k)})\tilde{y}_{0t}-\nabla c_{qt}(x_{qt}^{(k)})\tilde{y}_{qt}$ $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$

を得る. ただし,

$\tilde{y}_{q0}=y^{(k)}\mathrm{f}\mathrm{f}_{t})+\Delta y_{q0}\tilde{y}_{0t}=y_{0}+\Delta y_{0l}$

$(q=1, \ldots,Q)$

$(t=1, \ldots,T)$

$\tilde{y}_{qt}=y^{(k)}+\Delta y_{qt}$ $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots,T)$

である. 以下では, $\tilde{y}_{0}=(\tilde{y}_{10}^{\mathrm{T}}, \ldots,\tilde{y}_{Q0}^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}}$ とおき, $\tilde{y}_{t}=(\tilde{y}_{0t}^{\mathrm{T}},\tilde{y}_{1t}^{\mathrm{T}}, \ldots,\tilde{y}_{Qt}^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}}(t=1, \ldots, T)\text{と}$す

る. また, $g_{0}=(g_{10}^{\mathrm{T}}, \ldots, g_{Q0}^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}}$ とおき, 関数 $g_{t}$ : $\Re^{n_{t}}arrow\Re^{m_{0}},$
$\mathrm{c}_{t}$ : $\Re^{\mathrm{n}_{t}}arrow\Re^{m_{t}}$ を $g_{t}(oe_{t})=$

$(g_{1t}(x_{1t})^{\mathrm{T}}, \ldots, g_{Qt}(x_{Qt})^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}},$ $\mathrm{c}_{t}(x_{t})=(h_{\alpha}^{\mathrm{T}}+\sum_{q=1}^{Q}h_{qt}(x_{qt})^{\mathrm{T}}, c,,(x_{1t})^{\mathrm{T}}, . . ., c_{Qt}(x_{Qt})^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}}(t=$

$1,$
$\ldots,$

$T)$ で定義する. そのとき, $g_{t}$ の Jacobi 行列�$g_{t}$ と $\mathrm{c}_{t}$ の Jacobi 行列� $c_{t}$ はそれぞれ

$\nabla g_{t}(oe_{t})=(\begin{array}{lll}\nabla g_{1t}(\oe_{1t}) 0 \ddots 0 \nabla g_{Qt}(\oe_{Qt})\end{array})$
$(t=1, \ldots, T)$ (10)

およひ

$\nabla \mathrm{c}_{t}(x_{t})=\{$ $\nabla h_{Qt}.\cdot.(x_{Qt})\nabla h_{1t}(x_{1t})$
$\nabla c_{1t}(oe_{1t})0^{\cdot}.$ . $\nabla c_{Qt}(oe_{Qt})0)$ $(t=1, \ldots, T)$ (11)

となる さらに, $n_{qt}\mathrm{x}n_{qt}$ 行列 $\Psi_{qt}^{(k)}$ と $n_{qt}$ 次元ベクトル $\lambda_{qt}^{(k)}$ を

$\Psi_{qt}^{(k)}=\{B_{qt}^{(k)}+(X_{qt}^{(k)})^{-1}Z_{qt}^{(k)}\}^{-1}$ $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ (12)

$\lambda_{qt}^{(k)}=\Psi_{qt}^{(k)}\{\mu^{(k)}(X_{qt}^{(k)})^{-1}1-\nabla f_{qt}(x_{qt}^{(k)})\}$ $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$

で定 ae $\text{し},$ $\Psi_{t}^{(k)}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\{\Psi_{1t}^{(k)}, \ldots, \Psi_{Qt}^{(k)}\},$ $\lambda_{t}^{(k)}=((\lambda_{1t}^{(k)})^{\mathrm{T}}, \ldots, (\lambda_{Qt}^{(k)})^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}}(t=1, \ldots, T)$ とおく. そ

のとき, 式 (9) より

$\Delta x_{qt}=\lambda_{qt}^{(k)}-\Psi_{qt}^{(k)}$ {\nabla g。(xx) $)$ y\tilde o+\nabla h,(xq(kt))y\tilde \mbox{\boldmath $\alpha$}+\nabla c,(xqt) $)$ I\tilde $qt\}$

(13)
$(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots,T)$

であり, これを (7-c), (7-d) に代入して整理すると, $\tilde{y}_{t}$ }こ関する連立 1 次方程式

�$c_{t}(oe_{t})^{\mathrm{T}}(k)\Psi_{t}^{(k)}\nabla c_{t}(x_{t}^{(k)})\tilde{y}_{t}=$果
$(_{X_{t}}^{(k)})+\nabla c_{t}(x_{t}^{(k)})^{\mathrm{T}}$ {\lambda t(k)-\psi }kゝ� gt(x}k) $)$y0} (14)

$(t=1, \ldots,T)$

を得る. ここで, $\nabla \mathrm{c}_{t}(oe_{t})(k)$ がフルランクと仮定し, $m_{t}\mathrm{x}m_{t}$ 行列 $\Phi_{t}^{(k)}$ を

$\Phi_{t}^{(k)}=$ {�果 $(x_{t}^{(k)})^{\mathrm{T}}$ \Phi }0�果 (x!’)}-l $(t=1, \ldots, T)$
1

(15)

で定義すると, 式 (14) より $\tilde{y}_{t}$ は次式で計算できる.

$\tilde{y}_{t}=\Phi_{t}^{(k)}[\mathrm{c}_{t}(x_{t}^{(k)})+\nabla \mathrm{c}_{t}(x_{t}^{(k)})^{\mathrm{T}}\{\lambda_{t}^{(k})-\Psi_{t}(k)\nabla g_{t}(oe_{t}(k))\tilde{y}_{0\}]}$ $(t=1, \ldots, T)$ (16)
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式 (16) を式 (13) に代入し, さらに式 (7-b) に代入して整理すると, $\tilde{y}_{0}$ に関する連立 1 次方程式

$( \sum_{t=1}^{T}\prime \mathrm{r}_{t}^{(k)})\tilde{y}_{0}=g_{0}+\sum_{t=1}^{T}g_{t}(x_{t}^{(k)})+\sum_{t=1}^{T}\nu_{t}^{(k)}$ (17)

を得る. ただし, $1_{t}^{(k)}$ は $m_{0}\mathrm{x}m_{0}$ 行列, $\nu_{t}^{(k)}$ は $m_{0}$ 次元ベクトルであり, それぞれ

$1_{t}^{(k)}=\nabla g_{t}(_{X_{t}}^{(k)})^{\mathrm{T}}[\Psi_{t}^{(k)}-\Psi_{t}^{(k)(k)}\nabla \mathrm{c}_{t}(oe_{t})\Phi_{t}^{(k)}\nabla \mathrm{c}_{t}(x_{t}^{(k)})^{\mathrm{T}}\Psi_{t}^{(k)}]\nabla g_{t}(_{l_{t}}^{(k)})$ $(t=1, \ldots, T)$

$\nu_{t}^{(k)}=\nabla g_{t}(x_{t}^{(k)})^{\mathrm{T}}[\lambda_{t}^{(k)}-\Psi_{t}^{(k)}\nabla \mathrm{c}_{t}(x_{t}^{(k)})\Phi_{t}^{(k)}\{\mathrm{c}_{t}(oe_{t})(k)+\nabla \mathrm{c}_{t}(x_{t}^{(k)})^{\mathrm{T}}\lambda_{t}^{(k)}\}]$ $(t=1, \ldots, T)$

で定義される. ここで,

$–_{t}-(k)=\Psi_{t}^{(k)}-\Psi_{t}^{(k)}\nabla \mathrm{c}_{t}(oe_{t}^{(k)})\Phi_{t}^{(k)}\nabla \mathrm{c}_{t}(x_{t}^{(k)})^{\mathrm{T}}\Psi_{t}^{(k)}$ $(t=1, \ldots,T)$ (18)

とおくと,
$\prime \mathrm{r}_{t}^{(k)(k)-(k)}=\nabla g_{t}(oe_{t})_{-t}^{\mathrm{T}_{-}}\nabla g_{t}(x_{t}^{(k)})$ $(t=1, \ldots, T)$ (19)

であり, $\Psi_{t}^{(k)}$ の正定値対称性より, 行列目$k$) も正定値対称であることがわかる. よって, $\nabla g_{t}(x_{t}^{(k)})$

がフルランクならば $\prime \mathrm{r}_{t}^{(k)}$ は正定値対称行列になり, 連立 1 次方程式 (17) は唯一の解をもつ.
問題 (1) に対する主双対内点法の各反復で探索方向を定める手続きはつぎのようになる.

手続き 1

$\lambda^{\frac{\overline{\tau}}{\tau}}\backslash \backslash \cdot/72-\mathrm{x}\backslash jf1-\text{式}(15)\text{式}(12)\mathfrak{l}^{}.\cdot \text{基^{づ}き}|^{\vee}\text{基づき}\Phi_{t}f_{k)}(t=1,\ldots,T)\Psi^{(k)}$

(
$q=1,\ldots,Q- \text{を_{}\mathrm{p}}\neq \text{算}t=1$

,
す.$\text{る}$

’
$T$

.
) を計算する.

ステップ 3: 連立 1 次方程式 (17) を解いて, $\tilde{y}_{0}$ を求める.
ステップ 4: 式 (16) に基づき $\tilde{y}_{t}(t=1, \ldots, T)$ を計算する.
ステップ 5: 式 (13) に基づき \Delta x。 $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ を計算する.
ステップ 6: 式 (8) に基づき $\Delta z_{qt}(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ を計算する. ロ

ステップ 1, 5, 6 は, $q=1,$ $\ldots,$
$Q$ と $t=1,$ $\ldots,$

$T$ のそれぞれについて, ステップ 2, 4 は $t=1,$ $\ldots,$
$T$

のそれぞれについて並列的に実行できる. また, ステツプ 3 で解く連立 1 次方程式 (17) の係数
行列に含まれる $1_{t}^{(k)}$ も $t=1,$ $\ldots,$

$T$ のそれぞれについて独立に計算できる.
ステップ 1, 2, 3 は多くの計算量を要すると予想されるため, 効率よい計算方法を採る必要があ

る. まず, ステップ 1 において, 行列 $\Psi_{qt}^{(k)}$ の値は $B_{qt}^{(k)}+(X_{qt}^{(k)})^{-1}Z_{qt}^{(k)}$ の修正 Cholesky 分解

$B_{qt}(k)+(X_{qt}(k))$ -lZq(kt)=Lq(ktゝ$(D_{q\mathrm{t}}(k))$ (Lq(ktゝ)T $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ (20)

より計算することができる. ただし, $L_{qt}^{(k)}$ は対角要素が 1 の下三角行列, $D_{qt}^{(k)}$ は対角要素が正の
対角行列である. 式 (12) と (20) より

$(L_{qt}^{(k)})^{\mathrm{T}}\Psi_{qt}^{(k)}=(D_{qt}^{(k)})^{-1}(L_{qt}^{(k)})^{-1}$ $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ (21)

である. 行列 $\Psi_{qt}^{(k)}$ の対称性より, 式 (21) の両辺の上三角要素だけを比較すれば, $(L_{qt}^{(k)})^{-1}$ の値

を具体的に計算することなく, $\Psi_{qt}^{(k)}$ の各要素を簡単な代入演算だけで順次求めることができる.
つぎに, ステップ 2 について考える. 式 (U) より

�果 $(x_{t})^{\mathrm{T}}(k)$ \Phi 10�果 (x}0)=(71\not\subset k0kktゝ $M_{01t}^{(k)}M_{11t}^{(k)}0^{\cdot}..\cdot.\cdot$
$M_{QQt}^{(k)}M_{0Qt}^{(k)}0)$ $(t=1, \ldots, T)$
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となり, 行列�$\text{果}(x_{t}^{(k)})^{\mathrm{T}}\Psi_{t}^{(k)}\nabla c$ $(x_{t}^{(k)})$ も特徴的な構造をもつことがわかる. ただし,

$M_{\omega\iota}^{(k)}= \sum_{q=1}^{Q}\nabla h_{qt}(x_{qt}^{(k)})^{\mathrm{T}}\Psi_{qt}^{(k)}\nabla h_{qt}(x_{qt}^{(k)})$ $(t=1, \ldots, T)$

$M^{(k)}=\nabla c_{qt}(x^{(k)})^{\mathrm{T}}\Psi^{(k)}\nabla h_{qt}(x^{(k)})=(M_{0q}^{(k)})^{\mathrm{T}}M_{qqt}=\nabla f_{k)}c_{qt}(oe_{qt})^{\mathrm{T}}\Psi_{qt}f_{k)}?^{t}k)\nabla c_{qt}(x_{qt})\#)$

$(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$

$(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$

である. 行列� $c_{t}(oe_{t})^{\mathrm{T}}(k)\Psi_{t}(k)\nabla c_{t}(oe_{t})(k)$ のブロツク構造に対応して, 行列 $\Phi_{t}^{(k)}$ を

$\Phi_{t}^{(k)}=($ $\Phi_{Q0t}^{\dot{(k})}\Phi_{\alpha 1\mathrm{t}}^{(k)}\Phi_{10t}^{(k)}.\cdot$ $\Phi_{Q1t}^{\dot{(}k)}\Phi_{11t}^{(k)}\Phi_{01t}^{(k)}.\cdot$

$..$ .
$\Phi_{QQt}^{(\dot{k})}\Phi^{(k)}\Phi_{1Qt}^{(k}.\cdot\eta$ ) $(t=1, \ldots,T)$

とプロック分割すると, 式 (15) より

$\Phi_{wt}^{(k)}\dashv M_{\mathrm{m}t}^{(k)}-\sum M_{0\phi}^{(k)}(M_{qqt}^{(k)})^{-1}M_{\mathcal{O}}^{(k)}\}^{-1}Q$ $(t=1, \ldots, T)$ (22-a)
$q=1$

$\Phi_{q}^{(k)}\mathrm{o}\mathrm{e}=-(M_{qqt}^{(k)})^{-1}M_{\phi}^{(k)}\Phi_{\mathrm{m}t}^{(k)}$ $=(\Phi_{0\phi}^{(k)})^{\mathrm{T}}$ $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ (22-b)

$\Phi_{qqt}^{(k)}=(M_{qqt}^{(k)})^{-1}$ ($I_{qt}$ 一
$M_{\phi t}^{(k)}\Phi_{0qt}^{(k)}$ ) $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ (22-c)

$\Phi_{qqt}^{(k)},=-(M_{qqt}^{(k)})^{-1}M_{\text{。}t}^{(k)}\Phi_{0\phi t}^{(k)}=(\Phi_{\phi qt}^{(k)})^{\mathrm{T}}$ $(q, \oint=1, \ldots, Q;d>q;t=1, \ldots, T)$ (22-d)

を得る. ただし, $I_{qt}$ は $m_{qt}\mathrm{x}m_{qt}$ 単位行列である., よって, ステツプ 1 と同様の方法で $(M_{qqt}^{(k)})^{-1}(q=$

$1,$
$\ldots,$ $Q;t=1,$ $\ldots,$

$T)$ を計算したあと, 式 (22-a) を用いて $\Phi_{\infty t}^{(k)}(t=1, \ldots,T)$ を計算する. 続

いて, 式 (22-b) を用いて $\Phi_{q}^{(k)}\alpha=(\Phi_{0qt}^{(k)})^{\mathrm{T}}(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots,T)$ を計算する. 最後に, 式

(22-c) と (22-d) を用いて $\Phi_{q\phi t}^{(k)}=(\Phi_{\phi qt}^{(k)})^{\mathrm{T}}(q, \phi=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$ を計算すればよ $\mathrm{A}\mathrm{a}$ .
最後に, ステップ 3 について考える. 式 (10) で示される Jacobi 行列�$g_{t}$ のブロツク構造\sim こ

対応して, 式 (18), (19) で定義される行列三$t(k)$ と $\prime \mathrm{r}_{t}^{(k)}$ をそれぞれ

$—t(k)=(\begin{array}{lll}---(11tk) .---(k)1Qt\vdots \vdots---(k)Q1t \cdots ---(k)QQt\end{array})$ , $1_{t}^{(k)}=(1_{Q1t}^{\dot{(k})}1_{11t}^{(k)}.\cdot$

...
$\prime \mathrm{r}_{QQt}^{(\dot{k})}\tau_{1Qt}^{(k)}.\cdot)$ $(t=1, \ldots,T)$ (23)

のようにブロック分割すると,

\acute rq(kq),t=\nabla g。(xq(kt))T---q(k\emptyset )t\nabla g’t(x\phi (kt)) $(q, d=1, \ldots, Q;t=1, \ldots,T)$

を得る. 時系列制約が式 (3) に示すような階段型の構造をもつとき, $m_{\text{。}}=T(q=1, \ldots, Q)$ であ

り, 次式に示すように, $n_{qt}\mathrm{x}T$ Jacobi 行列 $\nabla g_{qt}(oe_{qt})(k)$ は高々 2 列に非零要素を含むだけである.

$\nabla g_{qt}(x_{qt}^{(k)})=\{\{$
$\mathrm{O}\mathrm{O}\ldots 0\nabla g_{q\#}^{(k)}\ldots\nabla g_{q\mathrm{t},t+1}^{(k)}\mathrm{O}\cdots \mathrm{O}\mathrm{O}\nabla g_{q\mathrm{I}\mathrm{T}}^{(k))}$ $(t=1,\ldots,T-1)(t=T)$ $(q=1, \ldots,Q)$

ただし, $\nabla g_{qt\tau}^{(k)}(\tau=t,t+1)$ は�$g_{qt}(ae_{qt}^{\mathrm{t}k)})$ の $\tau$ タリ目を構或する $n_{qt}$ 次元ベクトノレである. した

がって, $T_{qqt}^{(k)}$, |ま $T\mathrm{x}T$ 行列であり, 次式} $arrow$’示すように非零要素は $t$ 行 $t$ 列, $t$ 行 $t+1F^{1}\mathrm{I},$ $t+1$
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行 $t$ 列, $t+1$ 行 $t+1$ 列の 4 要素 ($t=T$ のときは $T$ 行 $T$ 列の 1 要素) のみである.

$1_{qqt}^{(k)},=[\dot{0}.\cdot.\cdot.\ldots\dot{0}0\cdots 00\cdots 00\cdots 00\cdots\dot{0}\mathrm{o}\cdots \mathrm{o}..\cdot.$
$((\mathrm{T}_{7_{t}^{q’t}}^{(k)}.\cdot..\cdot)_{t+1,t})_{tt}\dot{0}000$ $(1^{(k})_{t+1,t+1}(’\mathrm{r}_{3_{t}^{q’t}}^{(k)}.\cdot.\cdot\cdot)_{t,t+1}qr_{\dot{0}}000$

$\dot{0}.\cdot.\cdot\cdots\dot{0}0\cdots 00\cdots 00\cdots 0\dot{0}\cdots 00\cdots \mathrm{o}.\cdot.\cdot.]$ $(q,\phi=1, \ldots, Qt=1,\ldots, T-,\cdot 1)$

$1_{qqt}^{(k)},=(\begin{array}{llll}0 \cdots 0 \mathit{0}\vdots \vdots \vdots 0 \cdots 0 \mathit{0}0 \cdots 0 (T_{q\phi T}^{(k)})_{\text{ユ}}\end{array})$ $(q, d=1, \ldots Q;t=T)$

ただし, $(’\mathrm{r}_{qqt}^{(k)},)_{\tau\tau}$, は次式で定義されるスカラー値である.

$(\mathrm{Y}_{qqt}\backslash (k),)_{\tau\tau’}=(\nabla g_{qt\tau})(k)\mathrm{T}---_{qqt}(k),\nabla g_{qt\tau’}(k,)$ $(q, d=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T;\tau, \tau’=t,t+1)$

よって, 式 (23) より, 連立 1 次方程式 (17) の係数行列 $\sum_{t=1}^{T}1_{t}^{(k)}$ は $QT\mathrm{x}QT$ 行列であり,

$\sum_{t=1}^{T}\prime \mathrm{r}_{t}^{(k)}=\{\begin{array}{lllllll}v_{1111}^{(k)} \cdots v_{\mathrm{l}11T}^{(k)} \cdots v_{1Q11}^{(k)} \cdots v_{1Q1T}^{(k)}\vdots \vdots \vdots \vdots v_{11T1}^{(k)} \cdots v_{11TT}^{(k)} \cdots v_{1QT1}^{(k)} \cdots v_{1Q2\mathrm{T}}^{(k)}\vdots \vdots \vdots \vdots v_{Q111}^{(k)} \cdots v_{Q11T}^{(k)} \cdots v_{QQ11}^{(k)} \cdots v_{QQ1T}^{(k)}\vdots \vdots \vdots \vdots v_{Q1T1}^{(k)} \cdots v_{Q\mathrm{l}T\Gamma}^{(k)} \cdots v_{QQT1}^{(k)} \cdots v_{QQTT}^{(k)}\end{array}\}$ (24)

とおくと, 各要素の値はつぎのようになる.

$v_{q\phi\tau\tau’}^{(k)}=\{$ ((((Il.\acute rrqfff(fffk\phi ))))ttl,t)$))$-ttl+,ltl+)lt,lt-l,t-l+(TS\approx )t)。 $(\tau=d=t; t=1)$
$(\tau=d=t; t=2, \ldots, T)$

$(\tau=t+1, \tau’=t;t=1, \ldots, T-1)(q, d=1, \ldots, Q)(25)$

$(\tau=t, d=t+1;t=1, \ldots, T-1)$

0 $(|\tau-d|>1; \tau,\tau’=1, \ldots, T)$

結局, 行列 $\sum_{t=1}^{T\prime}\mathrm{r}_{t}^{(k)}$ は $T\mathrm{x}T$ 三重対角行列を縦横に $Q$ 個ずつ集めた構造であることがわかる.
式 (24) 上り, 行列 $\sum_{t=1}^{T\prime}\mathrm{r}_{t}^{(k)}$ は要素 $v_{qq\tau\tau}^{(k)},$, を行方向については添字 $q,$ $\tau$ の昇順に, 列方向に

ついては添字 4, $\tau’$ の昇順に並べたものである. ここで, 要素 $v_{qq\tau\tau}^{(k)},$ , を行方向については添字 $\tau,$ $q$

の昇順に, 列方向については添字 $\tau’,$ $\phi$ の昇順に並べて得られる行列を価$k$) とおくと,

$\mathrm{T}^{(k)}=\{\begin{array}{lllllll}v_{111\mathrm{l}}^{(k)} \cdots v_{1Q11}^{(k)} \cdots v_{111T}^{(k)} \cdots v_{1Q1T}^{(k)}\vdots \vdots \vdots \vdots v_{Q111}^{(k)} \cdots v_{QQ11}^{(k)} \cdots v_{Q11T}^{(k)} \cdots v_{QQ1T}^{(k)}\vdots \vdots \vdots \vdots v_{11T1}^{(k)} \cdots v_{1QT1}^{(k)} \cdots v_{11TT}^{(k)} \cdots v_{1Qt\mathrm{Y}}^{(k)}\vdots \vdots \vdots \vdots v_{Q1T1}^{(k)} \cdots v_{QQT1}^{(k)} \cdots v_{Q1TT}^{(k)} \cdots v_{QQt\mathrm{T}}^{(k)}\end{array}\}$
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となる. 式 (25) より, 行列 $\mathrm{T}^{(k)}$ は半帯幅 $2Q-1$ の帯行列 (ブロツク三重対角行列) である. 行

列 T0ゝは, 連立 1 次方程式 (17) の係数行列 $\sum_{t=1}^{T\prime \mathrm{r}_{t}^{(k)}}$ の行と列を並べかえたものにすぎな $\mathrm{A}\backslash$た

め, $\mathrm{T}^{(k)}$ を係数行列とする連立 1 次方程式を解くことによって, 連立 1 次方程式 (17) の解を求

めることができる. 帯行列を修正 Cholesky 分解して得られる下三角行列は, もとの帯行列と同じ

半帯幅をもつ. 現実の問題では, 運転期間 $T$ が数百 $\sim$ 数千にも達するため, 行列 $\mathrm{T}^{(k)}$ の半帯幅

は行列のサイズ $QT$ よりはるかに小さい. それゆえ, 行列 $\mathrm{T}^{(k)}$ の修正 Cholesky 分解を求めるこ

とによって, 連立 1 次方程式 (17) を効率よく解くことができる.

4 並列計算機での実行方法

この節では, 利用可能なプロセッサ数が $p$ 個である並列計算機上で, 主双対内点法を実際に並

列実行する方法を述べる. 前節で述べたように, 探索方向の計算手続きには, 装置 $q=1,$ $\ldots,$
$Q$

と時刻 $t=1,$ $\ldots,$
$T$ に関する繰り返し処理が多数含まれる. 時系列最適化問題 (1) においては通

常 $Q\ll T$ かつ $p\leqq T$ である. そこで, 時刻 $t=1,$ $\ldots,$
$T$ について独立な処理は利用可能なプロ

セッサ上で並列実行し, それ以外の処理はすべてのプロセツサ上で重複して実行する.
並列計算機での実行方法を検討する際には, 利用可能なプロセツサにデータおよひ処理を分割す
る方法と, プロセツサ間のデータ通信について考える必要がある. まず, データの分割につ $\mathrm{A}$ ‘て考

える. 主双対内点法で取り扱うデータには, $\Delta x_{qt},\mathrm{r}_{t}^{(k)}$
’ のような添字 $t$ をもつデータと, $\tilde{y}_{0},$

$\mu^{(k)}$

のような添字 $t$ をもたないデータがある. ここでは, 前者は原則として利用可能なプロセツサヘ
均等に分配し, 後者はすべてのプロセツサに重複して保持させることにした.
これに伴って, 処理の分割は $t=1,$ $\ldots,$

$T$ について独立な演算が対象となる. 具体的には, 利

用可能なプロセッサに分配された添字 $t$ をもつデータに対して, 当該演算を各プロセツサが同時
に実行する. 計算実験に用いた拡張言語 VPP Fortran 90 では, $t=1,$ $\ldots,$

$T$ について独立な処理

を制御変数が $t$ の圓ループで記述し, SPREAD DO タイプの拡張最適化制御行を付加すること [こ

よって利用可能なプロセツサに分割実行させることができる. とくに, 探索方向を求める手続き 1
のステップ 4,5,6 に表われる式 (8), (13) およひ (16) のような線形代数的演算は, � $\mathrm{P}$ Fortran
90 の多重 DO $J\mathrm{s}-$ 7\beta で記述できる. そのとき, 添字 $t$ 1こ関する繰返し処理を最も外側に置 V ‘て並

列化し, 添字 $q$ に関する繰返し処理をその内側に, そして, ベクトルの各成分に関する繰返し処
理を最も内側に置けば, $t$ こ関する並列処理の単位を大きくとることができる. また, ベクト Jレ並

列計算機のコンパイラでは, 一般に最も内側の圓ループが自動的にベクトル化される. 時系列最
適化問題 (1) において, n。や m。の値が十分大きい場合はベクトル \Delta x。’ $\tilde{y}_{qt}$ , \Delta z。などの次
元が大きくなるため, 上述のような多重 DO ループの構成により高いベクトル化率が実現される.
連立 1 次方程式 (17) の係数行列や障壁ペナルテイ関数の値を計算するためには, 添字 $t=1,$ $\ldots,$

$T$

に関する総和演算が必要になる. このような場合には, 各プロセツサが分割して保持する $\prime \mathrm{r}_{t}^{(k)}$ や

$g_{t}(oe_{t})(k)$ の値をプロセツサごとに集計したあと, その結果を他のすべてのプロセツサにブロード
キャストし, それぞれのプロセツサ上で総和を重複して求めることにする. 計算実験に用いた VPP
Fortran 90 では, UNIFY 文と呼ばれる拡張最適化制御行をプログラム中に挿入すること [こより,

部分和のブロー $\mathrm{t}\backslash \backslash \backslash$キャストを簡単かつ効率よく実現できる. なお, 行列 $\mathrm{I}_{t}^{(k)}$ やベクト Jレ $g_{t}(oe_{t})(k)$

は, 恒等的に 0 の要素や成分を多数含む. そこで, 実際の計算では, 非零要素だ $|\mathrm{e}$を配タリ変数 [こ

保持し, データ転送の負荷を軽減する. このほかに, プロセツサ間でデータ転送が発生するの 1ま,

ステップ幅を定める処理や, 停止条件が満たされているか否かを判定する処理に限られる. \mbox{\boldmath $\nu$}‘ず

れも, 最小値演算や総和演算で構成されるため, 上に述べた方法と同様の手続きで実行できる.

5 計算実験

テスト問題として, 文献 $[2, 10]$ でも取り上げられている複数ボイラーへの負荷配分問題
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$g1:\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}5\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}(26)[]\subset*_{\backslash }\mathrm{f}9^{-}o_{\mathrm{P}}^{\Rightarrow}\mathrm{f}\mathrm{F}\not\equiv\Re \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{e}$

2 32 320 288 10
0.06817 0.03988 0.02772

0.1248 (0.915) (0.782) (0.563)

2 64 640 576 11
0.1468 0.08292 0.05313

0.2736 (0.932) (0.825) (0.644)

2 128 1280 1152 11
0.2884 0.1602 0.09807

0.5439 (0.943) (0.849) (0.693)

2 256 2560 2304 12
0.6275 $0.3\mathrm{U}6$ 0.2087

1.189 (0.947) (0.863) (0.712)

2 512 5120 4608 14
1.453 0.7926 0.4673

2.760 (0.950) (0.871) (0.738)

2 1024 10240 9216 50
10.20 5.577 3.266

19.45 (0.953) (0.872) (0.744)

目的関数 : $\sum Q$ \Sigma T\Leftarrow qt)3\rightarrow 最小
制約条件 : $q=1t=1(x_{q1})_{2}=a_{q1}$ $(q=1, \ldots, Q)$

(x。)2- $(xq,t-1)_{2}$

=aq2{(x。)l-(xq,t-l)l}+aq3(xqt)1 $(q=1, \ldots, Q; t=2, \ldots,T)$ (26)

$\sum_{q=1}^{Q}(x_{qt})_{1}=d_{t}$ $(t=1, \ldots, T)$

–$(oe_{qt})_{\mathit{3}}(oe_{qt})_{1}=a_{q\mathit{4}}+a_{q\mathit{5}}$ (x。) $1+a_{\emptyset}(x,)_{2}$ $(q=1, \ldots, Q; t=1, \ldots,T)$

$l_{q}\leqq(x_{qt})_{1}\leqq u_{q}$
$(q=1, \ldots, Q;\backslash t=1, \ldots,T)$

を考える. 関数 $f_{q\mathrm{t}},$ $h_{qt},$ $c_{qt}$ を

$f_{qt}(x_{qt})=(oe_{qt})_{3}$ ,
$c_{qt}(oe_{qt})=(^{\frac{(oe_{qt})_{3}}{(x_{qt})_{1}}-a_{q4}-a_{q5}(oe_{qt})_{1}-a_{q6}(x_{qt})_{2}}-(x_{qt})_{1}+l_{q}+(\mathrm{a}\mathrm{e}_{qt})_{4})(x_{qt})_{1}-u_{q}+(x_{qt})_{5}$ $(q=1, \ldots, Qt=1, \ldots,T^{\cdot}’)$

$h_{qt}(oe_{qt})=(oe_{qt})_{1}$ ,

で定義する. また, $h\text{。}=-d_{t}(t=1, \ldots, T)$ , $g\text{。}=0(q=1, \ldots, Q)$ とおき, 関数 g。$(q=$

$1,$
$\ldots,$ $Q;t=1,$ $\ldots,$

$T)$ を次式で定義すると, 問題 (26) は問題 (1) に帰着する.

$g_{q1}(x_{q1})$ $=((x_{q1})_{\mathit{2}}-a_{q1},$ $a_{q2}(x_{q1})_{1}-(x_{q1})_{2},$ 0, 0, $\ldots,$
$0)^{\mathrm{T}}$

$g_{q2}(\mathrm{t}_{q2})$ $=(0,$ $-(a_{q2}+a_{q3})(x_{q2})_{1}+(x_{q2})_{2},$ $a_{q2}(\mathrm{a}\mathrm{e}_{q2})_{1}-(x_{q2})_{2},0,$
$\ldots,0)^{\mathrm{T}}$

.$\cdot$.
$g_{q,T-1}(ae_{q,T-1})=(0,$ $\ldots,0,0,$ $-(a_{q\mathit{2}}+a_{q\mathit{3}})(x_{q,T-1})_{1}+(x_{q,T-},)_{2},$

$a_{q2}(x_{q,T-1})_{1}-(\mathrm{a}\mathrm{e}_{q,T-1})_{2})^{\mathrm{T}}$

gqT(x。) $=(0,$ $\ldots,0,0,$ 0, $-(a_{q\mathit{2}}+a_{q3})(x_{qT})_{1}+(oe_{qT})_{\mathit{2}})^{\mathrm{T}}$

そのとき, 変数の総数 $n=5QT$. 等式制約条件の総数 $m=(4Q+1)T$ である.
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計算実験では, 各変数の初期値をつぎのように選んだ.

$xy\text{渦}=0=1$

, $y_{qt}^{(0)}=0$ , $z_{qt}^{(0)}=1$ $(q=1, \ldots, Q;t=1, \ldots, T)$

$(q=1, \ldots, Q)$ $y_{0t}^{(0)}=0$ $(t=1, \ldots, T)$

ペナルテイ . パラメータ $\rho$ と障壁パラメータ $\mu$ の初期値は, それぞれ $10^{-4}1$ と 1000 とした. た

だし, ペナルティ. パラメータは, ある反復 $k$ でいずれかの $i=1,$ $\ldots,$
$m$ に対して条件

$\rho_{\dot{\iota}}<|\tilde{y}_{\dot{l}}^{(k)}|+10^{-4}$

が成り立ったならば, 対応する $\rho_{:}$ の値を

$\rho:^{=|\tilde{y}_{1}^{(k)}|+10^{-4}}$.

と更新した. 障壁パラメータ $\mu$ の更新は, 文献 [12] と同様の方法を用いている. また, 関数 $\phi$ を

$\phi(\mathrm{a}\mathrm{e},y, z;\mu)$

$=\mathrm{m}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\{$ $\sum_{q=1}^{Q}\sum_{t=1}^{T}||\nabla \mathcal{L}_{qt}(x_{qt}, y_{\phi},y_{0t}, y_{qt}, z_{qt})||_{1}/(n+\sum_{q=1}^{Q}\sum_{t=1}^{T}||\nabla f_{qt}(ae_{qt})||_{1})$ ,

$\frac{1}{m}[\sum_{q=1}^{Q}11$ $g \text{。}+\sum_{t=1}^{T}g_{qt}(x_{qt})||_{1}+\sum_{t=1}^{T}||h_{0t}+\sum_{q=1}^{Q}h_{qt}(oe_{qt})||_{1}+\sum_{q=1}^{Q}\sum_{t=1}^{T}||c_{qt}(x_{qt})||_{1}]$ ,

$\frac{1}{n}\sum_{q=1}^{Q}\sum_{t=1}^{T}$ Il Zqtx。$-\mu 1||_{1}\}$

で定義するとき, 条件
$\phi(_{X^{(k+1)}}, y^{(k+1)},z^{(k+1)};\mu^{(k)})\leqq 10^{-6}$

が成り立ったならば, $x^{(k+1)}$ を問題 (1) の最適解として主双対内点法の反復を終了した.
計算実験は, 京都大学学術情報メディアセンターのベクトル並列計算機�$\mathrm{P}800$ 上で行った.

VPP8�は, 理論ピーク性能が 250 MFLOPS のスカラ. ユニットと 8GFLOPS のベクトル. ユ

ニットを一つずつ搭載したプロセッサを L6 $\mathrm{G}\mathrm{B}/\mathrm{s}$ の転送速度をもつクロスバ. ネットワークで相
互結合した高性能の並列計算機である. アルゴリズムのコーディングには� $\mathrm{P}$ Fortran 90 を使
用し, 必要に応じて拡張最適化制御行を挿入することによってコンパイラに並列実行を指示した.
計算実験の結果を, 表 1 に示す. 表 1 の「計算時間」欄において, $p$ の値は並列計算に使用し
たプロセッサの個数を表す. 表 1 上り, $p=1$ の場合でも, 本論文で提案した主双対内点法の実
行方法を適用すると, 変数およひ制約条件の総数が 10000 前後の時系列最適化問題を加秒足ら
ずで解けることがわかる. また, 複数のプロセッサを利用して実際に並列処理を実行すれば, 数
秒で解けることも確かめられる. また, 表 1 の「計算時間」欄には, 次式で定義される並列化効
率の値も示した.

$e_{\mathrm{p}}= \frac{1\text{個のプロセ}\backslash \nearrow\backslash \theta^{-}1_{-\epsilon \mathrm{k}\text{る_{}\mathrm{P}}^{\ni}\mathrm{f}\mathrm{K}\#\yen \text{問}^{}\prime}}{p\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{のプロセ}\backslash \backslash y\text{サ}1^{\vee}\text{よる}\Rightarrow \mathrm{n}\mathrm{H}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{F}\ovalbox{\tt\small REJECT}\cross p}$.
並列化効率は, 使用するプロセッサの数が増えるにつれて低下しているが, 問題の規模が大きくな
るとこの傾向はしだいに改善されることがわかる. 問題 (26) では, $q=1,$ $\ldots,$

$Q$ と $t=1,$ $\ldots,$
$T$

のそれぞれに対して, n。の値が 5, $m_{qt}$ の値が 3 と非常に小さい. そのため, すべてのプロセツ

サで重複して実行せざるを得ない $\mathrm{T}^{(k)}$ を係数行列とする連立方程式を解く処理に要する計算量が
相対的に高くなっている. n。や mq一値が大きい精密なプロセスモデルを含む現実の時系列最
適化問題に本方法を適用した場合には, より高い並列化効率が得られるものと期待される.
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6 おわりに

本論文では, 複数装置から成るプラントの時系列最適化問題を解くための並列型主双対内点法
を提案した. 時系列最適化問題は, 装置と時刻の双方について主 block-angular 構造をもっため,
探索方向を求めるための連立 1 次方程式が, 比較的規模の小さい複数の連立 1 次方程式に分解さ
れる. そこで, 時刻について独立に実行できる計算を複数のプロセッサに分配して並列的に実行
する方法を示し, VPP800 を用いた計算実験によりその性能を確かめた. その結果, 変数およひ
等式制約条件の数がいずれも 10000 前後の時系列最適化問題を数秒で解くことができた.
最近, パーソナル. コンピュータの性能が非常に高くなっており, 複数のパーソナル. コンピュ–

タを相互接続して協調的に動作させる $\mathrm{P}\mathrm{C}$ クラスタが注目を集めている. 第 5 節では詳しく述べ
なかったが, クロック周波数が 800 $\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z}$ の Pentium III タイプの CPU を 1 個搭載するパーソ
ナル. コンピュータで計算実験を行ったところ, � P800 の 1 プロセッサを用いた場合とほぼ同
じオーダの計算時間で問題 (26) を解くことができた. したがって, 高性能のネットワークで接続
された PC クラスタシステムを用いれば, 本論文で提案した並列型主双対実行可能内点法を効率
よく実行できるものと期待される. その実装に関する具体的な技術の検討は, 今後の課題である.
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