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1 はじめに

$H$ を Hilbert 空間とし, $C$ を $H$ の閉凸集合としたとき, $C$ から $H$ への写像 $A$ が monotone
であるとは, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して

$\langle$$x-y$ , Ax-Ay) $\geq 0$

が成り立つときをいう. $A$ の変分不等式問題とは,

$\langle$$v-u,$ Au$\rangle$ \geq O, $\forall v\in C$

となる $u\in C$ を見つけることである. $A$ の変分不等式の解集合を $VI(C,A)$ で表すことにす

る. ここで, 変分不等式問題と不動点問題との関係を述べる. $T$ を $C$ から $C$ への写像とし, $I$

を $H$ 上の恒等写像とする. $A=I-T$ とすれば,

$F(T)=VI(C, A)$

となる. ただし, $F(T)$ は $T$ の不動点集合である. このことから変分不等式問題と不動点問題
には密接な関係があることがわかる.

$C$ から $H$ への写像 $A$ が inverse-strongly-monotone であるとは,

$\langle$$x-y$ , Ax-Ay) $\geq\alpha||Ax-Ay||^{2}$ , $\forall x,$ $y\in C$

となる非負な実数 $\alpha$ が存在するときをいう $[5]-[12]$ . このとき, $A$ を $\alpha- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-
monotone と呼ぶことにする. $C$ から $C$ への写像 $S$ が nonexpansive [21] であるとは, 任
意の $x,$ $y\in C$ に対して

$||Sx-Sy||\leq||x-y||$

が成り立つときをいう. $C$ から $H$ への写像 $S$ が nonexpansive であるとき, $S$ を nonself-
nonexpansive と呼ぶこと (こする.

ここで Stampacchia [2] によって証明された定理を紹介する.
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定理 1.L $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とする. $A$ を $H$ から $H$ への $\eta$-strongly monotone
で $\kappa-\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{p}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{z}$ continuous 写像とする. $n\ovalbox{\tt\small REJECT} 1,2,$

$\ldots$ に対して, 点列什.} を

$\{$

$x_{1}=x\in C$ ,
$x_{n+1}=P_{C}(x_{n}-\lambda Ax_{n})$

で定義する. ただし, $\lambda\in(0, \Leftrightarrow 2)\kappa$ を満たすものとする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $VI(C, A)$ の元に強
収束する.

次に Gol’shtein $[6, 7]$ によって証明された有限次元空間での inverse-strongly-monotone 写
像に関する収束定理を述べる.

定理 L2. $\mathrm{R}^{N}$ を $N$ 次元 Euclid 空間とする. $A$ を $\mathrm{R}^{N}$ から $\mathrm{R}^{N}$ への $\alpha- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-
monotone 写像とする. $n=1,2,$ $\ldots$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{1}=x\in \mathrm{R}^{N}$ ,
$x_{n+1}=x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n}$

で定義する. ただし, $\{\lambda_{n}\}\subset[a, b]\subset(0,2\alpha)$ を満たすものとする. このとき, $A^{-1}0\neq\emptyset$ であ

るならば, $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元に強収束する.

飯塚 - 高橋 - 豊田 [10] は Gol’shtein の定理 (定理 12) を拡張して, 次の Hilbert 空間での
inverse-strongly-monotone 写像に関する弱収束定理を証明した.

定理 L3. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とする. $A$ を $C$ から $H$ への $\alpha- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-
monotone 写像とする. $n=1,2,$ $\ldots$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{1}=x\in C$ ,
$x\text{。}+\mathrm{l}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Pc(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0, a]\subset[0,1)$ と $\{\lambda_{n}\}\subset[b, c]\subset(0,2\alpha)$ を満たすものとす
る. このとき, $VI(C, A)\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は $VI(C, A)$ の元 $z$ に弱収束する. ここで,
$z= \lim_{narrow\infty}P_{VI(C,A)}x_{n}$ である.

さらに高橋 - 豊田 [22] は nonexpansive 写像の不動点近似と inverse-strongly-monotone 写
像の変分不等式の解の近似を同時に考えるような次の弱収束定理を証明した.

定理 1.4. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とする. $A$ を $C$ から $H$ への $\alpha- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-
monotone 写像とし, $S$ を $C$ から $C$ への nonexpansive 写像とする. $n=1,2,$ $\ldots$ に対して, 点
列 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{1}=x\in C$ ,
$x\text{。}+\mathrm{l}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})SPc(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[a, b]\subset(0,1)$ と $\{\lambda_{n}\}\subset[c, d]\subset(0,2\alpha)$ を満たすものとする. こ

のとき, $F(S)\cap VI(C, A)\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は $F(S)\cap VI(C, A)$ の元 $z$ に弱収束する.
ここで, $z= \lim_{narrow\infty}P_{F(S)\cap VI(C,A)}x_{n}$ である.
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この定理は山田 [23] によって証明された次の定理と関係がある.

定理 L5. $H$ を Hilbert空間 $H$ とする. $A$ を $H$ から $H$への $\eta$-strongly monotone で $\kappa$-Lipschitz
continuous 写像とし, $S$ を $H$ から $H$ への nonexpansive 写像とする. $n=1,2,$ $\ldots$ に対して,
点列 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{1}=x\in H$ ,
$x_{n+1}=Sx_{n}-\lambda\alpha_{n}A(Sx_{n})$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset(0,1]$ と $\lambda$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\lim_{narrow\infty}\frac{\alpha_{n}-\alpha_{n+1}}{\alpha_{n+1}^{2}}=0$ , $\lambda\in(0, \frac{2\eta}{\kappa^{2}})$

を満たすものとする. このとき, $F(S)\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は $VI(F(S), A)$ の元に強収束

する.

山田は写像の条件を強めて強収束定理を証明し, 高橋 - 豊田は写像の条件を弱めて弱収束定

理を証明したのである.

本研究では, まず初めに Hilbert空間での nonexpansive写像の不動点集合と inverse-strongly-
monotone 写像の変分不等式の解集合との共通要素を求める点列的近似法を導入し, そのあ
と点列が二つの集合の共通要素に強収束することを述べる. この結果から, nonexpansive
写像と strictly pseudocontractive 写像の共通不動点を求める点列的近似法を考える. 次に

nonexpansive写像の不動点集合と inverse-strongly-monotone写像のゼロ点集合との共通要素
を求める点列的近似法を考察し, さらに閉凸集合と連続 FY\’echet微分可能な凸汎関数の勾配の

ゼロ点集合との共通要素を求める点列的近似法を取り扱う.
この研究ではまた Hilbert空間での nonself-nonexpansive写像の不動点集合と inverse-strongly-

monotone写像の変分不等式の解集合との共通要素を求める点列的近似法を導入し, そのあと点
列が二つの集合の共通要素に強収束することを証明する. この結果から, nonself-nonexpansive
写像と strictly pseudocontractive 写像の共通不動点を求める点列的近似法を得る. この結果

は松下 - 黒岩 [13] によって証明された結果の一般化でもある.

2 準備

$H$ を Hilbert 空間とし, その内積とノルムをそれぞれ ( $\cdot,$

$\cdot\rangle$ と $||\cdot||$ で表すことにする. $C$ を

$H$ の閉凸集合とする. $H$ から $C$ の上への距離射影を $Pc(\cdot)$ で表すと, 任意の $C$ の元 $x$ に対

して $z=Pcx$ であることと, $\langle x-z, z-y\rangle\geq 0$ が $y\in C$ (こ対して成り立つことは同値で

ある. 変分不等式問題に関連させると, $u\in VI(C, A)$ であることと, 任意の $\lambda>0$ に対して

$u=Pc(u-\lambda Au)$ が成り立つこととが同値である. さらに, $Pc$ は $H$ から $C$への nonexpansive
となり,

$\langle x-y, Pc^{x-P}cy\rangle\geq||Pcx-Pcy||^{2}$

が任意の $x,$ $y\in H$ で成り立つことも知られている. Hilbert 空間 $H$ は Opial 条件 [15] を満た
すので, $x\neq y$ である $x,$ $y\in H$ に対して $x_{n}arrow x$ ならば

$\lim_{narrow}\inf_{\infty}||x_{n}-x||<\lim_{narrow}\inf_{\infty}||x_{n}-y||$

112



が成り立つ. ただし, 一は弱収束を表すこととする.
次に inverse-strongly-monotone 写像の例をいくつか述べる. 写像 $T$ を $C$ から $C$ への non-

expansive とし, $I$ を $H$ 上の J|亘等写像とする. $A=I-T$ とすれば, $A$ は $\frac{1}{2}- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-
monotone であり $VI(C, A)=F(T)$ でもある [10]. $C$ から $H$への写像 $A$ が strongly monotone
であるとは, 非負な実数 $\eta$ が存在して, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して $\langle$$x-y$ , Ax-Ay) $\geq\eta||x-y||^{2}$

が成り立つときをいう. このとき, $A$ を $\eta$-strongly monotone と I乎ぶことにする. また, $A$ が

$\kappa$-Lipschitz continuous であるとは, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して $||Ax-Ay||\leq\kappa||x-y||$ が成り立

つときをいう. $A$ を $\eta$-strongly monotone で $\kappa$-Lipschitz continuous とすれば , $A$ は $\Delta_{-}\kappa^{2}$

strongly-monotone である [12]. $f$ を $H$ 上の連続 R\’echet微分可能な凸汎関数と $\llcorner$ , $\nabla f$ を $f$

の勾配とする. $\nabla f$ が $\frac{1}{\alpha}$-Lipschitz continuous ならば, $\nabla f$ は $\alpha- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-monotone で
ある [1].

$A$ を $C$ から $H$ への $\alpha- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-monotone とするとき, 明らかに $A$ は $\frac{1}{\alpha}$ -Lipschitz
continuous である. また任意の $x,$ $y\in C$ と $\lambda>0$ に対して,

$||(I-\lambda A)x-(I-\lambda A)y||^{2}$ $=$ $\mathrm{I}(x-y)-\lambda(Ax-Ay)||^{2}$

$=$ $||x-y||^{2}-2\lambda\langle x-y, Ax-Ay\rangle+\lambda^{2}||Ax-Ay||^{2}$

$\leq$ $||x-y||^{2}+\lambda(\lambda-2\alpha)||Ax-Ay||^{2}$

である. よって $\lambda\leq 2\alpha$ ならぼ, $I-\lambda A$ は $C$ から $H$ への nonexpansive となる.
$T\subset H\cross H$がmonotone であるとは, 任意の $(x, x^{*}),$ $(y, y^{*})\in T$ に対して $\langle x-y, x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0$

が成り立つときをいう. monotone写像 $T$がmaximal であるとは, そのグラフ $G(T)=\{(x, y)$ :
$y\in Tx\}$ が他の monotone 写像のグラフに真に含まれないことである. $A$ を $C$ から $H$ への

inverse-strongly-monotone とする. $v\in C$ における $C$ の normal cone を $Ncv$ とする. ただ

し, $Ncv=\{w\in H:\langle v-u, w\rangle\geq 0, \forall u\in C\}$ である. ここで $T\subset H\cross H$ を次のように定義
する.

$Tv=\{$
$Av+Ncv$ , $v\in C$ ,
$\emptyset$ , $v\not\in C$ .

このとき, $T$ は maximal monotone であり, $\mathrm{O}\in Tv$ となる必要十分条件は $v\in VI(C, A)$ であ

る [16].

3 収束定理

この節では, nonexpansive 写像と inverse-strongly-monotone写像に関する強収束定理を述
べる.

定理 3.1. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とする. $A$ を $C$ から $H$ への $\alpha- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-
monotone 写像とし, $S$ を $C$ から $C$ への nonexpansive 写像とする. $n=1,2,$ $\ldots$ に対して, 点
列 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{1}=x\in C$,
$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})SPc(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$
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$-\tau_{i\mathrm{E}}^{\backslash }\backslash \infty\ovalbox{\tt\small REJECT}.\tau\epsilon)$ . $r.’ f_{\mathrm{c}}^{\backslash ^{\backslash }}’ \mathrm{b},$ $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1)[succeq]\{\lambda_{n}\}\subset[a, b]\subset(0,2\alpha)1\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n+1}-\lambda_{n}|<\infty$

を満たすものとする. このとき, $F(S)\cap VI(C, A)\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は $P_{F(S)\cap VI(C,A)}x$

に強収束する.

証明 $n=1,2,$ $\ldots$ に対して, $y_{n}=Pc(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ とする. $u\in F(S)\cap VI(C, A)$ とする.
$I-\lambda_{n}A$ は nonexpansive で $u=Pc(u-\lambda_{n}Au)$ であるから, $n=1,2,$ $\ldots$ に対して,

$||y_{n}-u||\leq||x_{n}-u||$

となる. このとき, $||x_{2}-u||\leq||x-u||$ となる. いま, ある $k\in \mathrm{N}$ に対して $||x_{k}-u||\leq||x-u||$

を仮定すると, 同様に $||x_{k+1}-u||\leq||x-u||$ を示すことができる. よって, $\{x_{n}\}$ は有界な点
列である. また, $\{y_{n}\}$ , $\{Sy_{n}\}$ , $\{Ax_{n}\}$ も有界な点列である. $I-\lambda_{n}A$ は nonexpansive なので,
$n=1,2,$ $\ldots$ に対して,

$||$ yn+l-y。$||$ $\leq$ $||(x_{n+1}-\lambda_{n+1}Ax_{n+1})-(x_{n}-\lambda_{n+1}Ax_{n})||+|\lambda_{n}-\lambda_{n+1}|||Ax_{n}||$

$\leq$ $||x_{n+1}-x_{n}||+|\lambda_{n}-\lambda_{n+1}|||Ax_{n}||$ (3.1)

となる. よって, $n=1,2,$ $\ldots$ に対して,

$||x_{n+1}-x_{n}||$ $\leq$ $|\alpha_{n}-\alpha_{n-1}|||x-Sy_{n-1}||+(1-\alpha_{n})||y_{n}-y_{n-1}||$

$\leq$ $|\alpha_{n}-\alpha_{n-1}|||x-Sy_{n-1}||+(1-\alpha_{n})(||x_{n}-x_{n-1}||+|\lambda_{n}-\lambda_{n-1}|||Ax_{n-1}||)$

$\leq$ $(1-\alpha_{n})||x_{n}-x_{n-1}||+M|\lambda_{n}-\lambda_{n-1}|+L|\alpha_{n}-\alpha_{n-1}|$

となる. ただし, $L= \sup\{||x-Sy_{n}|| : n\in \mathrm{N}\},$ $M= \sup\{||Ax_{n}|| : n\in \mathrm{N}\}$ とする. 数学的帰
納法により, $n,$ $m=1,2,$ $\ldots$ に対して,

$||x_{n+m+1}-x_{n+m}|| \leq\prod_{k=m}^{n+m-1}(1-\alpha_{k+1})||x_{m+1}-x_{m}||+M\sum_{k=m}^{n+m-1}|\lambda_{k+1}-\lambda_{k}|+L\sum_{k=m}^{n+m-1}|\alpha_{k+1}-\alpha_{k}|$

となる. よって, $m=1,2,$ $\ldots$ に対して,

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}||x_{n+1}-x_{n}||$ $=$ $\lim_{narrow}\sup_{\infty}||x_{n+m+1}-x_{n+m}||$

$\leq$ $M \sum_{k=m}^{\infty}|\lambda_{k+1}-\lambda_{k}|+L\sum_{k=m}^{\infty}|\alpha_{k+1}-\alpha_{k}|$

となる. 仮定より $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-,\alpha_{n}|<\infty,$ $\sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n+1}-\lambda_{n}|<\infty$ であるから,

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}||x_{n+1}-x_{n}||\leq 0$

を得る. よって $\lim_{narrow\infty}||x_{n+1}-x_{n}||=0$ である. (3.1) と $\sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n+1}-\lambda_{n}|<\infty$ から,
$||y_{n+1}-y_{n}||arrow 0$ を得る. また, $||x_{n}-Sy_{n}||arrow 0$ を得る. $u\in F(S)\cap VI(C, A)$ に対して,

$||x_{n+1}-u||^{2}$ $\leq$ $\alpha_{n}||x-u||^{2}+(1-\alpha_{n})||y_{n}-u||^{2}$

$\leq$ $\alpha_{n}||x-u||^{2}+(1-\alpha_{n})\{||x_{n}-u||^{2}+\lambda_{n}(\lambda_{n}-2\alpha)||Ax_{n}-Au||^{2}\}$

$\leq$ $\alpha_{n}||x-u||^{2}+||x_{n}-u||^{2}+(1-\alpha_{n})a(b-2\alpha)||Ax_{n}-Au||^{2}$
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$-(1-\alpha_{n})a(b-2\alpha)||Ax_{n}-Au||^{2}$ $\leq$ $\alpha_{n}||x-u||^{2}+||x_{n}-u||^{2}-||x_{n+1}-u||^{2}$

$\leq$ $\alpha_{n}||x-u||^{2}+(||x_{n}-u||+||x_{n+1}-u||)||x_{n}-x_{n+1}||$

を得る. そこで, $\alpha_{n}arrow 0$ と $||x_{n+1}-x_{n}||arrow 0$ から, $||Ax_{n}-Au||arrow \mathrm{O}$ を得る. また,

$||y_{n}-u||^{2}$ $\leq$ $\langle(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})-(u-\lambda_{n}Au), y_{n}-u\rangle$

$\leq$ $\frac{1}{2}\{||x_{n}-u||^{2}+||y_{n}-u||^{2}-||x_{n}-y_{n}||^{2}$

$+2\lambda_{n}\langle x_{n}-y_{n}, Ax_{n}-Au\rangle-\lambda_{n}^{2}||Ax_{n}-Au||^{2}\}$

であることより

$||y_{n}-u||^{2}\leq||x_{n}-u||^{2}-||x_{n}-y_{n}||^{2}+2\lambda_{n}\langle x_{n}-y_{n},$ $Ax_{n}-Au)-\lambda_{n}^{2}||Ax_{n}-Au||^{2}$

となる. よって,

$||x_{n+1}-u||^{2}$ $\leq$ $\alpha_{n}||x-u||^{2}+(1-\alpha_{n})||y_{n}-u||^{2}$

$\leq$ $\alpha_{n}||x-u||^{2}+||x_{n}-u||^{2}-(1-\alpha_{n})||x_{n}-y_{n}||^{2}$

$+2(1-\alpha_{n})\lambda_{n}\langle x_{n}-y_{n}, Ax_{n}-Au\rangle-(1-\alpha_{n})\lambda_{n}^{2}||Ax_{n}-Au||^{2}$

となる. そこで, $\alpha_{n}arrow 0,$ $||x_{n+1}-x_{n}||arrow 0,$ $||Ax_{n}-Au||arrow \mathrm{O}$ から, $||x_{n}-y_{n}||arrow 0$ を得る.
$||Sy_{n}-y_{n}||\leq||Sy_{n}-x_{n}||+||x_{n}-y_{n}\downarrow|$ なので, $||Sy_{n}-y_{n}||arrow 0$ を得る. 次に

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\langle x-z_{0}, Sy_{n}-z_{0}\rangle\leq 0$

を示す. ただし, $z0=P_{F(S)\cap VI(C,A)}x$ とする. このことを示すために,

$\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\langle x-z0, Sy_{n}-z_{0}\rangle=1\mathrm{i}\mathrm{m}\langle x-z_{0}, Sy_{n_{i}}-z_{0}\rangle iarrow\infty$

n\rightarrow 。\infty

となる $\{y_{n}\}$ の部分列 $\{y_{n_{i}}\}$ を選ぶ. $\{y_{n_{i}}\}$ は有界だから, 弱収束する部分列 $\{y_{n_{ij}}\}$ をもつ.

一般性を失うことなしで $yn_{i}arrow z$ と仮定できる. $||Sy_{n}-y_{n}||arrow 0$ なので, $Syn_{i}arrow z$ を得

る. このとき, $z\in F(S)\cap VI(C, A)$ を得ることができる. 実際, 初めに $z\in VI(C, A)$ を示す.
$T\subset H\cross H$ を次のように定義する.

$Tv=\{$
$Av+Ncv$ , $v\in C$ ,
$\emptyset$ , $v\not\in C$ .

$(v, w)\in G(T)$ とする. $w・Av\in Ncv,$ $y_{n}\in C$ なので, $\langle$ $v-y_{n}$ , w–Av) $\geq 0$ を得る. 一方,
$y_{n}=Pc(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ から, $\langle v-y_{n}, y_{n}-(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})\rangle\geq 0$ となり

$\langle v-y_{n}, \frac{y_{n}-x_{n}}{\lambda_{n}}+Ax_{n}\rangle\geq 0$

となる. よって,

$\langle v-y_{n_{i}}, w\rangle$ $\geq$ $\langle v-y_{n_{i}}, Av\rangle$

$\geq$ $\langle v-y_{n_{i}}, Av\rangle-\langle v-y_{n_{i}}, \frac{y_{n_{i}}-x_{n_{i}}}{\lambda_{n_{i}}}.+Ax_{n_{i}}\rangle$

$\geq$ $\langle v-y_{n_{i}}, Ay_{n_{j}}.-Ax_{n_{i}}\rangle-\langle v-y_{n_{i}}, \frac{y_{n_{i}}-x_{n_{i}}}{\lambda_{n_{i}}}\rangle$
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となる. これより $\langle v-z, w\rangle\geq 0$ を得る. ここで, $T$ は maximal monotone であるから,
$z\in T^{-1}0$ となり $z\in VI(C, A)$ を得る. $z\in F(S)$ を示す. $z\not\in F(S)$ と仮定する. Opial 条件
から,

$\lim \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}iarrow\infty||y_{n_{i}}-z||$
$<$

$\lim \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}iarrow\infty||y_{n_{i}}-Sz||$

$\leq$
$\lim\inf||y_{n_{i}}iarrow\infty-z||$

となり, 矛盾を得る. それゆえ, $z\in F(S)$ を得る. このとき,

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\langle x-z_{0}, Sy_{n}-z_{0}\rangle$
$=$ $\lim_{iarrow\infty}\langle x-z_{0}, Sy_{n}\dot{.}-z_{0}\rangle$

$=$ $\langle x-z_{0}, z-z_{0}\rangle\leq 0$

である. そこで, 任意の $\epsilon>0$ に対して, ある $m\in \mathrm{N}$ が存在して, $n\geq m$ ならば

$\langle x-z_{0}, Sy_{n}-z_{0}\rangle\leq\epsilon$ , $\alpha_{n}||x-z_{0}||^{2}\leq\epsilon$

となるようにできる. いま, $n\geq m$ とすると

llx。+l-z0||2 $=$ $\alpha_{n}^{2}||x-z_{0}||^{2}+2\alpha_{n}(1-\alpha_{n})\langle x-z_{0}, Sy_{n}-z_{0}\rangle$

$+(1-\alpha_{n})^{2}||Sy_{n}-z_{0}||^{2}$

$\leq$ $3\epsilon(1-(1-\alpha_{n}))+(1-\alpha_{n})||x_{n}-z_{0}||^{2}$

||x。+l--z0||2 $\leq 3\epsilon(1-\prod_{k=m}^{n}(1-\alpha_{k}))+\prod_{k=m}^{n}(1-\alpha_{k})||x_{m}-z_{0}||^{2}$

を得る. よって

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}||x_{n+1}-z_{0}||^{2}\leq 3\epsilon$

である. $\epsilon>0$ は任意なので, $\lim\sup_{narrow\infty}||x_{n+1}-z_{0}||^{2}\leq 0$ となり, $x_{n}arrow z_{0}$ を得る. $\blacksquare$

定理 3.1 の直接的な結果として, 次の系が挙げられる.

系 32. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とする. $A$ を $C$ がら $H$ への $\alpha- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-
monotone 写像とする. $n=1,2,$ $\ldots$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{1}=x\in C$ ,
$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})Pc(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1)$ と $\{\lambda_{n}\}\subset[a, b]\subset(0,2\alpha)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$, $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n+1}-\lambda_{n}|<\infty$

を満たすものとする. このとき, $VI(C, A)\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は $P_{VI(C,A)}x$ に強収束
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べる.

この定理を証明するのに, 次の補助定理を用いる [13].

補助定理 33. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とする. $S$ を $C$ から $H$ への nonexpansive 写

像とし, $F(S)\neq\emptyset$ とする. このとき, $F(S)=F(P_{C}S)$ である.

定理 34. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とする. $A$ を $C$ から $H$ への $\alpha- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-
monotone 写像とし, $S$ を $C$ から $H$への nonexpansive 写像とする. $n=1,2,$ $\ldots$ に対して, 点

列 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{1}=x\in C$,
$x_{n+1}=Pc$ ( $\alpha_{n}x+(1$ -\mbox{\boldmath $\alpha$}n)SPc(x。 $-\lambda_{n}Ax_{n})$ )

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1)$ と $\{\lambda_{n}\}\subset[a, b]\subset(0,2\alpha)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n+1}-\lambda_{n}|<\infty$

を満たすものとする. このとき, $F(S)\cap VI(C, A)\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は $P_{F(S)\cap VI(C,A)^{X}}$

に強収束する.

証明 $n=1,2,$ $\ldots$ に対して, $y_{n}=Pc(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ とする. $u\in F(S)\cap VI(C, A)$ とする.

定理 3.1 の証明と同様にして, $n=1,2,$ $\ldots$ に対して,

$||y_{n}-u||\leq||x_{n}-u||$

と $\{x_{n}\}$ の有界性がいえる. よって, $\{y_{n}\},$ $\{Sy_{n}\},$ $\{Ax_{n}\}$ も有界な点列である. さらに,
$\lim_{narrow\infty}||x_{n+1}-x_{n}||=0$ も定理 3.1 の証明と同様に証明することができる. また, $||x_{n}-$

$PcSy_{n}||arrow 0$ を得る. $u\in F(S)\cap VI(C, A)$ に対して,

$-(1-\alpha_{n})a(b-2\alpha)||Ax_{n}-Au||^{2}$ $\leq$ $\alpha_{n}||x-u||^{2}+||x_{n}-u||^{2}-||x_{n+1}-u||^{2}$

$\leq$ $\alpha_{n}||x-u||^{2}+(||x_{n}-u||+||x_{n+1}-u||)||x_{n}-x_{n+1}||$

を得る. そこで, $\alpha_{n}arrow 0$ と $||x_{n+1}-x_{n}||arrow 0$ から, $||Ax_{n}-Au||arrow \mathrm{O}$ を得る. また,

$||y_{n}-u||^{2}\leq||x_{n}-u||^{2}-||x_{n}-y_{n}||^{2}+2\lambda_{n}\langle x_{n}-y_{n}, Ax_{n}-Au\rangle-\lambda_{n}^{2}||Ax_{n}-Au||^{2}$

となる. よって,

$||x_{n+1}-u||^{2}$ $\leq$ $\alpha_{n}||x-u||^{2}+||x_{n}-u||^{2}-(1-\alpha_{n})||x_{n}-y_{n}||^{2}$

$+2(1-\alpha_{n})\lambda_{n}\langle x_{n}-y_{n}, Ax_{n}-Au\rangle-(1-\alpha_{n})\lambda_{n}^{2}||Ax_{n}-Au||^{2}$

となる. そこで, $\alpha_{n}arrow 0,$ $||x_{n+1}-x_{n}||arrow 0,$ $||Ax_{n}-Au||arrow \mathrm{O}$ から, $||x_{n}-y_{n}||arrow 0$ を得る.

$||P_{C}Sy_{n}-y_{n}||\leq||P_{C}Sy_{n}-x_{n}||+||x_{n}-y_{n}||$ なので, $||P_{C}Sy_{n}-y_{n}||arrow 0$ を得る. 次に

$\lim\sup\langle x-z_{0}, x_{n}-z_{0}\rangle\leq 0$

$narrow\infty$
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を示す. ただし, $z_{0}=P_{F(S)\cap VI(C,A)^{X}}$ とする. このことを示すために,

$\lim\sup\langle x-z_{0}, x_{n}-z_{0}\rangle=\lim_{iarrow\infty}\langle x-z_{0}, x_{n_{i}}-z_{0}\rangle$

$narrow\infty$

となる $\{x_{n}\}$ の部分列 {x。2} を選ぶ. $\{x_{n_{j}}\}$ は有界だから, 弱収束する部分列 {xn。} をもっ.

一般性を失うことなしで $x_{n_{i}}arrow z$ と仮定できる. $||x_{n}-y_{n}||arrow 0$ なので, $y_{n_{i}}arrow z$ を得る. こ

のとき, $z\in F(S)\cap VI(C, A)$ を得ることができる. 実際, $z\in VI(C, A)$ は定理 3.1 の証明と
同様にして, 証明することができる. $z\in F(PcS)$ を示す. $z\not\in F(PcS)$ と仮定する. Opial 条
件から,

$\lim \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}iarrow\infty||y_{n_{i}}-z||$
$<$ $\lim \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}iarrow\infty||y_{n_{i}}-PcSz||$

$\leq$
$\lim \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}iarrow\infty||y_{n_{i}}-z||$

となり, 矛盾を得る. それゆえ, $z\in F(PcS)$ を得る. ここで, 補助定理 33 より, $z\in F(S)$ を

得る. このとき,

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\langle x-z_{0}, x_{n}-z_{0}\rangle$
$=$

$\simarrow 1\mathrm{i}$

0科

$\langle$x-z0, $x_{n_{i}}-z_{0}\rangle$

$=$ $\langle x-z_{0}, z-z_{0}\rangle\leq 0$

である. そこで, 任意の $\epsilon>0$ に対して, ある $m\in \mathrm{N}$ が存在して, $n\geq m$ ならば

$\langle$ $x-z_{0}$ , xユー $z_{0}\rangle$ $\leq\epsilon$

となるようにできる. 一方,

$Pc(\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})Sy_{n})-Pc(\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})z\mathrm{o})=x_{n+1}-z0+\alpha_{n}(z_{0}-x)$

なので,

$||Pc(\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})Sy_{n})-Pc(\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})z_{0})||^{2}$

$\geq$ $||x_{n+1}-z_{0}||^{2}+2\alpha_{n}\langle z_{0}-x, x_{n+1}-z_{0}\rangle$

を得る. よって, $n=1,2,$ $\ldots$ に対して,

$||x_{n+1}-z_{0}||^{2}$ $\leq$ $2\alpha_{n}\langle x-z_{0}, x_{n+1}-z_{0}\rangle+(1-\alpha_{n})^{2}||Sy_{n}-z_{0}||^{2}$

$\leq$ $2\alpha_{n}\langle x-z_{0}, x_{n+1}-z_{0}\rangle+(1-\alpha_{n})||x_{n}-z_{0}||^{2}$

となる. いま, $n\geq m$ とすると

$||x_{n+1}-z_{0}||^{2}$ $\leq$ $2\alpha_{n}\epsilon+(1-\alpha_{n})||x_{n}-z_{0}||^{2}$

$=$ $2\epsilon(1-(1-\alpha_{n}))+(1-\alpha_{n})||x_{n}-z_{0}||^{2}$

である. 数学的帰納法により,

$||x_{n+1}-z_{0}||^{2} \leq 2\epsilon(1-\prod_{k=m}^{n}(1-\alpha_{k}))+\prod_{k=m}^{n}(1-\alpha_{k})||x_{m}-z_{0}||^{2}$
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$k \acute{\{}\frac{\mathrm{B}}{\mathrm{v}}\mathfrak{Z}$ . $f\circ C\vee$

$\lim\sup||x_{n+1}-z_{0}||^{2}\leq 2\epsilon$

$narrow\infty$

である. $\epsilon>0$ は任意なので, $\lim\sup_{narrow\infty}||x_{n+1}-z_{0}||^{2}\leq 0$ となり, $x_{n}arrow z_{0}$ を得る. $\blacksquare$

4 応用

この節では, 定理 3.1 と定理 3.4 を用いて得られる Hilbert 空間での収束定理をいくつか述
べる.

$C$ から $C$ への写像 $T$ が strictly pseudocontractive であるとは, $0\leq k<1$ となる $k$ が存在

して, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して

$||Tx-Ty||^{2}\leq||x-y||^{2}+k||(I-T)x-(I-T)y||^{2}$

が成り立つときをいう. $k=0$ ならば, $T$ は nonexpansive となる. $A=I-T$ とすれば, $A$ は

$\frac{1-k}{2}- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-monotone である [5].
まず初めに, 定理 3.1 を用いて nonexpansive 写像と strictly pseudocontractive写像の共通

不動点を求める点列的近似法を証明する.

定理 4.1. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とする. $S$ を $C$ から $C$ への nonexpansive 写像と

し, $T$ を $C$ から $C$ への $k$-strictly pseudocontractive 写像とする. $n=1,2,$ $\ldots$ に対して, 点列
$\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{1}=x\in C$,
$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})S((1-\lambda_{n})x_{n}+\lambda_{n}Tx_{n})$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1)$ と $\{\lambda_{n}\}\subset[a, b]\subset(0,1-k)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$, $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n+1}-\lambda_{n}|<\cdot\infty$

を満たすものとする. このとき, $F(S)\cap F(T)\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は $P_{F(S)\cap F(T)}x$ に強収

束する.

証明 $A=I-T$ とすると, $A$ は $\frac{1-k}{2}$ inverse-strongly-monotone であり $F(T)=VI(C, A)$

でもある. また, $Pc(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})=(1-\lambda_{n})x_{n}+\lambda_{n}Tx_{n}$ となる. ここで定理 3.1 を用いれ
ば結論を得る. $\blacksquare$

次に定理 3.1 を用いて, nonexpansive 写像の不動点集合と inverse-strongly-monotone写像

のゼロ点集合との共通要素を求める点列的近似法を証明する.

定理 42. $H$ を Hilbert 空間とする. $A$ を $H$ から $H$ への $\alpha- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-monotone 写像

とし, $S$ を $H$ から $H$ への nonexpansive 写像とする. $n=1,2,$ $\ldots$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{1}=x\in H$ ,
$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})S(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$
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を満たすものとする. このとき, $F(S)\cap A^{-1}0\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は $P_{F(S)\cap A^{-1}0}x$ に強

収束する.

証明 $A^{-1}0=VI(H, A)$ となる. $P_{H}=I$ とおき, 定理 3.1 を用いれば結論を得る. $\blacksquare$

さらに定理 3.1 を用いて, 閉凸集合と連続 Fr\’echet微分可能な凸汎関数の勾配のゼロ点集合
との共通要素を求める点列的近似法を証明する.

定理 4.3. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とする. $f$ を $H$ 上の連続 Fr\’echet 微分可能な凸汎

関数とし, $\nabla f$ を $f$ の勾配とする. $\nabla f$ は $\frac{1}{\alpha}$ -Lipschitz continuous であるとする. $n=1,2,$ $\ldots$

に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{1}=x\in H$ ,
$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})Pc(x_{n}-\lambda_{n}\nabla f(x_{n}))$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1)$ と $\{\lambda_{n}\}\subset[a, b]\subset(0,2\alpha)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n+1}-\lambda_{n}|<\infty$

を満たすものとする. このとき, C\cap (�ハー $10\neq\emptyset$ ならば, $\{x_{n}\}$ は $P_{C\cap(\nabla f)^{-1}0}x$ に強収束する.

証明 [1] から� $f$ は $\alpha- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$-strongly-monotone であり $(\nabla\dot{f})^{-1}0=VI(H, \nabla f)$ でもあ
る. また, $C=F(P_{C})$ となる. ここで定理 3.1 を用いれば結論を得る. $\blacksquare$

最後に定理 3.4 を用いて, nonself-nonexpansive 写像と strictly pseudocontractive写像の共
通不動点を求める点列的近似法を証明する.

定理 44. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とする. $S$ を $C$ から $H$ への nonexpansive 写像と

し, $T$ を $C$ から $C$ への $k$-strictly pseudocontractive 写像とする. $n=1,2,$ $\ldots$ に対して, 点列
$\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{1}=x\in C$,
$x_{n+1}=Pc(\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})S((1-\lambda_{n})x_{n}+\lambda_{n}Tx_{n}))$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1)$ と $\{\lambda_{n}\}\subset[a, b]\subset(0,1-k)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n+1}-\lambda_{n}|<\infty$

を満たすものとする. このとき, $F(S)\cap F(T)\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は $P_{F(S)\cap F(T)}x$ に強収
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証明 $A\ovalbox{\tt\small REJECT} I-T$ とすると, $A$ は $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$ -strongly-monotone であり $F(T)\ovalbox{\tt\small REJECT} VI(C, A)$

でもある. また, $\ovalbox{\tt\small REJECT} P_{C}(x_{n}-\lambda_{1}Ax.)\ovalbox{\tt\small REJECT}(1$ –\lambda \mapsto x +\lambda lTx。となる. ここで定理 $3\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を用いれ

ば結論を得る. $\blacksquare$

定理 3.4 の直接的な結果として, nonself-nonexpansive 写像の不動点を求める点列的近似法
が証明できる.

定理 45. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とする. $S$ を $C$ から $H$ への nonexpansive 写像と

する. $n=1,2,$ $\ldots$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{1}=x\in C$,
$x\text{。}+\mathrm{l}=Pc(\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})Sx_{n})$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1)$ lよ

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty$

を満たすものとする. このとき, $F(S)\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は $P_{F(S)}x$ に強収束する.

証明 任意の $x\in C$ に対して $Ax=0$ とすると, $A$ は inverse-strongly-monotone であり
$C=VI(C, A)$ でもある. また, $SP_{C}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})=Sx_{n}$ となる. ここで定理 3.4 を用いれ
ば結論を得る. $\blacksquare$
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