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1. Obstacle Problem

$C^{1}$ 級汎関数の変分問題 ある実 Banach 空間 $X$ 上の実数値汎関数 $J[u](u\in X)$ に対する変

分問題 $\min_{u\in X}J[u]$ の解 $u_{0}$ は, $J$ が Fr\’echet 微分可能であれば J’[崗] $=0$ をみたしていなけ

ればならない. 例えば $X=H_{0}^{1}(\Omega)$ ( $\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ は有界, 境界は $C^{1}$ 級), $f:\overline{\Omega}\mathrm{x}\mathbb{R}\mathrm{x}\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}$ は

$C^{1}$ 級とすると, $J[u]:= \int_{\Omega}f(x, u, \nabla u)dx$ [こ対して

$J’[u]h= \int_{\Omega}[f_{u}(x,u, \nabla u)h+\sum_{i=1}^{n}\frac{\partial f}{\partial u_{x}}.\cdot(x, u, \nabla u)\cdot\frac{\partial h}{\partial x_{i}}]dx$

となり, よく知られて $\mathrm{A}\mathrm{a}$ るよう [こ部分積分 [こよって $J’[u]=0$ ?ま Euler-Lagrange 方程式

$\sum_{i=1}^{n}\frac{\partial}{\partial x_{i}}(\frac{\partial f}{\partial u_{x}}.\cdot(x, u, \nabla u))=f_{u}(x, u, \nabla u)$

に書き換えられる. このような場合は, 変分法的な観点と偏微分方程式の観点の双方から変分問

題の解の存在や regularity を議論することが可能となる.

しかし, 一般の場合に戻ると, 変分問題としては Banach 空間全体の上での最小値を考えると
いうことは必然の枠組みではなく, その凸部分集合に制限して問題を考えることも非常に自然な

ものである. こうした観点は早くから導入されてきたが, この場合は Euler-Lagrange 方程式の

代わりに 「変分不等式」 の解を求めることになる. これは次のように定式化されるものである.

$K$ を $X$ の閉凸集合として, その indicator function $I_{K}$ を

$I_{K}[u]:=\{$
0 $u\in K$ のとき

$\infty$ $u\not\in K\sigma)\mu \mathrm{g}$

で定めると, 制約条件付きの, 而 $\mathrm{n}_{u\in K}$ $J[u]$ を求める問題は, 制約条件なしの而$\mathrm{n}_{u\in X}$ (J+If� $[u]$

を求める問題に帰着される. 従って勾が $\min_{u\in K}J[u]$ の解を与えるためには, $J$ が $C^{1}$ 級な

らば,

$J’[u_{0}]+\partial I_{K}$ [崗] $\ni 0$ , (1a)

$u_{0}\in K$ (1b)
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をみたすことが必要である. ここに� $I_{K}$ は下半連続凸関数 $I_{K}$ の劣微分であり, $u_{0}\in K$ なら

ば� $I_{K}$ $[u_{0}]=\{\varphi|\varphi\in X^{*}, \forall v\in K\langle v-u_{0}, \varphi\rangle\leq 0\}$ で与えられる.

このような制約条件付き変分問題の例として「障害物問題」Obstacle Problem がある. こ

れは $X$ がある空間 $\Omega$ 上の関数空間であり, 与えられた $\Phi$ に対して $K:=\{u\in X|u\geq\Phi\}$ と

なっているときを指している. $(X=U(\Omega)(1\leq p<\infty), X=H_{0}^{1}(\Omega)$ などでは確かに $K$ は閉

凸になる.)

凸汎関数の場合 今までは $J[u]$ は $C^{1}$ 級としてきたが, $\infty$ を値に取る, 適正下半連続汎関数

の場合には凸解析の手法が適用できることになる. 簡単な例の場合にこの方法で扱える障害物

問題を説明しよう.

空間次元 1 で, $L^{2}((0,1))$ 上の適正下半連続汎関数

$J[u]:=\{$
$(1/2) \int_{0}^{1}|u’(x)|^{2}dx$ $(u\in H_{0}^{1}((0,1)))$

$\infty$ otherwise

の場合を考えよう. そして $\Phi\in C^{2}([0,1])$ は $\Phi(0),$ $\Phi(1)\leq 0$ をみたすものとして, $u\geq\Phi$ とい

う制約条件を課すことにする. このとき変分問題 $\min_{u\in K}J[u]$ の解 $u$ がみたすべき条件は,

�$(J+I_{K})[u]\ni 0$ , $u\in K$

であるが, $\partial(J+I_{K})[u]=\partial J[u]+\partial IK[u]$ と, $\partial IK[u]=\{v\in L^{2}((0,1))|v(x)\geq 0,$ $(\Phi-$

$u)(x)v(x)\leq 0$ (a $.\mathrm{e}$ . $x$ ) $\}$ であることから, $u\in H^{2}((0,1))\cap H_{0}^{1}((0,1))$ かつ

$u”(x)\leq 0,$ $u”(x)(\Phi(x)-u(x))=0,$ $u(x)\geq\Phi(x)$ (a $.\mathrm{e}$ . $x$ ) (2)

であることが分かる [1]. [1] ではこのような解の存在も導かれている.

(2) 式は $u(x)>\Phi(x)$ をみたす点で [ま $u”(x)=0$ であることを示しており, 解 $u$ {ま下図のよ

うになることが分かる.
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$\underline{p}$の場合

$\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ は原点を含み, 有界で滑らかな境界を持っとし, $1<p<\infty$ を定数とする. また
$\Phi\in C^{1}(\overline{\Omega})\cap C^{2}(\overline{\Omega}\backslash \{0\})$ かつ $\Phi|_{\partial\Omega}\leq 0$ とする. このとき Sobolev 空間 $W_{0}^{1,p}(\Omega)$ 上の汎関数

$J[u]:=(1/p) \int_{\Omega}|\nabla u(x)|^{p}dx$ の $K(\Phi):=\{u|u\in W_{0}^{1,p}(\Omega), u\geq\Phi\}$ [こおける最月.(直の存在が

変分法の直接法で示されるが, 最小値を与える解 $u$ は

$u\in K(\Phi)$ かつ $\int_{\Omega}|\nabla u|^{p-2}\nabla u\cdot\nabla(v-u)dx\geq 0$ $(\forall v\in K(\Phi))$ (3)

で特徴付けられる. この条件は次の変分不等式と同値となる.

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(|\nabla u|^{p-2}\nabla u)\leq 0$ , $u\geq\Phi$ , $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(|\nabla u|^{p-2}\nabla u)(u-\Phi)=0$ (4)

2. 一致点集合

$u\geq\Phi$ という制約条件下での $J[u]$ の変分問題 (Obstacle Problem) の解は, $u(x)>\Phi(x)$ を

みたす $x$ では制約条件のな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ Euler-Lagrange 方程式をみたすが, $u(x)=\Phi(x)$ となる点では不

等式しか期待できな $|_{\sqrt}\mathrm{a}$ . Obstacle Problem の $\hslash\not\in u$ [こついて, $\{x|u(x)=\Phi(x)\}$ を (制約関数

との) 一致点集合というが, これを具体的に求めることは一般に困難である. しかし一致点集合
が星形になることがしばしばあり, 坂口 [2] は次の結果を示した.

定理 ([2]) $\Omega,$ $p,$ $J$ は前節の最後に述べたものとし, 特に $\Omega$ は凸とする. そして $\Phi$ はある非負

な斉次凸関数 $\varphi$ と定数 $c$ によって $\Phi=-\varphi+c$ と表されているとする. このとき (3) の解 $u$ の

一致点集合 $\{x|u(x)=\Phi(x)\}$ は原点に関して星形である.

ここでは特に $p=2$ の場合について, 制約関数 $\Phi$ に関する条件をある程度緩めても一致点集

合の星形性が成り立つことを示す.

以下では次の仮定と記号を使う :

. $\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ は滑らかな境界�\Omega を持つ, 有界な凸領域で, $0\in\Omega$ であるとする.

$\bullet$ $\psi\in c^{1}(\overline{\Omega})$ は上に凸で, $\psi(0)>0,$ $\partial\Omega$ 上では $\psi<0$ をみたす.

. $K\psi:=$ { $u\in H_{0}^{1}(\Omega)|u\geq\psi \mathrm{a}.\mathrm{e}$ . on $\Omega$ }. $u\in H_{0}^{1}(\Omega)$ は $\min_{K_{\psi}}\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}dx$ の解で,

$I_{\psi}:=\{x\in\Omega|u(x)=\psi(x)\}$

を制約条件 $\psi$ との一致点集合とする.
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3. 坂口氏の議論

坂口氏の議論は, $\psi=c-f$ として, $f$ が $s$ 次同次 $(s>1)$ な凸関数としたとき,

$v(x):=x\cdot\nabla(u-\psi)(x)-s(u-\psi)(x)$ (5)

が次の条件を満たすことに依拠している :

$\triangle v=0$ in $\Omega\backslash I_{\psi^{j}}$ (6a)

$v=0$ on $I_{\psi^{j}}$ (6b)

$v\geq 0$ on $\partial\Omega$ . (6c)

(6b) は自明な条件だが, 残りの二つの事実の証明は同次関数であることに強く依存している.

ともあれ, これらの性質が証明されれば, Iこ対して最大値原理を適用することにより $\Omega\backslash I_{\psi}$

上で $v\geq 0$ であることが分かり, それから $I_{\psi}$ が原点に関して星形であることが容易に分かる.

4. 我々の議論

$\psi=c-f$ ( $f$ は $s$ 次同次) という場合でなくても,

適当な $s>0$ を取って (5) と全く同じに

$v(x):=x\cdot\nabla(u-\psi)(x)-s(u-\psi)(x)$ (7)

と定義して,

$\triangle v\leq 0$ in $\Omega\backslash I_{\psi^{j}}$ (8a)

$v\geq 0$ on $I_{\psi^{j}}$ (8b)

$v\geq 0$ on $\partial\Omega$ . (8c)

が成り立つようにできれば, 前と全く同じ理由で $I_{\psi}$ が原点に関して星形であることが示される.

$v$ がこのような条件を満たすような $s$ が存在するような $\psi$ を完全に特徴付けることは困難で

あり, われわれはともかく $c-f$ ( $f$ は $s$ 次同次) という形以外の $\psi$ でそのようなものが存在

することを示すことを目標とする.

$\psi \text{の}$限定 次の形の $\psi$ に限定して考える :

$\psi(x):=c-\sum_{k=1}^{n}a_{k}|x_{k}|^{b_{k}}$ (9)

ただし $x_{k}$ は $x$ の第 $k$ 成分で, $c>0,$ $a_{k}>0,$ $b_{k}>1$ とする.
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条{牛$\underline{(8\mathrm{a})}$\emptyset \neq Iック $\Omega$ を前と同様とし, $u$ を $\psi$ (こ対する Obstacle ProbIem の解とする. こ

のとき

$\triangle v\leq \mathrm{O}$ in $\Omega\backslash I_{\psi}\Leftrightarrow s\geq\max_{k}b_{k}$

が成り立つ.

条件$\underline{(8\mathrm{c})}$\emptyset \neq Iッ $\sigma$ この条件のチェック [こ [ま坂口 [2] と同じく, upper solution [こよる評価を

使う. そのために, $y=W_{z}(x)$ で $z$ における $\psi$ の接平面の方程式を表す :

$W_{z}(x):=\nabla\psi(z)\cdot(x-z)+\psi(z)$ .

任意の $x_{0}\in\partial\Omega$ [こ対して $z\in\Omega$ で, $W_{z}(x)$ が $W_{z}(x_{0})=0$ かつ $W_{z}\geq 0$ on $\Omega$ となるものが一意

[こ存在し, $W_{z}$ は upper solution なので $W_{z}\geq u$ が成り立つ. 従って, $x_{0}\cdot\nabla\psi(x_{0})\geq x0^{\cdot}\nabla W_{z}(x_{0})$

となり,

$v(x\mathrm{o})\geq x0^{\cdot}\nabla W_{z}(x\mathrm{o})-x0^{\cdot}\nabla\psi(x\mathrm{o})+s\psi(xo)$

が成り立つ. 従って, 上式の右辺が非負, すなわち

$s \leq\frac{x_{0}\cdot\nabla\psi(x_{0})-x_{0}\cdot\nabla W_{z}(x_{0})}{\psi(x_{0})}$

ならば $v(x_{0})\geq 0$ となる. よって

$s \leq\inf_{x_{0}\Omega}\frac{x_{0}\cdot\nabla\psi(x_{0})-x_{0}\cdot\nabla W_{z}(x_{0})}{\psi(x_{0})}$ (10)

がみたされれば (8c) が成り立つ.

これまでの結果から, (9) の形の $\psi$ に対して, ある $s>0$ で $(8\mathrm{a})\sim(8\mathrm{c})$ までの条件が成り

立つには

$\max_{k}b_{k}\leq\inf_{x_{0}\in\partial\Omega}\frac{x_{0}\cdot\nabla\psi(x_{0})-x_{0}\cdot\nabla W_{z}(x_{0})}{\psi(x_{0})}$ (11)

であれば十分であり, このとき $I\psi$ が原点を中心とする星形領域であることが分かる.

5. 具体例での条件 (11) のチェック

(11) は $\psi$ だけに関する条件になっているが, その成立を確認するのは, (9) の形に限定して

も一般の領域では困難である.

ここでは $\Omega$ を 2 次元空間の原点中心の単位円板,

$\psi:=\frac{1}{2}-(|x|^{3}+|y|^{4})$

という場合において確かに条件が満たされることを見る. このチェツクについては福間健一氏

(当時東京理科大学大学院) の協力を仰いだことを記し感謝したい.
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$z$ の $-\underline{--}-+$算 $x_{0}={}^{t}(a, b)\in\partial\Omega$ とすると ( $a,$ $b>0$ とする), $x_{0}$ を通り, $\Omega$ 上で (ま $\Omega$ の上方 (こあ

るような平面の方程式は, ある定数 $\gamma$ によって

$z+\gamma(ax+by-1)=0$

と表される. この平面がある $z={}^{t}(x_{0}, y\mathrm{o})\in\Omega$ における $\psi$ のグラフの接平面になる条件は

$-3x_{0}^{2}=-\gamma a$ ,

-3y02=-\gamma b》$\frac{1}{2}-x_{0}^{3}-y_{0}^{4}=\gamma(ax_{0}+by_{0}-1)\}$ (12)

となる これは

$x_{0}=( \frac{\gamma a}{3})^{1/2}$ , $y_{0}=( \frac{\gamma b}{4})1/3$

かつ

$\frac{1}{2}-\gamma+\gamma a(\frac{\gamma a}{3})1/2+\gamma b(\frac{\gamma b}{4})1/3-(\frac{\gamma a}{3})3/2-(\frac{\gamma b}{4})4/3=0$ (13)

と同値である.

よって, (13) の正値解を求めれば $z$ が求まり, それについて (11) の右辺が計算できる. しか

し (13) の正値解を $a$ . $b$ の関数として explicit に表示することは無理なので, 我々はこの解を簡

単な式で表されるもので上下から評価して計算を行った. これによると, $(a, b)=(\cos\theta, \sin\theta)$

と角度で表示した場合, (11) の右辺の

$\frac{x_{0}\cdot\nabla\psi(x_{0})-x_{0}\cdot\nabla W_{z}(x_{0})}{\psi(x_{0})}$

の値は, $\theta$ の関数として次のグラフ以上になり, (11) の成立が示される.
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upper solution による評価

$u0\in H^{1}(\Omega)$ , $u0\geq\psi$ , $u_{0}\geq 0$ on $\partial\Omega$

とすると, $\psi$ [こ対する Obstacle problem の解 $u$ (こ対して $u_{0}\geq u$ が成り立っ.

星形性の証明

「障害物」 $\psi$ [こ対する Obstacle Problem の解 $u$ [こつ|j‘て

$x\cdot\nabla(u-\psi)(x)-s(u-\psi)(x)\geq 0$

とする. $x\cdot\nabla(u-\psi)$ が $x$ 方向への方向微分であることに注意すると, 任意の $\xi\in \mathbb{R}^{n}$ を固定

して, $\varphi(t):=(u-\psi)(t\xi)$ と置くと, $t>0$ で

$\frac{d}{dt}\varphi(t)-s\frac{\varphi(t)}{t}\geq 0$

である. $\varphi\geq 0$ なので, これから

$0<t_{0}<t \Rightarrow\varphi(t)\geq\varphi(t_{0})(\frac{t}{t_{0}})^{\mathit{8}}$

が分かり, $t\xi\in I_{\psi}$ ならば $0<t0<t$ で $t_{0}\xi\in I\psi$ が成り立っ.
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