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1Introduction
代数的組合せ論に Fusion Algebra (以下 FA と表す) という概念がある。 $\mathrm{F}\mathrm{A}$ は数

理物理の共形場理論から出てきたものであるが、坂内英一先生により $\mathrm{F}\mathrm{A}$ は組合せ論

における Character algebra と一対一に対応していることが示されている ([1]) 。 こ

の報告で考えるのは、 $\mathrm{F}\mathrm{A}$ に $\mathrm{S}\mathrm{L}(2,\mathbb{Z})$ の表現が付随している Modular fusion algebra
(以下 MFA) についてである。 この MFA について次のよく知られた予想がある。

予想 ([8]). MFA に付随した表現の Kernel は合同部分群である。

ここで $\overline{\Gamma}:=\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathbb{Z}),$ $\overline{\Gamma}(n):=$ {A $\in\overline{\Gamma}|\mathrm{A}\equiv \mathrm{I}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ } $(n\in \mathrm{N})$ とした時、 $\overline{\Gamma}\text{の}$

部分群 $G$ が合同部分群であるとは、 $G\supset\overline{\Gamma}(n)$ なる $n\in \mathrm{N}$ が存在することである。

合同部分群でない部分群を非合同部分群という。
この予想を基に Eholzer は Nobs の $\mathrm{S}\mathrm{L}(2,\mathbb{Z}_{p^{\lambda}})$ の既約表現の決定 ([16], [17]) を

用いて、 4次元以下の strongly MFA 、そして 24次元以下の nondegenerate strongly
MFA を分類した ([8])。 この報告で、 Eholzer の研究のある種の i而 tation を考え

る。 すなわち、 次の問題を考える。 この問題は九大の坂内英一先生によって提起さ
れた。.

問題. $\Gamma:=\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathbb{Z})$ とする。 $\Gamma$ の $(\begin{array}{ll}1 60 1\end{array})$ を含む有限指数の正規部分群を $G$

とする。 その時 $\Gamma/G$ の既約表現は MFA に付随するか ?

私たちはこの予想の反例を探したい。反例をこのような正規部分群の中から探す
理由はこの中に無限個の非合同部分群があり、 しかもこの非合同部分群はある意味
で合同部分群に最も近い非合同部分群だからである。 このことについてはあとで詳

しく説明する。 しかし、 この問題に対する答えは次の定理で与えられる。

定理 1.1. $G$ を $\Gamma$ の $(\begin{array}{ll}1 60 1\end{array})$ を含む有限指数の正規部分群とする。 この時、 $\Gamma/G$

の次数 1 以外の既約 $\text{表現}$は MFA に付随していない。
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bIFA に付随している表現は $\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathbb{Z})$ の表現であるが、 この報告では PSL $(2, \mathbb{Z})$ だ

けを考える。 しかし、 $\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathbb{Z})$ でも結果は同じである。すなわち、 $\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathbb{Z})$ の場合

はー $(\begin{array}{ll}1 60 1\end{array})$ を含む正規部分群 $G$ で MFA に付随しているものはあるかという間

題に $rx$ る、 しかし $\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathbb{Z})/G$ の既約表現は PSL $(2, \mathbb{Z})$ の時に出てくる既約表現以

外でてこない。 以下、 この報告で使われている言葉の定義を述べ、 定理垣の証明

の概略を述べる。

2Fusion $\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\dot{\mathrm{a}}$ and modular fusion algebra
Fusion algebra の定義をどのようにするかはいまだ議論されているようであるが、
この報告では [1] や [8] で与えられている定義を用いる。

定義 2.1(Fusion algebra). $A$ を $\mathbb{C}$ 上の結合可換代数とする。 $A$ が次の条件を満

たす基底 $\{x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n}\}$ を持つとき、 $A$ を fusion algebra と言う。
$x_{i} \cdot x_{j}:=\sum_{k=0}^{n}N_{ij}^{k}x_{k}$ とした時、

(i) $N_{i0}^{j}=\delta_{ij}$ ( $\delta$ はクロネッカーの $\delta$ )

(ii) $N_{ij}^{k}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$

(iii) $\exists$ involution $\wedge:\{0,1, \ldots, n\}arrow\{0,1, \ldots, n\}\mathrm{s}.\mathrm{t}N_{ij}^{0}=\delta_{i\hat{j}}$ and $N_{\hat{i}\hat{j}}^{\hat{k}}=N_{ij}^{k}$

$N_{ij}^{k}$ を $A$ の structure constants と言う。

$S:=(\begin{array}{l}0-101\end{array})T:=(\begin{array}{ll}1 10 1\end{array})\text{と}$ した時、 よく知られてるように

$\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathbb{Z})=<S,$ $T|S^{4}=I,$ $S^{2}=(ST)^{3}>$

が成り立つ。 次に MFA を定義する。

定義 22(Modular fusion algebra). $A$ を structure constants $N_{ij}^{k}$ を持った $\mathrm{n}+1$

次元の FA とする。 $\rho$ を $\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathbb{Z})$ の $\mathrm{n}+1$ 次のユニタリー表現とする。 ここで表現
の行列は $\{0, 1, \ldots, n\}$ で index 付けられているとする。 $(A, \rho)$ が次の条件を満た

す時、 $(A, \rho)$ を modular fusion algebra と言う。

(i) $\rho(\mathrm{S})$ は対称、 $\rho(\mathrm{T})$ は対角行列。

(ii) $N_{ij}^{0}=\rho(S^{2})_{ij}$

(iii) (Verlinde’s formula)

$N_{ij}^{k}= \sum_{m=0}^{n}\frac{\rho(S)_{im}\rho(S)_{jm}\overline{\rho(S)_{km}}}{\rho(S)_{0m}}$ .
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特に 1 次元の MFA を trivial MFA という。

次に定義する MFA の nondegenerate という条件は Eholzer([8]) によって導入された.

定義 23(Nondegenerate). $(A, \rho)$ を MFA とする。 $\rho(T)$ の特性多項式が重根を持
たないとき $(A, \rho)$ を nondegenerate MFA と言う。 $\rho(T)$ を nondegenerate とも言う。

この nondegenerate }こ関して、 Eholzer([8]) Iこよる 2 つの補題がある。

補題 2.1. $(A, \rho)$ を nondegenerate MFA とする。 その時 $\rho$ は既約である.

補題 22. $\rho\text{、}\rho$ ’を同値既約ユニタリー表現で、$\rho(T)=\rho’(T)$ かつ $\rho(T)$ は nondegen-
erate な対角行列とする。 この時あるユニタリー対角行列 $D$ が存在し、 $\rho=D^{-1}\rho’D$

が成り立つ。

注意. (i) 補題 2.1 によって nonndegenerate MFA を探すには既約表現から探せばい
いということがわかる。

(ii) $\rho$ を $\rho(T)$ が nondegenerate対角行列であるユニタリー既約表現とする。 $\rho’$ を

$\rho(T)=\rho’(T)$ を満たす $\rho$ と同値なユニタリー表現とする。 この時、補題 22 からある

ユニタリー対角行列 $D=(\begin{array}{llll}d_{0} d_{1} \ddots d_{n}\end{array})$ が存在し、 $\rho’=D^{-1}\rho D$が成り立つ。

よって $\rho’(S)_{ij}=_{\overline{d}_{i}}\rho(S)_{ij}d_{i}$ である。 $\rho$ と $\rho’$ に Verlinde’s formula を適用すれば、

$\sum_{m=0}^{n}\frac{\rho(S)_{im}’\rho(S)_{jm}’\overline{\rho(S)_{km}’}}{\rho(S)_{0m}’}=\frac{d_{k}}{d_{i}d_{j}}\sum_{m=0}^{n}\frac{\rho(S)_{im}\rho(S)_{jm}\overline{\rho(S)_{km}}}{\rho(S)_{0m}}$

$|d_{i}|=1$ であるので、 もしある $\rho’$ が MFA lこ付随しているならば、 $\forall i,$ $j$ , k}こ対して、

$| \sum_{m=0}^{n}\frac{\rho(S)_{im}\rho(S)_{jm}\overline{\rho(S)_{km}}}{\rho(S)_{0m}}|\in \mathbb{Z}$ でなければいけない。

この判定条件はとても有用である。私たちはこの判定条件によって MFA に付随し
ている表現の非存在を証明する。

3 剰余群の構造

この節は Newman([13]) に従う。

$\Gamma$ [こおいて, $x:=(\begin{array}{ll}0 -11 0\end{array}),$ $y:=(\begin{array}{l}0-111\end{array})$ , $z:=xy=(\begin{array}{ll}1 10 1\end{array})$ , $a:=$
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$[x\backslash y’]=xyxy^{2}=(\begin{array}{ll}2 11 1\end{array}),$ $b:=[x, y^{2}]=xy^{2}xy=(\begin{array}{ll}1 11 2\end{array})$ とおく。

また $\Gamma’,$ $\Gamma’$’をそれ 1 第 2交換子群を表すとする。 この時よく知られている
ように、

(1) $\Gamma=<x,$ $y|x^{2}=y^{3}=1>$

(2) $\Gamma’=<a,$ $b>$ ( $a_{\text{、}}b$ によって生成される自由群)

(3) $\Gamma--\sum_{r=0}^{5}z^{r}\Gamma’$

(4) $\Gamma’=\sum_{i,j\in}a^{i}b^{i}\Gamma_{\text{。}^{}\prime\prime}$ ( $\Gamma’/\Gamma’’$ は rank2 の自由アーベノレ群)

が成り立つ。また、 $[a, b^{-1}]=(\begin{array}{ll}1 60 1\end{array})=z^{6}$ 従って $z^{6}\in\Gamma’$’ であることに注意する。

$\triangle(m)=z^{m}$ を含む最小の $\text{正規_{}\mathrm{p}}\mathfrak{R}$分群 $\text{と}$すると $1\leq \mathrm{m}\leq 5$ に対して $\triangle(m)=\Gamma(m)$

が成り立つことが Brenner([3]) によって知られている。 $m=6$で初めて主合同部分

群と異なり、 $\triangle(6)=\Gamma’’$ となることが Newman([14]) によって示された。 一般に合
同部分群 $G$ に対して、 $z^{m}\in G$ なる最小の $m$ と $G\subset\Gamma(m)$ なる最小の $m$ とは一致

するので $m=6$ の時に初めて非合同部分群が現れる。 このことが、 問題にでてきた
正規部分群がもっとも合同部分群に近いものであると言った理由である。以下、 $\Gamma’’$

を含む正規部分群を考える。
$G$ を $z^{6}$ を含む正規部分群とする。 $\triangle(2)=\Gamma(2)\text{、}\triangle(3)=\Gamma(3)$ であるので、

z2\in G\Rightarrow G\supset \Gamma (2)、

$z^{3}\in G\Rightarrow G\supset\Gamma(3)$

([8]) で、 $\Gamma/\Gamma(2)\simeq S_{3}$ ( $3$ 次対称群) $\text{、}\Gamma/\Gamma(3)\simeq A_{4}$ ( $4$ 次交代群) の 1 次以外の既
約表現は MFA に付随していないことが確かめられている。次に $z$ の $\Gamma/G$ における

位数が 6 であるとする。 この場合に Newman ([13]) による次の補題が成り立つ。

補題 3.1(Newman). $\Gamma\triangleright G_{\text{、}}z$ の $\Gamma/G$ における位数が 6 であるとする。 この時
$\Gamma’$ \supset G\supset F’’。

以下は $\Gamma’\supset G\supset\Gamma’’$ なる正規部分群 $G$ だけを考える。 そのような正規部分群達

は Newman によって分類されている。 ([13])

定理 3.1. $\Gamma’\supset G\supset\Gamma_{\text{、}^{}\prime\prime}G\neq\Gamma’’$ なる正規部分群達と次のような整数の組 $(p,m,d)$

の間に 1 対 1 対応がある。

$p>0,0\leq m\leq d-1,$ $m^{2}+m+1\equiv 0$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} d)$ .

対応は $(p,m,d)$ に対して

$G= \sum_{i,j\in}A^{i}B^{j}\Gamma’’(A:=a^{p}b^{mp}, B:=b^{dp})$
を対応させる。

42



さらに Newman は [15] で $\Gamma’\supset G\supset\Gamma’’$ が合同部分群になるのは $(\mathrm{p},\mathrm{m},\mathrm{d})=(1,0,1)$ ,

(1,1,3), $(2.0\backslash 1)\prime\prime\prime$. $(2,1,3)$ だけであることを示した。 従って、私たちは無限個の非合同

部分群を得る。
$G= \sum_{i,j\in}A^{i}B^{j}\Gamma’’\mathrm{w}hereA:=a^{p}b^{mp},$

$B:=b^{dp}$ とする。 この H寺

$\Gamma’=$

$\sum_{i=0,..,p-1,j=0,..,dp-1}a^{i}b^{\dot{7}}G_{\text{、}}$

よって

$\Gamma=\sum_{i=0,..5}$
$\sum_{j=0,..,p-1,k=0,..,dp-1}z^{i}a^{j}b^{k}G$

だから、剰余群の構造は

$\Gamma/G\simeq \mathbb{Z}/6\mathbb{Z}\ltimes(\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}\cross \mathbb{Z}/dp\mathbb{Z})$

となる。 $\mathbb{Z}/6\mathbb{Z}(=<z>)$ の $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}\cross \mathbb{Z}/dp\mathbb{Z}$ への半直積としての作用は次のように与
えられる。

$\forall(i,j)\in \mathbb{Z}/p\mathbb{Z}\cross \mathbb{Z}/dp\mathbb{Z}$ ,
$S^{0}(i,j):=(i,j)$ ,

$S(i,j):=z^{-1}(i,j)z=(-mi-j, (m^{2}+m+1)i+(m+1)j)$ ,

$S^{2}(i,j):=z^{-2}(i,j)z^{2}=(-(m+1)i-j, (m^{2}+m+1)i+mj)$ ,

$S^{3}(i,j):=z^{-3}(i,j)z^{3}=(-i, -j)$ ,

$S^{4}(i,j):=z^{-4}(i,j)z^{4}=-S(i,j)$ ,

$S^{5}(i,j):=z^{-5}(i,j)z^{5}=-S^{2}(i,j)$ .

4The little group method
この節で剰余群の既約指標を求める為に、 Little group method を復習しておく

([6] 参照)。 この方法で $G=H\ltimes A$ ( $A$ アーベル群) の形の既約表現を求めることが
出来る。 この報告では、 $G$ の既約表現の同値類の全体を Irr(G) で表すことにする。

$G:=H\ltimes A$ ( $A$ はアーベノレ群) とする。 $H$ は Irr(A) に次のように作用する。
$\forall h\in H,$ $\forall a\in A,$ $\forall\rho\in \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(A)$ {こ対して、

$(h\rho)(a):=\rho(a^{h})$ ,

ここで a\sim ま $H$ の $A$ 上の作用を表す。

Irr(A) $=\cup\hat{A}_{i}i=1n$ ( $H$ の作用による軌道分解) とする。
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$\rho_{i}\in\hat{A}_{i}$ を一つ固定し、

$H_{i}:=\{h\in H|h\rho_{i}=\rho_{i}\},$ $G_{i}:=H_{i}\cdot A$ .

と定義する。 この時、 $\chi\in \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(H_{i})$ は次のようにして $\mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(G_{i})$ の元とみることができる。

$\forall h\in H_{i},\forall a\in A,$ $\chi(ha):=\chi(h)$

また $\rho_{i}$ は、
$\rho_{i}(ha):=\rho_{i}(a)$

とおくと、 \rho i\in Irr(G。) とみることができる。 $\chi$ , \rho i\in Irr(G�と見て、

$\theta_{\chi i}:=(\chi\otimes\rho_{i})^{G}$ と定義する。

ここで $(\chi\otimes\rho_{i})^{G}$ は $\chi\otimes\rho_{i}$ の $G$ への誘導表現を表す。 この時 $\theta_{\chi i}\in \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(G)$ で

Irr(G) $=\{\theta_{\chi i}|1\leq i\leq n, \chi\in H_{i}\}$ となる。

5 次数 2 $\backslash 3$の既約表現

この節で、 $\mathbb{Z}/6\mathbb{Z}\ltimes(\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}\cross \mathbb{Z}/dp\mathbb{Z})$の既約表現を求め、次数 $2_{\text{、}}3$ の表現から MFA
が出来るかどうか考える。 この報告を通して \mbox{\boldmath $\xi$}。は 1 の原始 $n$ 乗根を表すとする。
$G:=\mathbb{Z}/6\mathbb{Z}\ltimes(\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}\mathrm{x}\mathbb{Z}/dp\mathbb{Z})$ , $H:=\mathbb{Z}/6\mathbb{Z},$ $A:=\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}\cross \mathbb{Z}/dp\mathbb{Z}$ とする。
$\forall(i, j),$ $(k, l)\in \mathbb{Z}/p\mathbb{Z}\cross \mathbb{Z}/dp\mathbb{Z},$ $\phi_{ij}(k, l):=\xi_{dp}^{ikd+jl}$ と定義すると、

Irr(A) $=\{\phi_{ij}|(i,j)\in \mathbb{Z}/p\mathbb{Z}\mathrm{x}\mathbb{Z}/dp\mathbb{Z}\}$ である。

$H$ は Irr(A) に

$\forall(l, m)\in A,$ $(z^{k}\phi_{ij})(l, m):=\phi_{ij}(S^{k}(l, m))$ で作用する。

\phi 旬 $\in \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(A)$ を一つ固定する。 $H_{ij}:=$ { $h\in H|$ (h\phi 旬) $=\phi_{ij}$ }, $G_{ij}:=H_{ij}\cdot A$ とお

く。 この時、 明らかに次の補題が成り立つ。

補題 5.1. $z\in H_{ij}\Leftrightarrow i=j=0$

$z^{2}\in H_{ij}\Leftrightarrow 3j\equiv 0,$ $id\equiv(m-1)j(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} dp)$

$z^{3}\in H_{ij}\Leftrightarrow 2i\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p),$ $2j\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} dp)$

$\psi\in \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(H_{ij})$ を 1 つとる。 $\theta_{\psi ij}:=(\psi\otimes\phi_{ij})^{G}$ とすると、 little group method 1こよ

りこれは既約表現で、 $G$ の既約表現はすべてこのような形で得られる。 $H_{ij}$ はアー

ベ Jレ群なので、 $\deg\psi=1_{\text{。}}$ よって、

$\mathrm{d}eg\theta_{\psi ij}=|G$ : $G_{ij}|=|H$ : $H_{ij}|_{\text{。}}$
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だから、 $G$ の既約表現の次数は $1_{\backslash }2_{\backslash }3_{\backslash }6$ であることがわかる。 では、 次数 2 と 3
の表現から MFA が出来るかを調べる。 ここで、 $x\ovalbox{\tt\small REJECT} z^{3}S^{4}(0,1)\in G$ に注意する。

(i) 次数 2
次数 2 の既約表現は $|H$ : $H_{ij}|=2$ の時、 即ち $H_{ij}=<z^{2}>$ の時に出てくる。 こ

の時、
$G_{ij}=<z^{2}>.A$ , G=G旬 +zG旬

となる。 $0\leq\forall k,$ $l\leq 2,$ $\psi_{k}(z^{2l}):=\omega^{kl}(\omega:=\xi_{3})$ とおく。 $\theta_{kij}:=(\psi_{k}\otimes\phi_{ij})^{G}$ とす

ると、

$\theta_{kij}(z)=(\begin{array}{ll}0 \omega^{k}1 0\end{array})$ , $\theta_{kij}(x)=(\omega^{k}\xi_{dp}^{id-(m+1)j}0$ $\omega^{2k}\xi_{dp}^{id-mj}0)$ となる。

補題 5.1 より $z^{2}\in H_{ij}\Leftrightarrow 3j\equiv 0,$ $id\equiv(m-1)j(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} dp)$ であるから、

$\theta_{kij}(x)=(\omega^{k}\xi_{dp}^{-2j}0$ $\omega_{0}^{2k}\xi_{dp}^{-j})$ となる。

$\alpha:=\xi_{6}\text{、}\beta:=\xi_{dp}$ とおく。 $P:= \frac{1}{\sqrt{2}}(\begin{array}{ll}\alpha^{k} -\alpha^{k}1 1\end{array})$ で $\theta_{kij}$ の共役をとると

$P^{-1}\theta_{kij}(z)P=(\begin{array}{ll}\alpha^{k} 00 -\alpha^{k}\end{array}),$ $P^{-1} \theta_{kij}(x)P=\frac{\alpha^{3k}}{2}(\begin{array}{ll}\beta^{-j}+\beta^{-2j} \beta^{-j}-\beta^{-2j}\beta^{-2j}-\beta^{-j} -(\beta^{-j}+\beta^{-2j})\end{array})$

$3j\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} dp)$ であるから、$\beta^{-j}=\omega^{l}(l=1,2)$ となる。 (もし $l=0,$ $j=0$ なら

ば、 $id\equiv(m-1)j(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} dp)$ であるので、 それ (ま $\mathrm{i}=0$ を意味する。 これは $z\not\in H_{ij}$

に矛盾する。 )
よって $P^{-1}\theta_{kij}(x)P$ の可能性は

$\frac{\alpha^{3k}}{2}$ ( $-\sqrt{3}-1$ $-\sqrt{3}1$ ), $\frac{\alpha^{3k}}{2}(\begin{array}{ll}-1 \sqrt{3}\sqrt{3} 1\end{array})$ 。2 っ。’、ない。

上の 2 つの表現はそれぞれ $N_{1}(\chi_{1})\otimes\rho_{k}$ と $N_{1}(\chi_{1})\otimes\rho_{k+3}$ に同値である。 ここで

$\rho_{k}(x):=(-1)_{\text{、}^{}k}\rho_{k}(z):=\alpha^{k}$ で、 また $N_{1}(\chi_{1})$ (こつ $|_{\sqrt}$ ‘ては [17] の記号を使った。 $N_{1}(\chi_{1})$

の Kemel は合同部分群なので、反例にはならない。 なお、 [8] にこれらの表現から
は MFA は出てこないということが確かめられている。

(ii) 次数 3
次数 3 の表現は $|H:H_{ij}|=3$ の時, 即ち $H_{ij}=<z^{3}>$ の時に出てくる。 この時、

$G_{ij}=<z^{3}>\cdot A,$ $G=G_{ij}+zG_{ij}+z^{2}G_{ij}$ となる。
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$0\leq\forall k,$ $l\leq 1,$ $\psi_{k}(z^{3l}):=(-1)^{kl}$ とおく。 $\theta_{kij}:=(\psi_{k}\otimes\phi_{ij})^{G}$ とすると、

$\theta_{kij}(z)=(\begin{array}{lll}0 0 (-1)^{k}1 0 00 1 0\end{array}),$ $\theta_{kij}(x)=(\begin{array}{lll}\beta^{id-(m+1)j} 0 00 \beta^{id-mj} 00 0 \beta^{j}\end{array})$

補題 5.1 より、 $z^{3}\in H_{ij}\Leftrightarrow 2i\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p),$ $2j\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} dp)$ であり、 $\theta_{kij}(x)$

はスカラー行列ではないことと $(xz)^{3}=1$ より、 $\theta_{kij}(x)$ の可能性は

$(\begin{array}{lll}-1 0 00 -1 00 0 1\end{array}),$ $(\begin{array}{ll}-1 000 010 0-1\end{array}),$ $(\begin{array}{lll}01 00-1 00 0 -1\end{array})$ for $k=0$

$(\begin{array}{ll}1 000 010 0-1\end{array}),$ $(\begin{array}{lll}\mathrm{l} 0 00-1 000 1\end{array}),$ $(\begin{array}{lll}-1 0 00 1 00 0 1\end{array})$ for $k=1$ .

しかないことがわかる。 上の表現はそれぞれ、 $N_{1}(1, \chi_{1})\otimes\rho$ $(\deg\rho=1)$ の表現と

同値である。 $N_{1}(1, \chi_{1})$ については [17] の記号を使った。 $N_{1}(1, \chi_{1})$ の Kerne垣ま合同
部分群なので、これも反例にはならな $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\text{。}}$ なお、 [8] にこれらの表現からはまたMFA
はでてこないことが確かめられている。

最後に次数 6 の既約表現を考えてみる。

6 次数 6の既約表現
補題 5.1 の合同式をどれも満たさないような $(i, j)\in(\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}\cross \mathbb{Z}/dp\mathbb{Z})$ を取ってく

る。その時 $H_{i\nearrow}1$ である。 よって、 little group method より $\phi_{ij}^{G}$ は既約表現になる。

$\phi_{ij}^{G}(z)=(\begin{array}{llllll} 11 1 1 1 1 \end{array})$

まずこの行列を $P:= \frac{1}{\sqrt{6}}(\alpha^{cd})$ (ここで\mbox{\boldmath $\alpha$}dは $(c,$ $d)$ 成分を表す) を用いて対角化する。

$P^{-1}\phi_{ij}^{G}(z)P=(1$

$\alpha^{-1}$

$..$ .
$\alpha^{-5})$
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$\ddagger\circ \mathrm{C}\vee\phi_{ij}^{G}(z)\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{J}\xi \mathrm{p}_{\grave{\mathrm{J}}}\underline{\mathrm{R}}\{\mathrm{b}^{-}C^{\backslash }\backslash ho_{0}$

$P^{-1}\phi_{ij}^{G}(x)P=P^{-1}\phi_{ij}^{G}(z^{3}S^{4}(0,1))P=(P^{-1}\phi_{ij}^{G}(z)P)^{3}P^{-1}\phi_{ij}^{G}(S^{4}(0,1))P$

$= \frac{1}{6}(\begin{array}{l}1\backslash -11-11-1\end{array}$ $( \sum_{l=0}^{5}\alpha^{(-c+d)l}\phi_{ij}^{G}(S^{4+l}(0,1))$ ,

ここで $\sum_{l=0}^{5}\alpha^{(-c+d)l}\phi_{ij}^{G}(S^{4+l}(0,1))$ は $(c, d)$ 成分を表し、 $\mathrm{S}$ の index は $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 6$ で計

算される。 $k_{i}\text{、}$
$x_{i}$ を次のように定義する。

$S^{0}(0,1)=(0,1)$ $k_{0}:=j$ ,

$S^{1}(0,1)=(-1, m+1)$ $k_{1}:=-id+(m+1)j$ ,

$S^{2}(0,1)=(0,1)$ $k_{2}:=-id+mj$ ,

$S^{3}(0,1)=(0, -1)$ $k_{3}:=-j$ ,

$S^{4}(0,1)=-S^{1}(0,1)$ $k_{4}:=-k_{1}$ ,

$S^{5}(0,1)=S^{2}(0,1)$ $k_{5}:=-k_{2}$ ,

$x_{i}:= \sum_{l=0}^{5}\alpha^{il}\beta^{k_{l+4}}$ (ここで $k$ の index は $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 6$ で計算されている)。この時、 $x_{i}$ を

用いて $P^{-1}\phi_{ij}^{G}(x)P$ は次のように簡単になる。

$P^{-1} \phi_{ij}^{G}(x)P=\frac{1}{6}(-x_{5}-x_{3}-x_{1}x_{0}x_{4}x_{2}$ $-x_{0}-x_{4}-x_{2}xx_{5}x_{3}1$ $-x-x_{5}-x_{3}x_{2}x_{0}x_{4}1$ $-x_{2}-x_{0}-x_{4}x_{3}xx_{5}1$ $-x_{3}-x_{1}-x_{5}x_{4}x_{2}x_{0}$

$-x_{4}-x_{2}-x_{0}x_{5}x_{3}x_{1})$ .

補題 22 によって、 $\rho$ が $\rho’(z)=\rho(z)-\epsilon^{\backslash }\backslash \text{ある}$ \ddagger $\overline{\mathcal{D}}fp_{\text{、}}$ 同値なユニタリー表現に移ると

すると、 あるユニタリー行列 $D=(\begin{array}{llll}d_{0} d_{1} \ddots d_{5}\end{array})$ が存在し、 $\rho’=D^{-1}\rho D$ と

なる。 よって $\rho’$ が MFA に付随しているならば、 $x_{i}\neq 0(\forall i)$ が成り立たなければ

ならない (もしある $x_{i}$ が 0 になると、 Verlinde’s formula に矛盾する)。 よって、 以

下 $x_{i}\neq 0(\forall i)$ と仮定する。 この時、 $(PD)^{-1}\phi_{ij}^{G}(x)PD$ の成分比較によって、次の補

題を得る。
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補題 6.1. $(PD)^{-1}\phi_{ij}^{G}(x)PD$ が対称

$\Leftrightarrow d_{1}^{2}=-\frac{x_{5}}{x_{1}},$ $d_{2}^{2}= \frac{x_{4}}{x_{2}}$ $d_{3}^{2}=-1,$ $d_{4}^{2}= \frac{x_{2}}{x_{4}}$ $d_{5}^{2}=- \frac{x_{1}}{x_{5}},$ $x_{1}x_{2}=x_{4}x_{5\prime}.x_{2}^{3}=x_{4}^{3}$

この補題によって、 $($PD$)^{-1}\phi_{ij}^{G}(x)PD$ を対称にするような $d_{i}$ は $\pm 1$ の 2 っの可能
性しかないことが分かる。 またこの補題から明らかに次の補題を得る。

補題 62. $($ PD$)^{-1}\phi_{ij}^{G}(x)PD$ が対称にする $D$が存在する \Leftrightarrow ある $i$ が存在し、$\omega^{i}x_{1}=$

$x_{5}$ かつ $x_{2}=\omega^{i}x_{4}$

この補題の式が成り立つとすると $x_{i}:= \sum_{l=0}^{5}\alpha^{il}\beta^{k_{l+4}}$ であるので、$\omega^{i}x_{1}=x_{5}$ と $x_{2}=$

$\omega^{i}x_{4}$ の方程式を計算するとこの条件が $i,$ $j,$ $d,$ $p,$ $m$ に関する合同式の条件と同値に
なることが分かる。

補題 63. (i) $x_{1}=x_{5},$ $x_{2}=x_{4}\Leftrightarrow id\equiv(m-1)j(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} dp)$ .
(ii) $\omega x_{1}=x_{5},$ $x_{2}=\omega x_{4}\Leftrightarrow 2id\equiv(2m+1)j(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} dp)$

(iii) $\omega^{2}x_{1}=x_{5},$ $x_{2}=\omega^{2}x_{4}\Leftrightarrow id\equiv(m+2)j(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} dp)$

$I:=\xi_{4}$ とする。 $x_{1}=x_{5\text{、}}x_{2}=x_{4}$ の場合のみ、MFAの非存在を示す。他の場合も同
様である。 $x_{1}=x_{5^{\text{、}}}x_{2}=x_{4}$ の時. $d_{0}=1,$ $d_{1}=I,$ $d_{2}=1,$ $d_{3}=I,$ $d_{4}=1,$ $d_{5}=I$

とおくことによって $($PD$)^{-1}\phi_{ij}^{G}(x)PD$ を次のように対称行列にすることが出来る。
以下、 この $d_{i}$ の取り方でできる表現を $\rho$ とする。

$(PD)^{-1} \phi_{ij}^{G}(x)PD=\frac{1}{6}(Ix_{1}Ix_{3}Ixx_{2}x_{2}x_{0}1$ $-x_{2}-x_{2}-xIx_{3}IxIx101$
$Ix_{3}Ix_{1}Ixx_{0}x_{2}x21$

$-x_{2}-x_{0}-x_{2}Ix_{1}Ix_{3}Ix1$
$Ix_{1}Ix_{1}Ix_{3}x_{0}x_{2}x2$

$-x_{0}-x_{2}-xIx_{1}Ix_{3}Ix12)$

注意. (i) ここで補題 6.1 により, $($ PD$)^{-1}\phi_{ij}^{G}(x)PD$ を対称行列にするような $d_{i}$ 達
は上の取り方の $\pm 1$ しかない。 だから、 $\rho$ と同値な $\rho(z)=\rho’(z),$ $\rho(x)$ : 対称を
満たすユニタリー表現 $\rho’$ に Verlinde’s formula を適用しても $\rho$のそれと $\pm 1$ しか

違わない。以下、 $\rho$ の表現行列に index を $i$行目に $i-1$ を対応させて Verlinde’s
formula を適用したものを $N_{ij}^{k}$ と書くことにする。

(ii) MFA の非存在を示すには行列のすべての index の付け方に対して非存在を示
す必要があるが、上の行列はまるで巡回行列のように綺麗になっていることか
ら、 全ての indexの付け方に対して、 $\pm 1$ を除いて $N_{ij}^{k}$ の値が同じ回数だけ現
われることが確かめられる。 この事から非存在を示すには、上の indexの付け
方で整数条件が成り立たないことを示せば十分である。
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$x_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT} x_{5\backslash }x_{2}\ovalbox{\tt\small REJECT} x_{4}$ の時、 合同式から、 $c\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\cos\ovalbox{\tt\small REJECT},$

$s\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$. とおくと、
$dp$

$x_{0}=2(2c^{2}+2c-1),$ $x_{1}=-2sI(1+2c),$ $x_{2}=2(2c+1)(c-1),$ $x_{3}=4sI(1-c)$ .

とかく事が出来る。 もし MFA に付随しているとすると、上の注意から $- N_{12}^{3}+N_{13}^{4}=$

$2c$ は整数でなければならない。 よって $-1\leq c\leq 1$ より $c=-1,$ $\frac{-1}{2}$ , $0,$ $\frac{1}{2},1_{\text{。}}$

また

$N_{11}^{1}=-s \frac{16c^{5}-24c^{4}-82c^{3}+5c^{2}+36c-5}{6(1+2c)(c-1)(2c^{2}+2c-1)(c+1)}$であるので $c \neq\frac{1}{2},1,0,1$ である。

さらに $N_{11}^{4}= \frac{c-1}{2(2c^{2}+2c-1)}$ であるので, $c \neq\frac{1}{2}$となる。

これは矛盾である。 $\omega x_{1}=x_{5},$ $x_{2}=\omega x_{4}$ や、 $\omega^{2}x_{1}=x_{5},$ $x_{2}=\omega^{2}x_{4}$ の場合も同じ

parameter の部分を調べれば、矛盾が出てくる。

口
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