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可算パラコンパクト性と正規性は互いに独立した概念であるが, K. Morita [9], $\mathrm{M}.\mathrm{E}$ .
Rudin and M. Starbird [11] は距離空間との積について, 次の定理を示した.

定理 1(Morita [9]; Rudin and Starbird [11]). $X$ を距離空間, $\mathrm{Y}$ を可算パラコンパ
クト正規空間とする. $X\cross \mathrm{Y}$ が正規となるための必要十分条件は, $X\cross \mathrm{Y}$ が可算パラコ
ンパクトとなることである.

私たちはこの定理をもとにして, 新しく導入する位相空間 X。に関して以下の結果を
得た.

定理 2. $X$ を距離空間, $A\subset X$ とする. $\mathrm{Y}$ を可算パラコンパクト正規空間とする. $X_{A}\cross \mathrm{Y}$

が正規となるための必要十分条件は, $X_{A}\cross \mathrm{Y}$ が可算パラコンパクトとなることである.

以下, この定理に到るまでの関連する事実について述べる.
E. Michael [7] は実数の空間 $\mathbb{R}$ において, 有理数 $\mathbb{Q}$ の各点の近傍は実数の空間 $\mathbb{R}$ の通常
の近傍とし, 無理数 $\mathbb{R}-\mathbb{Q}$ の各点は孤立点として, $\mathbb{R}$ 上に新しい位相を導入して, Michael
直線 R。を構成した. この構成法を類推して, 位相空間 $X$ とその部分集合 $A$ に対し, 次に
定義する位相空間 X。は, 具体例の構成のときなどにしばしば見られる.

定義 3. $X$ を位相空間, $A\subset X$ とする. $x\in X$ の基本近傍 $N(x)$ を次で定義する.. $x\in A$ のとき, $N(x)$ は位相空間 $X$ における元の $x$ の近傍,. $x\in X-A$ のとき, $N(x)=\{x\}$ .
この基本近傍系によって集合 $X$ 上に位相を定義し, $X_{A}$ と書く.

$X_{A}$ においては, $A$ は X。上の閉集合となる.
以下において, $X,$ $\mathrm{Y}$ は位相空間, $A\subset X$ とする. $X_{A}$ の正規性については, 次の概念が

有用である.

定義 4 $(\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}1’ \mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}_{\dot{1}}[2])$ . (1) $A$ が strongly normal in $X$ とは, $A$ の任意の互い [こ素な

閉集合 $E,$ $F$ に対して, $E\subset U,$ $F\subset V$ となる $X$ の開集合 $U,$ $V$ が存在することである.
(2) $A$ が, $X$ に weakly $C$ -embeddedであると [ま, $X$ 上の任意の連続関数 $f$ : $Xarrow \mathbb{R}$ に対し

て, 次を満たす関数 $g$ が存在することである.
$g|_{A}=f$

$g$ は $A$ の各点に対して $X$ 上で連続となる.

AV. $\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{l}’ \mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}\dot{1}[2]$ は $X_{A}$ の正規性について次を示した.
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定理 5 $(\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{l}’ \mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}[2])$ . 次は同値である.
( $\mathfrak{y}X_{A}$ は正規,
(2) $A$ は strongly normal in $X$ ,
(3) $A$ は正規, かつ $A$ は $X$ に weakly C-embedded

weak $C$-embedding については次の結果がある.
$|$

定理 6(Hoshina-Yamazaki [5]). $A$ が $X$ に weakly $C$ -embedded である必要十分条件
は, $A$ における任意の互いに素な 2 つの cozerO-set $G_{0},$ $G_{1}$ 対して, 互いに素な $X$ の開集合
$H_{0},$ $H_{1}$ で, $G_{:}\subset H_{i}(i=0,1)$ を満たすものが存在することである.

$A$ が $X$ に $z$-embeddedであると {ま, $A$ の任意の zerO-set $Z$ に対して $Z=A\cap Z’$ を満た

す $X$ の zerO-set $Z’$ が存在することをいう. $A$ が Lindel\"ofかつ $X$ が Tychonoff或いは $X$ の

cozerO-set であるならば, $A$ {ま $X$ で $z$-embedded である.

定理 7. (1)(Costantini-Marcone [4]) $A$ が $X$ で稠密ならば, $A$ は $X$ に weakly C-
embedded である.

(2) ([5]) $A$ が $z$ -embedded in $X$ ならば, $A$ は $X$ に weakly $C$ -embedded である.

ゆえに, C’-embedding $\Rightarrow z- \mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\Rightarrow \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}$ $C$-embedding が成り立つ.
積空間 $X\cross \mathrm{Y}$ における $A\cross \mathrm{Y}$ の weak $C$-embedding については, まず次の場合が知ら

れている.

定理 8(Kodama [6]). $X$ は正規空間, $A$ は $X$の閉集合, $\mathrm{Y}$ を距離空間とする. $A\cross \mathrm{Y}$が可

算パラコンパクト正規ならば, $A\cross \mathrm{Y}$ は $X\cross \mathrm{Y}$ に $z$ -embedded, 従って, weakly C-embedded
である.

$A\cross \mathrm{Y}$ の正規性を仮定しない場合については, 次の結果を得た :

定理 9. $X$ は遺伝的正規空間, $A\subset X,$ $\mathrm{Y}$ を距離空間とすると, $A\cross \mathrm{Y}$ は $X\cross \mathrm{Y}$ に weakly
$C$-embedded である.

これらの結果に関連して, weak $C$-embedding を与える次の例を述べる. (1) はよく知ら
れているが, さらに (2) の例を加える.

例 10. (1) Michael 直線. R。は遺伝的正規. $\mathbb{Q}\cross \mathrm{P}$ は, Lindel\"ofであり, あるいは定理 8
[こより, $\mathbb{R}_{\mathbb{Q}}\cross \mathrm{P}$ {こおいて $z$-embedded であるが》C’-embedded ではない (K. Morita[10]).

(2) Vaughan の例 [12]. $D(\omega_{1})$ を濃度が $\omega_{1}$ の離散空間, $\hat{D}(\omega_{1})=(\omega_{1}+1)\{\omega_{1}\}$ (i.e. 空間
$\omega_{1}+1$ において $\omega_{1}$ 以外をすべて孤立点) とする.

$X=\square \hat{D}(\omega_{1}):\hat{D}(\omega_{1})$ の可算個のコピーの box product,
$\mathrm{Y}=D(\omega_{1})^{\omega}:\omega D(\omega_{1})$ の可算個のコピーの通常の product,

とおくと, $X$ は遺伝的パラコンパクト, $\mathrm{Y}$ は距離空間であるが, $X\cross \mathrm{Y}$ は正規にならない :

$A=X-\mathrm{Y}$, $\Delta(\mathrm{Y})=\{\langle x, x\rangle|x\in \mathrm{Y}\}$
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とおくと, $A\cross \mathrm{Y}$ と $\triangle(\mathrm{Y})$ は, 開集合で分離できない互いに素な閉集合である ([12]). ここ
ではさらに次の事実がわかる. まず, (1) とは異なり $A\cross \mathrm{Y}$ は正規にならないが, 定理 9 に
より, $A\cross \mathrm{Y}$ は $X\cross \mathrm{Y}$ に weakly $C$-embedded である. また, $\mathrm{Y}^{2}\cong \mathrm{Y}$ であり, さらに $\Delta(\mathrm{Y})$

は $X\mathrm{x}\mathrm{Y}$ の zerO-set であることが示せる. 従って, Morita[10] と同様な議論により, $A\cross \mathrm{Y}$

は $X\cross \mathrm{Y}$ において C’-embedded にならない.

$X_{A}$ の積に関して, 次の結果がある.

定理 11 ([5]). $\mathrm{Y}$ をコンパクト Hausdorff空間とする. $X_{A}\cross \mathrm{Y}$ が正規となるための必要
十分条件は, $(X\cross \mathrm{Y})(A\cross Y)$ が正規となることである.

$X_{A}\cross \mathrm{Y}$ と $(X\cross \mathrm{Y})(A\mathrm{x}Y)$ は集合としては同じであるが, 位相空間としては異なる. 位相

の強弱関係は, $(X\cross \mathrm{Y})(A\cross Y)\vec{\grave{1}\mathrm{g}\Re}idX_{A}\cross \mathrm{Y}X\vec{\grave{\mathrm{l}}\yen \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}}id\cross \mathrm{Y}$ .
定理 11 において, 必要性は $\mathrm{Y}$ の仮定なしで常に成立するが, 十分性は $\mathrm{Y}$ のコンパクト

性は除けない.

Michael直線もと無理数全体の空間 $\mathrm{P}$ との積 $\mathbb{R}_{\mathrm{A}}\cross \mathrm{P}$ は正規ではない. ところが $\mathbb{R}\cross \mathrm{P}$

は距離空間だから $(\mathbb{R}\cross \mathrm{P})(\mathbb{Q}\mathrm{x}\mathrm{P})$ は正規.

私たちば次の結果を得た.

定理 12. $\mathrm{Y}$ を位相空間とする. $X_{A}\cross \mathrm{Y}$が正規であるための必要十分条件は, $(X\cross \mathrm{Y})_{(A\mathrm{x}Y)}$

が正規でありかつ次の条件 $(*)$

$(*)$ $E\cap(A\cross \mathrm{Y})=\emptyset$ となる $X_{A}\cross \mathrm{Y}$ の任意の閉集合 $E$ に対して,
$E\subset U,$ $\overline{U}\cap(A\cross \mathrm{Y})=\emptyset$ となる $X_{A}\cross \mathrm{Y}$ の開集合 $U$ が存在する

が成り立つことである。

定理 11 と比較すると, $\mathrm{Y}$ のコンパクト性に代わりに $(*)$ の条件が加わった.
$\mathrm{Y}$ がコンパクトならば, 射影 $\pi$ : $X_{A}\cross \mathrm{Y}arrow X_{A}$ は閉写像だから $(*)$ が従う.

また $\mathrm{D}.\mathrm{K}$ . Burke and R. Pol [3] は次を示した.

定理 13(Burke-Pol [3]). $A\subset X\subset \mathbb{R},$ $\mathrm{Y}$ は距離空間とする. $X_{A}\cross \mathrm{Y}$ が正規であるた
めの必要十分条件は, $(*)$ が成り立つことである.

上の定理では, $X\cross \mathrm{Y}$ は距離空間であるから $(X\cross \mathrm{Y})(A\mathrm{x}Y)$ は正規. よって, 定理 12 か
ら直ちに従う.

$A\cross \mathrm{Y}$ は $X_{A}\cross \mathrm{Y}$ の閉集合であるから, $X_{A}\cross \mathrm{Y}$ が正規ならば $A\cross \mathrm{Y}$ は正規となる. こ

れの逆について, 次の結果を得た.

定理 14. $X$ を距離空間, $A\subset X,$ $\mathrm{Y}$ は可算パラコンパクト正規空間とする. $(X\cross \mathrm{Y})(A\mathrm{x}Y)$

が正規となるための必要十分条件は, $A\cross \mathrm{Y}$ が正規となることである.

定理 15. $X_{A}\cross \mathrm{Y}$ が $\gamma$-パラコンパクトならば, $(X\cross \mathrm{Y})(A\cross Y)$ は \gamma -パラコンパクトである.

また, $X_{A}\cross \mathrm{Y}$ が $(*)$ は満たせば, 逆が成り立つ.
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この定理の逆について, “
$X_{A}\cross \mathrm{Y}$ が $(*)$ を満たす $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は除けない. $(\mathbb{R}\cross \mathbb{P})_{(\mathbb{Q}8\ovalbox{\tt\small REJECT})}$ は遺伝的パ

ラコンパクト. ところが, $\mathbb{R}_{\mathbb{Q}}\cross \mathbb{P}$ は正規ではない. 定理 1 より, $\mathbb{R}_{\mathbb{Q}}\cross \mathbb{P}$ は可算パラコンパ
クトではない.

定理 16. $X$ を距離空間, $A\subset X,$ $\mathrm{Y}$ を $\gamma$-パラコンパクト正規空間とする. $(X\cross \mathrm{Y})_{(A\mathrm{x}Y)}$

が $\gamma$-パラコンパクト正規となるための必要十分条件は, $A\cross \mathrm{Y}$ が正規となることである.

定理 17. $A\cross \mathrm{Y}$ は可算パラコンパクト正規空間とする.
(1) $X_{A}\cross \mathrm{Y}$ が正規ならば, $X_{A}\cross \mathrm{Y}$ は可算パラコンパクト.
(2) $X$ が距離空間とする. $X_{A}\cross \mathrm{Y}$ が可算パラコンパクトならば, $X_{A}\cross \mathrm{Y}$

は正規.

(2) において, “$X$ が距離空間” は除けない.

例 18. 次を満たすコンパクト空間 $X,$ $\mathrm{Y},$ $A\subset X$ が存在する.
. $A\cross \mathrm{Y}$ は可算パラコンパクト正規,
. $X_{A}\cross \mathrm{Y}$ は可算パラコンパクトであるが, 正規ではない.

定理 2 の証明. 定理 1 より, $A\cross \mathrm{Y}$ は可算パラコンパクト正規. ゆえに, 定理 17 より従う.
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