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1 はじめに

ここでは、 部分観測可能なマルコフ連鎖において、それぞれの状態に推移する確率の性質
と、 ジョブ・サーチにおいて最適政策にしたがって最適に振る舞ったときの同様の確率の性
質を考える。 このジョブ・サーチは、 最適停止問題の 1 つであり、 Lippman and MacCall
[7] によって解析された動的な経済 (dynamic economy) の\sim 合を拡張したものである。 これ
は、 それぞれの状態が経済の状態を表し、それぞれの状態に依存した、 ジョブの大きさを表

す確率変数を考える。 [7] と異なる点は、 部分観測可能なマルコフ連鎖にしたがって変化す
る状態を直接知ることができないことであり、 この場合にそれぞれの状態に推移する確率の
性質をみる。 ジョブ・サーチにおいては、 最適政策は一般的にあらかじめ決められた大きさ
(reservation wage) によって定まるが、 ここで考えるような不完備情報の場合には必ずしも
当てはまらない。
いま、 未知の状態に関する情報は、状態空間上の確率分布で表されるとし、学習プロセス
としてベイズの定理を用いる。そのため、 total positive of order two または、簡単に $TP_{2}$ と

呼ばれる性質を用いるが、 これは尤度比を用いた順序関係と関連し、事前情報、事後情報、

最適政策やそれぞれの状態に推移する確率との関係を考える。 この $TP_{2}$ の性質については、

Karlin and McGregor [2], Karlin [1] や Karlin and Rinott [3] など{こ詳しい O

部分観測可能なマルコフ連鎖におけるジョブ・サーチを考えるために、動的な軽済におけ
るジョブ・サーチで、状態を直接知ることができる場合について基本的な性質を 2 節でまと
め、 それぞれの状態に推移する確率が $TP_{2}$ であることを示す。 3 節では、状態が部分観測可
能なマルコフ連鎖にしたがって推移する場合に、 それぞれの状態に推移する確率が $TP_{2}$ で

あることが示される。 ジョブ・サーチにおける最適政策にしたがった場合についても考える。
つぎに、学習プロセスがベイズの定理にしたがって場合に、それぞれの状態に推移する確率
の性質をみるために、 状態を直接知ることができる場合についても考える。 とくに、 有限状

態マルコフ連鎖で状態空間を $\{1, 2, \cdots, K\}$ とするとき、 状態 $K$ が債務不履行 (default) の

状態を表すとすれば、破産する確率の性質を求めることになっている。 したがって、状態に

関する情報が不完備な場合に、 これらの確率の性質を求めることになっている。

2 動的な経済 (dynamic economy) におけるジョブ・サーチ

2.1 最適政策と期待利得

状態空間を $\{1, 2, \cdots, K\}$ とし、 推移行列を $P=(p_{ij})_{i,j=1,2,\cdots,K}$ とするマルコフ連鎖を考
える。 このマルコフ連鎖の、 それぞれの状態 $i$ が経済の状態に対応するものと考え、 これら

の状態 $(i=1,2, \cdots, K)$ に対して、 ジョブの大きさを表す確率変数 $X_{i}$ を対応させる。 また、

つぎのジョブの大きさを知るためには、費用 $c$ が必要である。 このとき、割引率を $\beta$ とした

ときの期待利得を最大にする最適政策と総期待利得を Lippman and MacCall [7] では、 つ
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ぎの仮定の下で議論している。
(1) $F_{i}(x)$ は確率的に減少、 すなわち、 任意の $x$ に対して $F_{1}(x)\geq F_{\mathit{2}}(x)\geq\cdots\geq F_{n}(x)$ で

ある。
(2) 任意の $k$ に対して、 j\Sigma =sk乃 j は $i$ に関して非減少である。

例えば、 状態空間を $S=\{1,2, \cdots, K\}$ とするとき、 推移確率 $P$ において $pKK=1$ とし、

状態 $K$ のとき確率 1 で $X_{K}=0$ とすれば、 この状態 $K$ は債務不履行 (default) の状態と考
えることが出来る。すなわち、企業の状態を状態 $k$ とし、 確率変数 $X_{k}$ を企業の状態が $k$ の

$1-\delta^{n}$

ときのその企業の株価あるいは債券価格と考える。 また、効用
$\overline{1-\delta}x$

は、 持っている株あ

るいは債権等を売却して安全資産へ投資することによって得られる利得と考えることが出来
る。 このとき、企業の状態と、その株価あるいは債券価格 $x$ を知って売却するかどうかを決

定することになる。
ここでは、動的な経済におけるジョブ・サーチをこのマルコフ連鎖の状態に関して不完備

情報の場合に解析することを目的とするので、上記の場合とは異なり推移行列と確率変数 $X_{i}$

$(i=1,2, \cdots, K)$ の分布関数に関して、つぎの 2つの仮定 (仮定 1 と 2) のもとで議論する。状
態空間が $\{1, 2, \cdots, K\}$ で、 推移行列が $P=(p_{ij})_{i,j=1,\mathit{2},\cdots,K}$ のマルコフ連鎖において、 それ

ぞれの状態 $i$ に対応する確率変数 $X_{i}$ は絶対連続で密度関数 $f_{i}(x)(i=1,2,3, \cdots, K)$ を持つ

ものとする。 ここでの議論は、Nakai[11] のように一般の部分観測可能なマルコフ過程の場
合にも拡張することは可能であり、多段決定過程に応用することもできる (Nakai[9, 10]etc)。
まずはじめに、 定義 1 によって尤度比を用いて、確率変数のあいだに順序関係を導入する。

定義 1 確率密度関数 $f(x),$ $g(x)$ をもつ 2つの確率変数 $X,\mathrm{Y}$ に対して、任意の $x$ と $y$が $x\geq y$

であれば、 $f(y)g(x)\leq f(x)g(y)$ となるとき、 $X$ は $\mathrm{Y}$ より尤度比の意味で大きいといい、簡

単に $X[succeq] \mathrm{Y}$ と表す。

定 ae 2 $K\cross K$行列 $A=(a_{ij})_{i,j=1,\mathit{2},3,\cdots,K}$ [こ対して. $a_{ik}a_{jl}\geq a_{jk}a_{il},$ $i.e.,$ $|\begin{array}{ll}a_{ik} a_{\dot{\mathrm{o}}l}a_{jk} a_{jl}\end{array}|\geq 0$

が、 $i\leq j$ および $k\leq l$ を満たす任意の $i,j,$ $k$ と $l$ に対して成り立つとき $(i,$ $j=1,2,$ $\cdots,$
$K$,

$k,$ $l=1,2,$ $\cdots$ , K)、 この行列 $A$ は total positive of order two といい. 簡単 [こ $TP_{\mathit{2}}$ と表す.

このとき、 つぎの性質が成り立つ。

補題 1 行列 $A$ と $B$ が $TP_{\mathit{2}}$ ならば、 積 AB もまた $TP_{\mathit{2}}$ である。

動的な経済におけるジョブ・サーチを不完備情報の場合に考えるために、推移行列 $P$ と

確率変数 $X_{i}(i=1,2,3, \cdots, K)$ に対して、 2 つの仮定 (仮定 1 と 2) を導入する。仮定 1 と 2
は、 部分観測可能なマルコフ連鎖において、ベイズの定理を学習プロセスとして用いること
から必要となるものである。

仮定 1 確率変数 $\{X_{i}|i=1,2, \cdots, K\}$ に対して、 $k\leq l$ ならば $X_{k}[succeq] X_{l}$ である $(k,$ $l=$

$1,2,$ $\cdots$ , K)。 言い換えれば、 $X_{i}$ は $i$ に関して尤度比の意味で減少する。

仮定 2 推移行列 P=(乃 j)i,j$=1,\mathit{2},3,\cdots,K$ は $TP_{\mathit{2}}$ である。

仮定 1[こおいて、 $X_{k}[succeq] X_{l}$ だから、 もし $x>y$ であれば、任意の $k$ と $l(k\leq l,$ $k,$ $l=$

$1,2,$ $\cdots,$ $K)$ {こ対して $f_{k}(y)f_{l}(x)\leq f_{k}(x)f_{l}(y)$ となっている。言い換えれば、 $x>y$ のとき、

$k\leq l(k, l=1,2, \cdots, K)$ ならば $f_{l}(x)f_{k}(y)-f_{k}(x)f_{l}(y)\leq 0$ である。仮定 1 から、確率変数
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$X_{i}$ は、 $i$ が大きくなれば、 小さな値を取りやすくなる。すなわち、状態 1 が最も良い状態で
あり、 状態 2 は 2 番目に良く、 . . .、 状態 $\mathrm{K}$ は最も悪い状態である。仮定 2 は、 マルコフ連
鎖において $TP_{\mathit{2}}$ として知られている。 この仮定より、状態の数 $i$ 大きくなればなるほど、悪
い状態に入る確率が増加する。
つぎに、 $u_{n}(x)$ を、 残り計画期間が $n$ で、 直面している仕事の大きさが $x$ のときの利得と

する。 このとき、 つぎの仕事を探すための費用を $c$ とし、 割引率を $0<\beta<1$ とする。 この

とき、 $v_{n}(i, x)$ を残り計画期間が $n$ で、 直面している仕事の大きさが $x$ のとき、 最適に振る
舞って得られる割引率 $\beta$ で割り引かれた総期待利得とすれば、 最適性の原理から、 $v_{n}(i, x)$

はつぎの再帰方程式を満たす。

$v_{n+1}(i, x)= \max\{u_{n}(x),$ $-c+ \beta\sum_{j=1}^{K}p_{ij}\int_{0}^{\infty}v_{n}(j, y)dFj(y)\}$ (1)

ただし. $v_{1}(i, x)=u_{1}(x)$ とする。 ここで、 $u_{n}(x)$ は $x$ と $n$ に関する増カ D関数とする。例え
$1-\delta^{n}$

3よ. $u_{n}(x)=-x$ は条件を満足する $\text{。}$ Lippman and MacCall [7] と同じように、 計画期
$1-\delta$

間が $n$ でマルコフ連鎖の状態が $i$ のとき、 最適政策は reservation wage $\alpha_{n}(i)$ によって定ま
り、 帰納法から $\alpha_{n}(i)$ と $v_{n}(i, x)$ はつぎの性質を持つ。

補題 2 任意の状態 $i\in\{1,2, \cdots, K-1\}$ と正整数 $n$ に対し、 $\alpha_{n}(i)\geq\alpha_{n}(i+1)$ である。 ま
た、 任意の状態 $i\in\{1,2, \cdots, K-1\}$ と正整数 $n$ に対して、 $\alpha_{n+1}(i)\geq\alpha_{n}(i)$ である。

補題 3 任意の状態 $i\in\{1,2, \cdots, K-1\}$ と正整数 $n$ に対し $v_{n+1}(i, x)\geq v_{n}(i, x)_{f}v_{n}(i, x)\geq$

$v_{n}(i+1, x)$ である (x>0)。もし、 $x>y$ ならば $v_{n}(i, x)\geq v_{n}(i, y)$ である。

これらの補題は、仮定 1 $\cdot 2$ と $u_{n}(x)$ に関する仮定から、 $n$ に関する帰納法を用いて示
すことが出来る。 また、 $P$ が仮定 2 を満たすから、 $k\leq l$ となる任意の $k$ と $l$ に対して

$(k, l=1,2, \cdots, K)_{\text{、}}|\begin{array}{ll}p_{ik} p_{il}p_{i+1k} p_{i+1l}\end{array}|\geq 0$ となる $\text{。}$ したがって. $p_{i}=(p_{i1}, \cdots,p:K)$ および

pi+l=(乃+ll, $\cdot$ . . ,乃+lK) とおけば、任意の $i\in\{1,2, \cdots, K\}$ に対して $p_{\dot{\iota}+1}[succeq] p_{i}$ となる。

よって. $p_{i+1}[succeq] p_{i}$ と系 1 より $\sum_{j=1}^{K}p_{ij}\int_{0}^{\infty}v_{n}(j, y)dF_{j}(y)=\int_{0}^{\infty}\sum_{j=1}^{K}p_{\dot{\iota}j}v_{n}(j, y)f_{j}(y)dy$ だか

ら. $\sum_{j=1}^{K}p_{ij}\int_{0}^{\infty}v_{n}(j, y)dF_{j}(y)\geq\sum_{j=1}^{K}p_{\dot{l}}+1j\int_{0}^{\infty}v_{n}(j, y)dF_{j}(y)$ となる。 このとき、つぎの性質

が成り立つ。

補題 4 $j$ に関する減少列 $\{a_{j}\}_{j=1,\cdots,K}$ で、 $\sum_{1}^{K}a_{j}=0$ であり、 適当な $k(1<k<K)$ に対し

て $aj\{\begin{array}{l}\geq\leq\end{array}\}0$ if $j\{\begin{array}{l}\leq>\end{array}\}k$ とする $\text{。}$ いま、 $h(i, x)$ を $i$ に関して減少し、 $x$ }こ関して増加

する関数とすれば $\int_{0}^{\infty}\sum_{j=1}^{K}a_{j}h(j, y)f_{j}(y)dy\geq 0$である。

ここで、 補題 4 から、 つぎの系 1 が導かれる。

系 1 $\mu[succeq]\nu$ならば. $\int_{0}^{\infty}\sum_{j=1}^{K}h(j, x)\nu_{j}f_{j}(x)dx\geq\int_{0}^{\infty}\sum_{j=1}^{K}h(j, x)\mu_{j}f_{j}(x)$ となる $(\mu, \nu\in S)_{\text{。}}$
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22 状態への推移確率

マルコフ連鎖の状態を知ることができたとき、 $n$期間後に状態 $j$ になる確率を考える。その
ため、 はじめにマルコフ連鎖の状態の推移だけに着目する。マルコフ連鎖の状態が $i$ のとき、

$\overline{p}_{ij}(n)$ を $n$期間後に状態 $j$ となる確率とする $(i,j=1,2, \cdots, K, n=1,2, \cdot. .)$ 。 このとき、確

率 $\overline{p}_{ij}(n)$ は、 $\overline{p}_{ij}(1)=p_{ij}$ を初期値とする、再帰方程式 $\overline{p}_{ij}(n)=\sum_{k=1}^{K}p_{ik}\overline{p}_{kj}(n-1)$ を満た

す。ここで、 $K\cross K$行列を $\overline{P}(n)=(\overline{p}_{ij}(n))$ とすれば、 $\overline{P}(1)=P$および–P(n) $=P\overline{P}(n-1)$

と表せる。 また、 仮定 2 より P=(乃 j) が $TP_{\mathit{2}}$ だから、 $\overline{P}(n-1)$ が $TP_{\mathit{2}}$ であれば、 $n$ に関
する帰納法によって、補題 1 より $\overline{P}(n)=(\overline{p}_{ij}(n))$ は $TP_{\mathit{2}}$ となる。

ここでは、 状態の変化が推移確率を $\overline{p}_{ij}(n)$ とするマルコフ連鎖にしたがう場合であった
が、 動的な経済におけるジョブ・サーチの場合に考える。マルコフ連鎖の状態力$s$ で、 計画
期間が $n$ のときに、 ジョブ・サーチの最適政策にしたがったとき、 $\overline{p}_{ij}(n, m)$ を $m$期間後の
状態が $j$ となる確率とする ($i,j=1,2,$ $\cdots,$ $K,$ $n,$ $m=1,2,$ $\cdots$ , m\leq n)。 ジョブ・サーチにお
いて、 マルコフ連鎖の状態を直接知ることができる場合には、最適政策は reservation wages
$\alpha(i, n)$ によって定まった。 ここで、 $F_{i}(\alpha(i, n))$ は、 マルコフ連鎖の状態が $i$ で $n$期間残され
ているとき、直面しているジョブを採用しない確率である。 したがって、 $\overline{p}_{ij}(n, m)$ が、 つ

ぎの再帰方程式を満たすことは簡単にわかる。

$\overline{p}_{ij}(n, m)=F_{i}(\alpha(i, n))\sum_{k=1}^{K}p_{ik}\overline{p}_{kj}(n+1,m-1)$ (2)

ここで、 初期条件は $\overline{p}_{ij}(n, 1)=F_{i}(\alpha(i, n))pij$ である。 いま、 $\overline{P}(n, m)=(F_{ij}(n, m))$ とお

けば、任意の $n(>0)$ に対して $\overline{P}(n, 1)=D(F_{1}(\alpha(1, n)),$
$\cdots,$ $F_{K}(\alpha(K, n)))P$ であり、 (2) 式

から
$\overline{P}(n, m)=D(F_{1}(\alpha(1, n)),$ $\cdots,$ $F_{K}(\alpha(K, n)))P\overline{P}(n+1, m-1)$ , (3)

となる。 ただし、 $D(F_{1}(\alpha(1, n)),$ $\cdots,$ $F_{K}(\alpha(K, n)))$ はつぎのような対角行列である。

$D(F_{1}(\alpha(1, n)),$ $\cdots,$
$F_{K}(\alpha(K, n)))=(\begin{array}{lll}F_{1}(\alpha(1,n)) 0 00 F_{2}(\alpha(2,n)) 00 0 F_{K}(\alpha(.K,n))\end{array})$

.

系 2 行列 $A$ が $TP_{\mathit{2}}$ で、 $D$ を対角行列とすれば、積 DA もまた $TP_{\mathit{2}}$ である。

このとき、 これらの $\overline{P}(n, m)$ は、 つぎの補題を満たす。

命題 1 $\overline{P}(n, m)=(\overline{p}_{ij}(n, m))$ は $TP_{\mathit{2}}$ である。

証明: $m$ に関する帰納法を用いる。 $m=1$ のとき、 補題 2 より

$\overline{P}(n, 1)=D(F_{1}(\alpha(1, n)),$
$\cdots,$ $F_{K}(\alpha(K, n)))P$

は $TP_{\mathit{2}}$ である。 $m$以下の値に対して $\overline{P}(n, m)$ が $TP_{\mathit{2}}$ であれば、 $P=(p_{ij})$ と $\overline{P}(n+1, m-1)$

が $TP_{\mathit{2}}$ だから、 補題 2 より $\overline{P}(n, m)=(\overline{p}_{ij}(n, m))$ もまた $TP_{\mathit{2}}$ である。 口
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3 不完備情報のジョブ・サーチ

3.1 最適政策と期待利得

動的な経済でのジョブ・サーチで、 マルコフ連鎖の状態を直接知ることができない場合、
すなわち部分観測可能なマルコフ連鎖にしたがう場合を考える。 ここで、 状態空間を $S=$

$\{1,2, \cdots, K\}$ とするとき、 推移確率 $P$ において $p_{KK}=1$ とし、 状態 $K$ のとき確率 1 で
$X_{K}=0$ とすれば、 この状態 $K$ は債務不履行 (default) の状態と考えることが出来る。すな
わち、 企業の状態とその格付けの関係を、 状態 $k$ に依存する確率変数 $X_{k}=0$ で表せば、 そ

の企業の格付けを情報プロセスと考えて、企業の状態を類推することになる。 また、 効用

$u_{n}(x)$ は、 企業の格付けが $x$ のとき、持っている株あるいは債権等を売却して安全資産へ投
資することによって得られる利得と考えればよい。
このマルコフ連鎖の状態についての情報は、 状態空間 $\{1, 2, \cdots, K\}$ 上の確率分布 $\mu$ で表

されているとし、 $S$ を未知の状態に関する情報全体の集合とすれば

$S= \{\mu=(\mu_{1}, \mu_{\mathit{2}}, \cdots\mu_{K})|\sum_{i=1}^{K}\mu_{i}=1,\mu_{i}\geq 0(i=1,2, \cdots, K)\}$

となる。

つぎに、 $S$ に含まれる情報のあいだに、定義 3 にしたがって尤度比を用いて順序関係を仮
定する。 この確率的な順序関係は一般化することができ Nakai[ll, 12] に詳しい。 また、 多
段決定問題に対する応用も考えられている。

定義 3 状態空間 $\{1, 2, \cdots, K\}$ 上の 2 つの確率分布 $\mu,$ $\nu$ に対して、任意の $i,j(i\leq j,$ $i,\acute{J}=$

$1,2,$ $\cdots,$ $K)$ に対して、 $\mu_{j}\nu_{i}\geq\mu_{i}\nu_{j}$ であり、 少なくとも 1 つの $i$ と $j$ の組み合わせに対して

不等号が成り立つとき、 $\mu$ は尤度比の意味で $\nu$ より大きいといい、簡単に $\mu\succ\nu$ と表す。

この順序は半順序であり、 total positive of order two または、簡単に $TP_{\mathit{2}}$ と呼ばれる。

定義 3 より、 $\mu[succeq]\nu$ ならば ( $\mu$ , \mbox{\boldmath $\nu$}\in S)、 任意の $k$ と $l(k\leq l, k, l=1,2, \cdots, K)$ に対して

$\mu_{l}\nu_{k}\geq\mu_{k}\nu_{l}$ だから、 $j$ 力状きくなるにしたがって、状態が $j$ である確率の比 $\frac{\nu_{j}}{\nu_{j}}$ は増加する。

つぎに、 未知の状態に関する情報を得るプロセスとして、状態に依存するジョブの大き
さを表す確率変数 $\{X_{i}|i=1,2,3, \cdots, K\}$ を考える。 すなわち、 現れたジョブの大きさ

から未知の状態に関する情報を改良する。状態に関する情報が $\mu$ のとき、新たに現れた

ジョブの大きさが $x$ であれば、 ベイズの定理を用いて未知の状態についての情報を $\mu(x)=$

$(\mu(x)_{1}, \mu(x)_{\mathit{2}},$ $\cdots\mu(x)_{K})$ と改良する。 このあと、 推移行列 $P$ にしたがって状態が推移し、

推移した後の状態に関するつぎの時点での事前情報を $\overline{\mu(x)}$ とする。

ここで、 ベクトル値関数 $h(x)$ に関して、定義 4 によって単調性を定義する。

定義 4 $x$ のベクト)値関数 $h(x)=(h_{1}(x), h_{\mathit{2}}(x),$ $\cdots,$ $h_{K}(x))$ が、 $x>y$ のとき $h(y)[succeq] h(x)$

である $(h(x)[succeq] h(y))_{\text{、}}$ すなわち $h_{j}(y)h_{i}(x)\geq h_{i}(y)h_{j}(x)(h_{j}(y)h_{i}(x)\leq h_{i}(y)h_{j}(x))$が任

意の $j$ と $i(i\leq j, k, l=1,2, \cdots, K)$ [こ対して成り立つとする。 このとき、 この関数 $h(x)$ を、

$x$ に関する減少 (増加) 関数という。

密度関数を $\{f_{i}(x)|i=1,2, \cdots, K\}$ とする確率変数 $\{X_{i}|i=1,2, \cdots, K\}$ が仮定 1 を満
たすから、 $f(x)=(f_{1}(x), \cdots, f_{K}(x))$ は $f(y)[succeq] f(x)$ を満たす $\text{。}$ すなわち. $x>y$ ならば.

任意の $i,j(i\leq j, i,j=1,2, \cdots, K)$ [こ対して $f_{i}(y)f_{j}(x)\leq f_{i}(x)f_{j}(y)$ となる。 したがって.

$f(x)$ は $x$ の増加関数である。

95



事前情報 $\mu$ と事後情報 $\mu(x)$ のあいだに、 仮定 1 と 2 のもとでつぎの性質が成り立つ。 こ

れは、 Nakai[ll] の補題 5 などで知られている。

補題 5 $\mu\succ\nu$ ならば ( $\mu$ , \mbox{\boldmath $\nu$}\in S)、 任意の $x$ に対して $\mu(x)\succ\nu(x)$および–$\mu(x)\succ$

–

$\nu(x)$ であ

る。 また、 $\mu\succ\nu$ ならば $(\mu, \nu\in S)_{\text{、}}\mu(x)$ と $\overline{\mu(x)}$ は $x$ の減少関数である。

仮定 1 と 2 のもとで、 補題 5 より、 事前情報 $\mu$ のあいだでの定義 3 による順序関係は、
事後情報 $\mu(x)$ およびつぎの期での $\overline{\mu(x)}$ においても保存される。 さらに、 同じ事前情報 $\mu$

であっても、 現れたジョブの大きさ力状きくなれば、事後情報 $\overline{\mu(x)}$ も定義 3 の意味で良く
なる。

状態についての事前情報が $\mu$ のジョブ・サーチに対して、 $v_{n}(\mu, x)$ を計画期間が $n$ で、 利

用可能なジョブの大きさが $x$ のとき (0\leq \beta \leq y、割引率を $\beta$ としたときの最適政策にした
がったときの期待利得とすれば、 最適性の原理から、 $v_{n}(\mu, x)$ は再帰方程式

$v_{n}( \mu, x)=\max\{u_{n}(x)$ , $c+ \beta\int_{0}^{\infty}v_{n}(\overline{\mu(x)},y)dF_{\overline{\mu(x)}}(y)\}$ . (4)

を満たす。つぎ [こ $S( \mu, n)=\{x|u_{n}(x)\geq c+\beta\int_{0}^{\infty}v_{n}(\overline{\mu(x)}, y)dF_{\overline{\mu(x)}}(y)\}$ とし、 $C(\mu,n)=$

$S(\mu, n)^{c}$ とおけば、集合 $S(\mu, n)$ と $C(\mu, n)$ はそれぞれこのジョブ・サーチに対する停止領域
と継続領域に対応する。つぎの補題は、Nakai[8] の補題 3.4から導かれるが、Nakai[ll, 9, 8]
と同じように一般化することも可能である。

補題 6 $h(x)$ が $x$ の非減少関数のとき、 $\mu[succeq]\nu$ならば、 $\int_{0}^{\infty}h(x)dF_{\mu}(x)\leq\int_{0}^{\infty}h(x)dF_{\nu}(x)$

である ( $\mu$ , \mbox{\boldmath $\nu$}\in S)。

また、 被積分関数 $v_{n}(\overline{\mu(x)}, z)$ が $z$ の増加関数ならば、補題 6 より、 $x>y$ ならば

$\int_{0}^{\infty}v_{n}(\overline{\mu(x)}, z)dF_{\overline{\mu(x)}}(z)\geq\int_{0}^{\infty}v_{n}(\overline{\mu(y)}, z)dF_{\overline{\mu(y)}}(z)$

である。 したがって、 これらの領域 $S(\mu, n)$ と $C(\mu, n)$ に対して、 (4) 式からつぎの性質が
得られる。

補題 7 $\mu[succeq]\nu(\mu, \nu\in S)$ ならば、 $S(\nu, n)\subset S(\mu, n)$ および、 $S(\mu, n+1)\subset S(\mu, n)$ である。

$S(\mu,n)\cup C(\mu, n)=R_{+}$ であり、 任意の $\mu$ と $n\geq 1$ [こ対して $S(\mu, n)\cap C(\mu, n)=\emptyset$ だか

ら、 この補題より $C(\mu, n)\subset C(\nu, n)$ および $C(\mu, n)\subset C(\mu,n+1)$ となる。値 $v_{n}(\mu,x)$ も

またつぎの性質を持つ。

補題 8 $\mu[succeq]\nu$ ならば $(\mu, \nu\in S)_{\text{、}}v_{n}(\mu, x)\leq v_{n}(\nu, x)$ である。 $x>y$ のとき $v_{n+1}(\mu, x)\geq$

$v_{n}(\mu, x)$ およひ $v_{n}(\mu, x)\geq v_{n}(\mu, y)$ となる。

これらの性質は、 Nakai [11] などと同様に $n$ に関する帰納法で示すことが出来る。

3.2 状態へ推移する確 ae’–$\tau\backslash$完備情報の場合

22 節と同様に、 状態が部分観測可能なマルコフ連鎖にしたがって推移するとき、 仮定 1
と 2 のもとで、 $n$ 期間後に状態 $j$ に推移する確率を考える。
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はじめに、 ジョブ・サーチにおける決定と $\sqrt[\backslash ]{}\text{ョ}\backslash \backslash \backslash$ 7の大きさを用いた学習を除いて、 これら

の確率を考える。状態についての事前情報が $\mu$ のとき、 $\overline{P}(\mu, m)$ を $m$ 期間後に状態が $j$ と

なる確率とし、 初期条件として $m=1$ のとき $\overline{P}(\mu, 1)=(\sum_{i=1}^{K}\mu_{i}p_{i1},$ $\cdots,$ $\sum_{i=1}^{K}\mu_{i}p_{iK)}=\mu P$

とする。 このことから、 $m=2$ に対して $\overline{P}(\mu, 2)=\overline{P}(\overline{\mu}, 1)=\overline{\mu}P=\mu P^{\mathit{2}}$ であり、 $\overline{P}(\mu, m)$

の再帰方程式はつぎのようになる。

$\overline{P}(\mu, m)=\overline{P}(\overline{\mu},m-1)=\overline{P}(\mu P,m-1)=\mu P^{m}$ . (5)

また、 $P$ が $TP_{\mathit{2}}$ だから、 $m$ に関する帰納法より $\overline{P}(\mu, m)=\mu P^{m}$ もまた $TP_{\mathit{2}}$ である。

補題 9 $\mu[succeq]\nu$ であり $(\mu, \nu\in S)_{\text{、}}A=(a_{ij})$ が $TP_{\mathit{2}}$ ならば $(\mu, \nu\in S)_{\text{、}}\mu A[succeq]\nu A$ である。

したがって、 (5) 式を用いて、 補題 9 からつぎの命題が導かれる。

命題 2 $\mu[succeq]\nu$ ならば $(\mu, \nu\in S)_{\text{、}}\overline{P}(\mu, m)[succeq]\overline{P}(\nu, m)$ である.

つぎに、決定を除いてこれらの確率を考える。すなわち、 ジョブの大きさを用いて未知の状

態に関する学習を考える。 ここで、推移と学習の関係は、はじめにジョブの大きさを状態につ
いての情報として観測し、状態についての情報を改良する。そのあと、推移行列 $P$ にしたがっ

て新しい状態へ推移すると考える。 したがって、状態についての情報が $\mu$ のとき、推移がすで
に終わっていることになる。状態についての事前情報が $\mu$ のとき、 $\hat{P}(\mu, m)j$ を $m$期間後に状
態が $j$ となる確率とし $(j=1,2, \cdots, K)_{\text{、}}\hat{P}(\mu, m)=(\hat{P}(\mu, m)_{1},\hat{P}(\mu, m)_{\mathit{2}},$ $\cdots,\hat{P}(\mu, m)_{K})$

とおく。

ここで、 べ $p$ トル値関数 $u(x)=(u_{1}(x), \cdots, u_{K}(x))\mathrm{I}\mathrm{d}\mathrm{f}$bて、 $\int_{a}^{b}u:(x)dF(x)\mathrm{B}\mathrm{S}\text{任意の}i$

について存在するとき ($i=1,2,$ $\cdots$ , K)、

$\int_{a}^{b}u(x)dF(x)=(\int_{a}^{b}u_{1}(x)dF(x),$ $\cdots,$ $\int_{a}^{b}uK(x)dF(x))$

を $\int_{a}^{b}u(x)dF(x)$ と表す。

事前情報が $\mu$ のとき、 $\hat{P}(\mu, 1)=(\hat{P}(\mu, 1)_{1},$ $\cdots,\hat{P}(\mu, 1)_{K})$ は、 学習と推移のあとでの状
態空間上の確率分布だから、

$\hat{P}(\mu, 1)=\int_{0}^{\infty}\mu(x)PdF_{\mu}(x)=\int_{0}^{\infty}\overline{\mu(x)}dF(\mu x)$

となる。 $n$期での事前情報が $\mu$ , のとき、 $\hat{P}(\mu, 2)$ は 2期あとでの状態空間上の確率分布であり、

学習のあとでの $(n+1)$ 期における情報が $\overline{\mu(x)}$ だから、 $\hat{P}(\mu, 2)=\int_{0}^{\infty}\hat{P}(\overline{\mu(x)}, 1)dF_{\mu}(x)$

となる。

同じように、 未知の状態に関する事前情報が $\mu$ であれば、 $\hat{P}(\mu, m)$ は $m$期後の状態空間

上の確率分布だから、 この $\hat{P}(\mu, m)$ は、 つぎの再帰方程式を満たす。

$\hat{P}(\mu,m)=\int_{0}^{\infty}\hat{P}(\overline{\mu(x)},m-1)dF_{\mu}(x)$ (6)

ここで、 $\hat{P}(\mu, 1)=\int_{0}^{\infty}\overline{\mu(x)}dF_{\mu}(x)$ とする。 これらの確率分布の性質を求めるために、定

義 5 によって順序を定義する。
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定義 52 つの $x$ の関数 $g(x)\ovalbox{\tt\small REJECT}(g_{1}(x), \cdots, g_{K}(x))$ と $h(x)\ovalbox{\tt\small REJECT}(h_{1}(x), \cdots, h_{K}(x))$ (こ対して、

$g(x)_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}h(x)_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT} g(x)_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}h(x)_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ が任意の $i$ と $j$ {こ対して成り立つとき $(i\ovalbox{\tt\small REJECT} j, i, j\ovalbox{\tt\small REJECT} 1,2, \cdots, K)_{\backslash }$

$g(x)$ は $h(x)$ より $T\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の意味で大きいといい、 $g(x)\ovalbox{\tt\small REJECT} h(x)$ と表す。

補題 10 $g(x)=(g(x)_{1}, \cdots, g(x)_{K})$ と $h(x)=(h(x)_{1}, \cdots, h(x)_{K})$ が $x$ {こ関して減少関数で

あり、 $g(x)[succeq] h(x)$ ならば $\int_{0}^{\infty}g(x)dF(x)[succeq]\int_{0}^{\infty}h(x)dF(x)$ である。

系 3 $\mu[succeq]\nu(\mu, \nu\in S)$ ならば、 $\int_{0}^{\infty}\overline{\mu(x)}dF(x)[succeq]\int_{0}^{\infty}\overline{\nu(x)}dF(x)$ である。

補題 11 $\mu[succeq]\nu$ であり ( $\mu$ , \mbox{\boldmath $\nu$}\in S)、 ベクトル値関数 $h(x)$ が $x$ に関して減少関数ならば、仮

定 1 と 2 のもとで $\int_{0}^{\infty}$. $h(x)dF_{\mu}(x)[succeq] \int_{0}^{\infty}h(x)dF_{\nu}(x)$である。

もし、 $\mu[succeq]\nu$ ならば ( $\mu$ , \mbox{\boldmath $\nu$}\in S)、 補題 5 より $\overline{\mu}[succeq]\overline{\nu}$および–$\mu(x)[succeq]$

–

$\nu(x)$ であり、 したがっ

て $\hat{P}(\mu, m)$ はつぎの性質を持つ。
$\overline{\mu(x)}[succeq]\overline{\nu(x)}$より、 $\hat{P}(\overline{\mu(x)}, 1)[succeq]\hat{P}(\overline{\nu(x)}, 1)$ である。

$\int_{0}^{\infty}g(x)dF_{\mu}(x)[succeq]\int_{0}^{\infty}g(x)dF_{\nu}(x)[succeq]\int_{0}^{\infty}h(x)dF_{\nu}(x)$

より、 補題 10 と 11 から、 つぎの系が導かれる。

系 4 $\mu[succeq]\nu$のとき $g(x)[succeq] h(x)$ ならば、 $\int_{0}^{\infty}g(x)dF_{\mu}(x)[succeq]\int_{0}^{\infty}h(x)dF_{\nu}(x)$である $(\mu,$ $\nu\in$

$S)_{\text{。}}$

系 5 $\mu[succeq]\nu$ ならば ( $\mu$ , \mbox{\boldmath $\nu$}\in q、仮定 1 と 2 のもとで、

$\int_{0}^{\infty}h(\mu, x)dF_{\mu}(x)=(\int_{0}^{\infty}\mu(x)_{1}dF_{\mu}(x),$ $\cdots,$ $\int_{0}^{\infty}\mu(x)_{K}dF_{\mu}(x))[succeq]\int_{0}^{\infty}h(\nu,x)dF_{\nu}(x)$

である。 ただし、 $h(\mu, x)$ は $\mu$ の増加関数とし、 $x$ の非増加関数とする。

命題 3 $\mu[succeq]\nu$ ならば $(\mu, \nu\in S)_{\text{、}}\hat{P}(\mu, m)$ は $x$ の増加関数である。 すなわち、 $\hat{P}(\mu, m)[succeq]$

$\hat{P}(\nu, m)$ である.

証明: $m$ に関する帰納法を用いる。$m=1$ のとき、 $\mu[succeq]\nu$ならば、 $\hat{P}(\mu, 1)=\int_{0}^{\infty}\overline{\mu(x)}dF_{\mu}(x)$

と系 3 より $\hat{P}(\mu, 1)[succeq]\hat{P}(\nu, 1)$ となる。

系 5 から

$\hat{P}(\mu, 2)=\int_{0}^{\infty}\hat{P}(\overline{\mu(x)}, 1)dF_{\mu}(x)[succeq]\int_{0}^{\infty}\hat{P}(\overline{\nu(x)}, 1)dF_{\mu}(x)=\hat{P}(\nu, 2)$ ,

となり、 このことから $\hat{P}(\mu, 2)[succeq]\hat{P}(\nu, 2)$ である。

帰納法の仮定より、 $\mu[succeq]\nu$ ならば $\hat{P}(\mu, m-1)[succeq]\hat{P}(\nu, m-1)$ である。 $\overline{\mu(x)}[succeq]\overline{\nu(x)}$だか

ら、 $\hat{P}(\overline{\mu(x)}, m-1)[succeq]\hat{P}(\overline{\nu(x)}, m-1)$ も導かれる. 系 5 より

$\hat{P}(\mu, m)$ $=$ $\int_{0}^{\infty}\hat{P}(\overline{\mu(x)}, m-1)dF_{\mu}(x)$

$[succeq]$ $\int_{0}^{\infty}\hat{P}(\overline{\nu(x)}, m-1)dF_{\mu}(x)$

$[succeq]$ $\int_{0}^{\infty}\hat{P}(\overline{\nu(x)}, m-1)dF_{\nu}(x)=\hat{P}(\nu, m)$ ,
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最後に、 ジョブ・サーチにおいてジョブの大きさを用いて学習を行い、最適政策にしたがっ

たときの確率を考える。 計画期間が $n$ のとき、 状態に関する事前情報を $\mu$ とし、 まだジョ

ブの大きさを知らないとする。 いま、 $\overline{P}(\mu, n, m)_{j}$ を、 最適政策にしたがったとき、 $m$ 期あ

とに状態が $j$ となる確率とする ($i,j=1,2,$ $\cdots,$ $K,$ $n,$ $m=1,2,$ $\cdots$ , m\leq n)。
はじめに、 $m=1$ のときを考える。 まず、 推移と決定の順序関係をつぎのように考える。

状態に関する情報としてジョブの大きさ $x$ を知ってから、 状態についての情報を改良し、 こ

のジョブを採択するかどうかを決定する。そのあと、 推移行列 $P$ にしたがって状態が推移

し、 新しい状態になる。
未知の状態についての学習と現れたジョブに対する決定が終了したとき、 未知の状態につ
いての事後情報を $\mu$ とおく。 いま、 $\tilde{P}’(\mu, n, 1)_{j}$ を推移したあとでつぎの期に状態が $j$ となる

確率とすれば $(j=1,2, \cdots, K)_{\text{、}}\overline{P}’(\mu, n, 1)=(\overline{P}’(\mu, n, 1)_{1},\tilde{P}’(\mu, n, 1)_{\mathit{2}}, \cdots,\overline{P}’(\mu, n, 1)_{K})$

は $\tilde{P}’(\mu, n, 1)_{j}=\sum_{i=1}^{K}\mu_{i}p_{i,j}$ および $\overline{P}’(\mu, n, 1)=\mu P=\overline{\mu}$ を満たす。 このことから、

$\tilde{P}(\mu, n, 1)j=\int_{C(\mu,n)}\tilde{P}’(\mu(x), n, 1)_{j}dF_{\mu}(x)=\int_{C(\mu,n)}\sum_{i=1}^{K}\mu(x):pi,jdF_{\mu}(x)$

となる。 したがって、

$\tilde{P}(\mu, n, 1)=\int_{C(\mu,)}n\tilde{P}’(\mu(x),n, 1)dF_{\mu}(x)=\int_{C(\mu,)}n\overline{\mu(x)}dF_{\mu}(x)$

である。計画期間が $n$ のとき未知の状態についての事前情報が $\mu$ のとき、 $\overline{P}(\mu, n, m)_{j}$ を最

適政策にしたがったとき $m$ 期あとに状態が $j$ となる確率とする $(i,j=1,2,$ $\cdots,$ $K,$ $n,$ $m=$

$1,2,$ $\cdots$ , m\leq n)。 この場合、 未知の状態に依存した新しいジョブの大きさを知って、 採択
するかどうかを決定する。 このジョブ・サーチは、 $x\in C(\mu, n)$ のときに、 つぎの期へ進む

から、 $\overline{P}(\mu, n, m)j$ がつぎの再帰方程式を満たすことは簡単にわかる。

$\tilde{P}(\mu, n, m)_{j}=\int_{C(\mu,n)}\tilde{P}(\overline{\mu(x)}, n+1, m-1)_{j}dF_{\mu}(x)$ (7)

であり $\tilde{P}(\mu, n, m)=(\tilde{P}(\mu, n, m)_{1},$ $\cdots,\tilde{P}(\mu,n, m)_{K})$ である. $\int_{S(\mu,n)}dF_{\mu}(x)$ がこの期で

ジョブを採択する確率だから、 $\sum_{j=1}^{K}\tilde{P}(\mu, n, m)_{j}\leq 1$ となる。 さらに、 $\mu[succeq]\nu$ より $C(\mu, n)\subset$

$C(\nu, n)$ となる。 すなわち、 $\mu$ が増加するにつれて、つぎの期に進む確率は減少し、 その反

対に悪い状態になる確率は増加する。マルコフ連鎖の状態を知ることができれば、命題 1 か
ら $\overline{P}(n, m)$ は $TP_{\mathit{2}}$ であった。 しかし、確率 $\tilde{P}(\overline{\mu(x)}, n+1, m-1)_{j}$ が、 観測した $x$ によって

変化するから、 $\tilde{P}(\mu, n, m)$ に関してそのような性質を求めることは難しい。
また、 $TP_{\mathit{2}}$ を用いて、 いくつかの定義を行った (定義 1,2,3 と 4) い、 $TP_{\mathit{2}}$ (定義 1,2,3 と 4)

の定義を用いて、 仮定 1 と 2 のもとで得られた。 $TP_{\mathit{2}}$ については、 Kijima[4] と Kijima and
Ohnishi $[5, 6]$ などでも $TP_{\mathit{2}}$ の性質を解析している。
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