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1 はじめに

マルコフ決定過程は広い応用範囲を持っている. 最適な方策は, マルコフ決定過程に対する $\mathrm{D}\mathrm{P}$

方程式を解くことにより求めることができる. しかし, 事前に状態推移確率と推移に関係した費
用を推定する必要がある. 一般に, これらの値を正確に知ることはできない. ここでは, 状態推
移の実現値とその推移に関係した費用をもとに $\mathrm{D}\mathrm{P}$ 方程式の最適費用と値関数およひ最適方策を
求める問題を取り扱う.

Abouna屯 Ber ekas $\mathrm{m}\mathrm{d}$ Borkar [1] は平均費用を最小にする問題について議論してぃる. 彼
らは, $\mathrm{Q}$-learning と呼ばれる学習則を一部改良して, $\mathrm{D}\mathrm{P}$ 方程式の最適費用と値関数にほとんど
確実に収束する学習則を示した. その方法は ODE 法 $[2,3]$とマルチンゲールの収束定理を用いて
いる. また, Q-learning の数値計算についてはMahadevan[4]が現実的な例に対して詳しく議論
している. 本稿では, 彼らの学習則がほとんど確実に収束し, その期待値が $\mathrm{D}\mathrm{P}$ 方程式の最適費
用と値関数に一致することを示す. さらに, マルコフ決定過程を用いてモデル化した保全問題に
対してこの学習則を適用し, 最適費用と最適保全方策を求める. この例を通して彼らの学習則の
収束性について考察する.

平均費用を最小にする保全問題の数値例では, DP 方程式の解である最適費用と値関数の関数
値の近傍までは比較的早く収束するが, その後は揺れが長く続く. 学習則の初期値として $\mathrm{D}\mathrm{P}$ 方

程式の解である最適費用とそのときの値関数を用いた場合も同様の結果となる. 彼らの学習則の
収束は非常に遅いと考えられる. しかし, 最適方策への収束は比較的早い,

2 マルコフ決定過程
有限状態空間が $S=\{1,2,\cdots,d\}$ , 有限決定空間が $A=\{a_{1},a_{2},\cdots,a_{r}\}$ のマルコフ決定過程

$\{X_{n}, n\geq 0\}$ を考える. 決定 $a\in A$ のもとで, 状態 $i\in S$ から状態 $j\in S$ に推移する確率を

$p(i,a,j)$ , この推移に関係した費用を $g(i,a,j)$ とする. このとき, 次の仮定 Al のもとで平
均費用

(1) $\lim_{narrow\infty}\sup_{m}\frac{1}{n}\sum_{\triangleleft}^{n-1}E[g(X_{n},Z_{m},X_{m+1})]$,

を最小にする決定の列
.
$\{ Z_{n}\}$ を決める定常方策 $Z_{n}=v(X_{n})$ と最小値 $\beta$ を求める.
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7\psi コク次 AZ鈎\mbox{\boldmath $\varphi$} $\{X_{n}, n\geq 0\}$ 〆 jtべての$\hat{X}\#\infty\ovalbox{\tt\small REJECT}$償\sim v: $Sarrow A\mathit{1}_{\llcorner}’\ovalbox{\tt\small REJECT}$. $l$, C弱 9汐で 1あ6.

Rあ s[5]の 6 章より (1) 式の最小値である最適費用 $\beta$ と値関数 $V(i):Sarrow R$ は次の $\mathrm{D}\mathrm{P}$ 方

程式を満たす.

(2) $V(i)= \min_{a\mathrm{e}A}[\sum_{jd}p(i,a,j)(g(i,a,j)+V(j))-\beta]$ , $i\in S$ .

いま, 上式の右辺の括弧の中を $Q(i,a):S\mathrm{x}Aarrow R$ とおく と, 最適方策は
$v(i)\in \mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(Q(i, \cdot))$ と表わすことができる. この $Q(\cdot, \cdot)$ を Q-factor とい1, 定数の違い

を除いて唯一つに定まり, $V(i)= \min_{a\mathrm{e}A}Q(i,a)$ となる. よって,

$\mathrm{C}3)$

$Q(i,a)= \sum_{j\mathrm{e}S}p(i,a,j)(g(i,a,j)+\min_{b\mathrm{e}A}Q(j,b))-\beta$, $j\in S,$ $a\in A$ ,

と書くこともできる. Q-learning と呼ばれる学習則は状態推移確率 $p(i,a,j)$ が未知あるとき,

確率分布 $p(i,a, \cdot)$, $i\in S,$ $a\in A$ に従い, 互いに独立な確率変数 $\xi_{t.a}^{n}$ の実現値を用いて

Q-factor を求める方法のことである.

3Q$\cdot$learning
$\mathrm{D}\mathrm{P}$方程式 (2) の最適費用と値関数を求める代表的な RVI(relative vmlue iteration) は

(4) $i.\in S$ ,

$V^{n}(i_{0})arrow\beta$, $narrow\infty$ ,

である. ただし, $i_{0}\in S$ は任意とする. このとき, $V^{n}(i)$ は $V(i_{0})=\beta$ である $\mathrm{D}\mathrm{P}$方程式 (2)

の解 $V(i)$ に収束する. 同様に, (3) 式の Q-factor は

$\mathrm{C}5)$

$Q^{n+1}(i,a)= \sum_{jd}p(i,a,j\mathrm{X}g(i,a,j)+\min_{kA}Q^{n}(j,b))-Q^{n}(i_{0},a_{0})$ , $i\in S,$ $a\in A$ ,

$Q^{n}(i,a)arrow Q(i,a),$ $Q^{n}(i_{0},a_{0})arrow\beta$, $narrow\infty$ ,

を用いて計算できる. ただし, $i_{0}\in S,$ $a_{0}\in A$ は任意とする.

これらの (4) , (5) を用いて最適費用 $\beta$ と値関数 $V(i)$ および Q-factor $Q(i,a)$ を計算す

ることができる. しかし, 状態推移確率 $p(i,a,j)$ と推移に関係した費用 $g(i,a,j)$が既知でな
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ければならない. 一般に, これらの値を推定するのは困難な場合が多い. Abouna市, Bertsekas
and Borkar[l]は $\mathrm{Q}^{\sim}1\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r}\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}\mathrm{g}$ の学習則を一部改良して, 以下の仮定 A2 のもとで, 状態推移の実

現値を用いた次の学習則を示した.

$Q^{n+1}(i,a)=Q^{n}(i,a)+ \gamma(n)\{g(i,a,\xi_{ia}^{n})+\min_{b}Q^{n}(\xi_{la}^{n},b)$

(6)
$-Q^{n}(i_{0},a_{0})-Q^{n}(i,a)\}$ , $i\in S,$ $a\in A$ .

ただし, $i_{0}\in S,$ $a_{0}\in A$ [ま任意で, $\xi_{i.\dot{a}}^{n}$ は互いに独立で確率分布 $p(i,a, \cdot),$ $i\in S,$ $a\in A$ に従

う確率変数の実現値とする.

仮定 A2 (tapering stepsize)
ヌテンプテイズ $\gamma(n)>0$ は

$\sum_{k}\gamma(k)=\infty$, $\sum_{k}\gamma^{2}(k)<$
の

と $\Psi\delta$ .

学習則 (6) 式は $T:R^{d\mathrm{x}r}arrow R^{d\mathrm{x}r}$ を

$(TQ^{n} \mathrm{X}i,a)=\sum_{j\mathrm{e}S}p(i,a,j)(g(i,a,j)+\min_{b\epsilon A}Q^{n}(j,b))$,

とおくと, マルチンゲール

$M^{n+1}(i,a)=g(i,a, \xi_{u}^{n})+\min_{b\mathrm{e}A}Q^{n}(\xi_{ta}^{n},b)-(TQ^{n})(i,a)$ ,

を用いて

(7) $Q^{n+1}=Q^{n}+\gamma(n)(T(Q^{n})-Q^{n}(i_{0},a_{0})e-Q^{n}+M^{n+1})$ ,

と書き換えることができる. ただし, $Q^{n},M^{n}\in R^{d\mathrm{x}r}$ ,

$e=\{\begin{array}{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\vdots 1\end{array}\}\in R^{d\mathrm{x}r}$,

とする. いま, $3_{n}=\sigma(Q^{m},M^{m}, m\leq n)$ , $n\geq 0$ とおくと, マ Jレチンゲーノレ $\{M^{n}, n\geq 1\}$ は

(8) $E[M^{n+1}|3_{n}]=0$, $E[||M^{n+1}||^{2}|3_{n}]\leq K(1+||Q^{n}||^{2})$

$\text{と}rx\text{る}$ . さらに, ODE 法 12,3] を用いるために次の微分方程式

(9) $\dot{Q}(t)=T(Q(t))-Q(t)(i_{0},a_{0})e-Q(t)$ ,
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を考える. Abounadi, Bertsekas and Borkar [1]は (7), (8), (9) を用 1‘て次の結果を得た.

補題 1([1] の Lemma 3.8)

$\{Q^{n}\}$ \mu hと\Lambda /E逓\sim I\llcorner \acute \sim \parallel で 66.

補題 2([1] の Theorem 34)

$Q$ 湖吟\eta 試 (9)oX着\Phi ffi示淀\check \sigma あ6.

さらに, 彼らはこれらの補題 1, 2 より次の結果を示した.

定理 3([1] の Theorem 35)

$Q^{n}$ hhとん 8砿笑\sim Q/ご夜旋$\mathcal{T}\mathcal{B}$ .

この定理より $Q^{n}$ は $Q$ に概収束することからマルコフ決定過程の状態推移の実現値とその推

移に関係した費用の実現値より, (6) 式を用いて最適費用と値関数を求めることができる. しか

し, すべての $i\in S,$ $a\in A$ に対して確率変数 $\xi_{l,a}^{n}$ の実現値を求める必要がある.

確率論ではマルチンゲール $\{M^{n}, n\geq 1\}$ の収束に関して次の定理が良く知られている.

定理 4(J. ヌプ [6] の命題 4.6.1)

7’デング.–$\nearrow l$’ $\{M^{n}, n\geq 1\}$ t二 A\check $b$ て

(1) $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\sum_{n\geq 1}E||M^{n}||^{2}$

$’\emptyset)^{-}\mathcal{O}Rtfb\prime J$, 蓚$\beta ff$
$\lim_{n\infty_{m}}\sum_{1}^{n}.M^{n}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{j}^{\backslash }}\epsilon.s$. の$F$と $L_{2}$ の$F$で$\#$

$\mathrm{f}\mathrm{f}t\delta$ .
(2) $\infty$ /ご$\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} t\epsilon$父$f\ovalbox{\tt\small REJECT}$の Uの$\#$鳴 $l \nearrow\backslash F/\int\{u_{n},$ $n\geq 1\}$ /ご$\chi$, $L.T,$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\sum_{n\geq 1}u_{n}^{-2}E||M^{n}||^{2}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\grave{\grave{\mathrm{s}}}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} Rth\mathrm{f}\mathrm{f},\lim_{\mathrm{n}arrow\infty}u_{n}^{-1}\sum_{m=1}^{n}M^{n}=0$ $a.s$. $\text{と}\nearrow t\mathcal{B}$ .

この定理と補題 1, 2 より定理 3 より弱い次の定理を得ることができる.

定理 5

$Q^{n}$ \mu \beta \Delta kB\acute 償 $\mathit{1}\mathit{3}\mathit{7}\mathrm{C}b$, $E[ \lim_{narrow\infty}Q^{n}]=Q$ とな 6.

[証明] (7) 式は次のように書き換えることができる.
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(10) $Q^{n}=Q^{0}+ \sum_{m=0}^{n}\gamma(m)(T(Q^{m})-Q^{m}(i_{0},a_{0})e-Q^{m})+\sum_{m=0}^{n}\gamma(m)M^{m+1}$ .

(8) 式より上式の第 3 項は

$E\triangleright(n)M^{n+1}|3_{n}]=\gamma(n)E\mathrm{M}^{n+1}|3_{n}]=0$, $n\geq 0$ .

また, 仮定 A2 と補題 1 より

$\sum_{n\geq 0}E[||\gamma(n)M^{n+1}||^{2}|3_{n}]=\sum_{n\geq 0}|\gamma(n)|^{2}E[||M^{n+1}||^{2}|3_{n}]$

$\leq K(1+||Q^{n}||^{2})\sum_{n\geq 0}|\gamma(n).|^{2}$ くの

となる. よって, 定理 4 より, $\sum_{1n1}^{n}.\gamma(m)M^{m+1}$ はほとんど確実に収束する. さらに, $\sum_{n\cdot 1}^{n}\gamma(m)M^{m+1}$

は同程度積分可能であるから $E[ \lim_{narrow\infty},\sum_{n\cdot 1}^{n}\gamma(m)M^{m+1}]=0$ となる.

補題 1 より $Q^{n}$ は有界で, かつ, 補題 2 より (10) 式の第 1 項と第 2項は $\mathrm{D}\mathrm{P}$方程式の解 $Q$

に収束する. したがって, $Q^{n}$ はほとんど確実に収束し, $E[\varliminf_{n*\infty}Q^{\hslash}]=Q$ となる.

[注] 定理 4 より $\gamma(n)\sum_{n1\Rightarrow 1}^{n}M^{m+1}$ はほとんど確実に 0 に収束するが,
,
$\sum_{n-1}^{n}\gamma(m)M^{m+1}$ はほとんど

確実に収束するが, 0 に収束するとは限らない. Abounadi, B4\pi 籾 ekas and Borkar [1]の定理 3
は $Q^{n}$ がほとんど確実に $Q$ 収束することを示している.

4 数値例
この節では, 平均費用を最小にする 5 状態, 2 決定の保全問題をマルコフ決定過程でモデル化

し, (7) の学習則を用いて最適費用と最適保全方策を求める. 数値計算には表計算ソフトを利用

し, 乱数を用いて確率変数 $\xi_{l.a}^{n}$ の実現値をシミュレーションした.

状態空間を $S=\{1,2,\cdots,5\}$ , 決定空間を $A=\{1,2\}$ とする. また, 状態推移確率 $p(i,a,j)$ を

$P(\cdot,1,\cdot)=\{\begin{array}{lllll}0.2 0.3 0.3 0\mathrm{l} 0.\mathrm{l}0 0.3 0.3 02 0.20 0 0.4 03 0.30 0 0 05 0.50.\mathrm{l} 0 0 0 0.9\end{array}\}$, $P(\cdot,2,\cdot)=\{\begin{array}{lllll}0.3 0.4 0.2 0\mathrm{l} 00 0.4 0.3 03 00 0 0.5 04 0.\mathrm{l}0 0 0 06 0.4\mathrm{l} 0 0 0 0\end{array}\}$
’

推移に関係した費用 $g(i,a,j)$ を
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$g(\cdot,1,\cdot)=\{\begin{array}{llll}11 \mathrm{l} \mathrm{l} 10\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{l} \mathrm{l} \mathrm{l}0\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{l} \mathrm{l} \mathrm{l}0\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{l} \mathrm{l} \mathrm{l}020 \mathrm{l} 1 \mathrm{l} \mathrm{l}0\end{array}\}$, $g(\cdot,2,\cdot)=\{\begin{array}{lllll}2 3 3 3 \mathrm{l}02 3 3 3 \mathrm{l}02 2 3 3 \mathrm{l}02 2 2 2 107 2 2 2 \mathrm{l}0\end{array}\}$

とする. このとき, (5) 式により状態推移確率 $p(i,a,j)$ と推移に関係した費用 $g(i,a,j)$ が既

知であるとき, 最適費用と最適保全方策は

$\beta=4.195652$ ,

$\{v(i)\}=(111 2 2)$

となる. また, $i_{0}=1,$ $a_{0}=1$ のとき Q-factorの値関数は

$\{Q(i,a)\}=(_{4.563043}^{4.195652}$ $6.2494575.907609$ $7.4293487.723370$ $9.5108709.559783$

$13$

$.523917)$

となる.

次に, 状態推移確率 $p(i,a,j)$ に従う確率変数の実現値を表計算ソフトの乱数を用いて発生さ

せ, 学習則 (6) に従って最適費用と $\mathrm{Q}\cdot \mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}$ の値関数を計算した. 表計算ソフトの乱数には問

題も多いが収束の様子を見るには十分であると考えられる. 次の図 1 は Q-factor の初期値とし

て $Q^{0}(i,a)=0$, $i\in S,$ $a\in A,$ $i_{0}=1,a_{0}=1$ を用いたとき, 最適費用 $\beta$ に収束する $Q^{n}(i_{0},a_{0})$

のグラフである. ただし, $\gamma(n)=\frac{1}{1+n}$ で, 右のグラフはほぼ収束した状態での $Q^{n}(i_{0},a_{0})$ の

様子を拡大したものである. 最適費用 $\beta=4.195652$ の近傍で長く変動している. 次に, 初期値

として $\mathrm{D}\mathrm{P}$ 方程式の解を用いたとき, $Q^{n}(i_{0},a_{0})$ の収束の様子を図 2 に示す. 同じスケールで $\gamma(n)$

Q0(i0\tilde の値 $\mathrm{Q}^{0}(\dot{4}$\tilde の値

6 4.3

5
4.25

4

3 4.2

2
4.15

1

04.1
02� 40 600 8� O屋 0 5屋 O eoo 700 s屋 0 900 1000

繰返回数 $\mathrm{n}$ 繰返回数 $\mathrm{n}$

図 1 $Q^{0}(i,a)=0,$ $\gamma(n)=\frac{1}{1+n}$ のとき 0収束
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$\mathrm{O}^{\mathrm{n}}(_{\dot{1}_{0},\theta_{0}})\emptyset \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$ $\mathrm{Q}^{\cap}(\mathrm{i}_{0}.\mathrm{a}\delta\sigma)\pi$

421 421

4205 4205

4.2 4.2

4.195 4.195

4.19 419
0200 4� 6� 800 � 0 0200 4屋 0 600 800 1000

繰返回数 $\mathrm{n}$ 繰返回数 $\mathrm{n}$

$\gamma(n)=\frac{1}{10000+n}$ $\gamma(n)=\frac{1}{100000+n}$

図 2 $Q^{0}(i,a)=Q(i,a),$ $Q^{0}(i_{0},a_{0})=\beta$ のときの収束

を変え, 左側が $\gamma(n)=\frac{1}{10000+n}$ , 右側が

$\gamma(n)=\frac{1}{100000+n}$の場合のグラフで, $\gamma(n)$ の

選び方によって変動の範囲が変わる. しかし,

図 3 は右側のグラフを縦軸方向に拡大したもの

である. これらの図より $Q^{n}(i_{0},a_{0})$ は最適費用

$\beta=4.195652$ の近傍で変動し, $\gamma(n)$ の選び

方によって変動の範囲が変わる. 図 4, 5 は最適
保全方策の変化を示したものである. 図 4 に 図 3 上のグラフの拡大図

Q-factor の初期値として $Q^{0}(i,a)=0$ ,

図 5 $Q^{0}(i,a)=0$のときの最適保全方策 図 $6Q^{0}(i,a)=Q(i,a)$ のときの最適保全方策
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$\gamma(n)\ovalbox{\tt\small REJECT}$– を用いたとき, 最初の 50回の変化を示し, 図 5 には初期値として $\mathrm{D}\mathrm{P}$ 方程式の解と
$1+n$

$\gamma(n)=\frac{1}{10000+n}$ を用いたときの 50 回の変化を示した. 数値計算の結果, 最適保全方策は比較

的早く収束し, 最適値の近傍での変動が少ない.

6 終わりに
状態推移の実現値とその推移に関係した費用の実現値を用いた学習則 (7) による概収束は非常

に遅いことが分かる. その主な理由は (10) 式第 3 項のマルチンゲールの収束の悪さに関係して

いる. $Q$ が微分方程式 (9) の大域的漸近安定であることから $Q^{n}$ は $Q$ に収束するが, 第 3

項のマルチンゲールの収束は $\gamma(n)$ に依存している. しかし, 定理 5 上り $Q^{n}$ はほとんど確実

に収束し, その期待値が $Q$ であることから適当なところで打ち切って, その平均値を用いるこ

とができると考えられる. また, 最適方策は比較的早く収束することから最適方策を求める方法

としては有効である.
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