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1Introduction

1958年 Wagner and Whitin [22] により EOQモデルが世間に広められて以来、EOQモデルに関連し

て数多くの研究がなされている。不足を持たない EOQモデルは 1915年に確立されているが、不規則な需
要に対しては確立されておらず、 動的計画法を使ってでさえ長い計算時間を要していた。 その後の発展

では補充量の替わりに補充サイクルについて解析がなされた。Donaldson [6] は在庫補充最適時刻を決定

するために簡単な計算手法を確立した。彼は” 補充点での発注量は現在の瞬時の需要率と最後の補充か
らの経過時間の積である” という最適補充パターンの重要な性質を確立するのに微積分学を用いた。 ま

た、 与えられたパターンと計画期間に対して与えられた補充回数の最適発注時刻を決めるためにこの性
質を使った。 Silver [19] は Donaldsonの問題に対して初めの補充期間上で単位時間当たりのコストを最
小にするために Silver-Meal法を適用した。 Ghare and Schrader [7] は初めて有限水準上で一定の品質低
下率をもつ EOQモデルを展開した。 Shah [18] は不足を許し、一般的品質低下関数をもつEOQモデルを

扱った。 この種の研究も盛んに行われており、最近の研究では、Teng [20] が不足が許される在庫補充問

題において新しい最適化法を提案した。Chakrabarti and Chaudhuri [2] は有限計画水準上で線形的に変

化する需要率と一定の品質低下率および不足をもつ在庫モデルについて研究した。また、 Teng, Chern,

Yang, Wang [21] は EOQモデルにおいて変動する需要に対する品質低下と不足を許したモデルに拡張し
た。 Papachristos and Skouri [14] は有限計画水準上において一定の品質低下率、時刻変化需要率、時刻

依存部分バックログをもつ EOQ在庫モデルを展開した。
これらの研究ではいずれも製品を貯蔵する倉庫が 1 箇所であると仮定されていた。Hartely [11] は 2 レ

ベルの貯蔵をもつモデルを初めて提案した。 Sarma [17] は 2 レベルの貯蔵 (所有の倉庫とレンタル倉庫)

をもつ確定的在庫モデルを線形傾向の需要において研究した。彼らは輸送費用が輸送量と独立で固定され
た定数であると仮定した。 Goswami and Chaudhuri [8] はこの費用を量に依存すると仮定し、 不足なし

とありの場合を扱った。

我々は 2 レベルの貯蔵での線形傾向の需要における確定的在庫モデルを展開する。各倉庫において品質

低下が起こり、販売に直結している倉庫において不足が許されると仮定する。

2 $\mp_{\vec{T}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

計画期間 Tにおいて 2 レベルの貯蔵をもつ確定的在庫モデルが展開される。 期首に量 $Q$だけ製品が発

注され、倉庫 1 と倉庫 2 の在庫レベルはそれぞれ貯蔵最大容量の $Z,$ $W$となる。 前期での不足に対して量

Sがバックオーダーされたとすると、 システム全体でのロットサイズ $Q$ は

$Q=W+Z+S$

で表せる。客の需要はすべて倉庫 2 から満たされる。時刻 $t$ での需要率は線形的な関数 $f(t)=a+bt(a,$ $b$

は定数) で与えられている。一定の間隔 $\overline{T}$で倉庫 1 から倉庫 2 へ製品の補充が起こり、倉庫 2 の在庫レベ

ルは再びWに戻る。 つまり、 時刻 $i\overline{T},$ $i=1,$ $\ldots,$ $n-1$ には倉庫 2 の在庫レベルはW-Qiになっており、

倉庫 1 から倉庫 2^Qi単位が補充され、在庫レベルはもとの Wに戻る。 倉庫 1 での在庫レベルは連続的
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な品質低下による劣化と離散的な倉庫 2 への補充により減少する。倉庫 2 での在庫レベルは製品を保持し
ている状態には劣化および需要により減少し、 品切れの状態では需要のみにより減少する。 $\theta_{1},$ $\theta_{2}$ を倉庫

1, 2 で維持している在庫に対する一定の品質低下率とする。倉庫 1 の在庫がすべて消費されるまでこの
過程が固定された間隔 $\overline{T}$で繰り返される。 不足は倉庫 2 でのみ許され、最後の補充以降でのみ起こるもの
と仮定する。 時刻 $n\overline{T}$に最後の補充がされるが、一般的には量Q。を補充しても在庫レベルは $W$には達し

ない。 $t_{s}$を在庫レベルが 0 に達する時刻とすると、時刻 $n\overline{T}$に倉庫 2 で維持している製品は期間 $[n\overline{T}, t_{s}]$ に

消費される。 期間 $[t_{s}, T]$ 中に不足する総量は Sである。 時刻 Tまでに満たされなかった未納量 Sは次のサ

イクルのはじめに満たされる。

このシステムにおいて関連する費用を次のように与える : $K$を 1 回当たりの発注費用、 $x$ を 1 回当たり
の補充費用、 $c$ を単位当たりの購入費用とする。 また、 $H_{1},$ $H_{2}$を倉庫 1, 2 それぞれにおける単位時間単
位当たりの在庫維持費用、 Pを単位時間単位当たりの不足費用とする。
我々の問題は補充間隔 $\overline{T}$ , 補充回数 $n$ , 品切れ時刻 $t_{s}$ および計画期間 $T$ とシステムのコストの最適値を

決定することである。 最後の補充を除き、 補充は常に在庫レベルがいっぱいになるようにされる。

3 解法

倉庫 1 の在庫は連続的な時刻での品質低下による劣化と離散的な時刻 $t_{:},$ $i=1,$ $\ldots,$
$n$での補充により減

少する。 期間 $[0, \overline{T})$ における時刻 $t$ での在庫レベノ呵 1 (t) は境界条件 $I_{1}(\mathrm{O})=Z$をもつ

$\frac{dI_{1}(t)}{dt}.=-\theta_{1}I_{1}(t)$ , $0\leq t<\overline{T}$ (1)

で表せる。 これを解くと

$I_{1}(t)=Z\exp\{-\theta_{1}t\}$ , $0\leq t<\overline{T}$ (2)

を得る。 時刻 $\overline{T}$には倉庫 1 から倉庫 $2\wedge Q_{1}$単位が補充される。 そのとき、倉庫 1 の在庫レベルは $I_{1}(\overline{T}-$

$0)-Q_{1}$ となり、 倉庫 2 の在庫レベルはWに戻る。 期間 $[\overline{T}, 2\overline{T})$ における時亥$1\mathrm{J}$ $t$での在庫レベル $I_{1}(t)$ は境
界条件 $I_{1}(\overline{T})=Z\exp\{-\theta_{1}\overline{T}\}-Q_{1}$をもつ

$\frac{dI_{1}(t)}{dt}=-\theta_{1}I_{1}(t)$ , $\overline{T}\leq t<2\overline{T}$ (3)

で表せる。 これを解くと

$I_{1}(t)$ $=$ $(Z\exp\{-\theta_{1}\overline{T}\}-Q_{1})\exp\{-\theta_{1}(t-\overline{T})\}$

$=$ $(Z-Q_{1}\exp\{\theta_{1}\overline{T}\})\exp\{-\theta_{1}t\}$ (4)

を得る。 一般に、期間 [ $i\overline{T},$ $(i+1)\overline{T}),$ $i=1,$ $\ldots,$ $n-1$ における時亥 $\mathrm{I}$」 $t$での在庫レベル $I_{1}(t)$ は境界条件
$I_{1}(i \overline{T})=Z\exp\{-i\theta_{1}\overline{T}\}-\sum_{j=1}^{i}Qj\exp\{-(i-j)\theta_{1}\overline{T}\}$ をもつ

$\frac{dI_{1}(t)}{dt}=-\theta_{1}I_{1}(t)$ , $i\overline{T}\leq t<(i+1)\overline{T},$ $i=1,$ $\ldots,n-1$ (5)

で表せる。 これを解くと

$I_{1}(t)=(Z- \sum_{j=1}^{i}Q_{j}\exp\{j\theta_{1}\overline{T}\})\exp\{-\theta_{1}t\}$, $i\overline{T}\leq t<(i+1)\overline{T},$ $i=1,$ $\ldots,$ $n-1$ (6)

を得る。 時刻 $n\overline{T}$に補充される量 Q、はその時点で倉庫 1 に残ってぃる量であるので、

$Q_{n}=(Z- \sum_{j=1}^{n-1}Qj\exp\{j\theta_{1}\overline{T}\})\exp\{-n\theta_{1}\overline{T}\}$ (7)
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と表せる。 時刻 $n\overline{T}$の補充によりすべての在庫が使い尽くされるので、 期間 $[n\overline{T}, T]$ における在庫量は 0 で
ある。

ゆえに、 倉庫 1 における累積在庫量は

$I_{1}^{+}$ $=$ $\int_{0}^{\overline{T}}Z\exp\{-\theta_{1}t\}dt+\sum_{i=1}^{n-1}\int_{i\overline{T}}^{(i+1)\overline{T}}(Z-\sum_{j=1}^{i}Qj\exp\{j\theta_{1}\overline{T}\})\exp\{-\theta_{1}t\}dt$

$=$ $\frac{1}{\theta_{1}}Z(1-\exp\{-n\theta_{1}\overline{T}\})-\frac{1}{\theta_{1}}\sum_{j=1}^{n-1}Qj(1-\exp\{-(n-j)\theta_{1}\overline{T}\})$ (8)

である。

一方、 倉庫 2 の在庫は需要と品質低下により減少し、 時刻 $i\overline{T}$ , $i=1,$ $\ldots,$
$n$ には補充され、最後の補充

を除いて常に倉庫がいっぱいになるように満たされる。期間 $[0, \overline{T})$ における時亥 $\mathrm{I}$」$t$での在庫レベル $I_{2}(t)$ は

境界条件 I2 (0)=Wをもつ

$\frac{dI_{2}(t)}{dt}=-f(t)-\theta_{2}I_{2}(t)$ , $0\leq t<\overline{T}$ $.(9)$

で表せる。 これを解くと

I2(t) $=$ $\exp\{-\theta_{2}t\}[W-\int_{0}^{t}\exp\{\theta_{2}u\}f(u)du]$

$=$ $(W+ \frac{a}{\theta_{2}}-\frac{b}{\theta_{2}^{2}})\exp\{-\theta_{2}t\}-\frac{b}{\theta_{2}}t-\frac{a}{\theta_{2}}+\frac{b}{\theta_{2}^{2}}$ (10)

を得る。 よって時刻 $\overline{T}$での補充量 $Q_{1}$は

$Q_{1}$ $=$ $W-I_{2}(\overline{T}-0)$

$=$ $(W+ \frac{a}{\theta_{2}}-\frac{b}{\theta_{2}^{2}})(1-\exp\{-\theta_{2}\overline{T}\})+\frac{b}{\theta_{2}}\overline{T}$ (11)

である。 時刻 $\overline{T}$には倉庫 1 より量 $Q_{1}$が補充され、倉庫 2 の在庫レベルはWに戻る。期間 $[\overline{T}, 2\overline{T})$ における

時亥 $|$」 $t$での在庫レベル $I_{2}(t)$ は境界条件 I2(T-)=Wをもっ

$\frac{dI_{2}(t)}{dt}=-f(t)-\theta_{2}I_{2}(t)$ , $\overline{T}\leq t<2\overline{T}$ (12)

で表せる。 これを解くと

I2 (t) $=$ $\exp\{-\theta_{2}t\}[\exp\{\theta_{2}\overline{T}\}W-\int_{\overline{T}}^{t}\exp\{\theta_{2}u\}f(u)du]$

$=$ $(W+ \frac{a}{\theta_{2}}-\frac{b}{\theta_{2}^{2}}+\frac{b}{\theta_{2}}\overline{T})\exp\{-\theta_{2}(t--)\}-\frac{b}{\theta_{2}}t-\frac{a}{\theta_{2}}+\frac{b}{\theta_{2}^{2}}$ (13)

を得る。 よって時刻 $2\overline{T}$での補充量 $Q_{2}$は

$Q_{2}=(W+ \frac{a}{\theta_{2}}-\frac{b}{\theta_{2}^{2}}+\frac{b}{\theta_{2}}\overline{T})(1-\exp\{-\theta_{2}\})-+\frac{b}{\theta_{2}}-$ (14)

である。 一般に、期間 [$i\overline{T},$ $(i+1)\overline{T}),i=1,$
$\ldots,$ $n-1$ における時亥 $|$」 $t$での在庫レベル I2(t) は境界条件

I2 (iT-)=Wをもつ

$\frac{dI_{2}(t)}{dt}=-f(t)-\theta_{2}I_{2}(t)$ , $i\overline{T}\leq t<(i+1)\overline{T}$ , $i=1,$ $\ldots,$ $n-1$ (15)
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で表せる。 これを解くと

I2(t) $=$ $\exp\{-\theta_{2}t\}[W\exp\{i\theta_{2}\overline{T}\}-\int_{i\overline{T}}^{t}\exp\{\theta_{2}u\}f(u)du]$

$=$ $(W+ \frac{a}{\theta_{2}}-\frac{b}{\theta_{2}^{2}}+\frac{ib}{\theta_{2}}\overline{T})\exp\{-\theta_{2}(t-i-)\}-\frac{b}{\theta_{2}}t-\frac{a}{\theta_{2}}+\frac{b}{\theta_{2}^{2}}$ (16)

を得る。 よって時刻 $i\overline{T},$ $i=2,$ $\ldots,$ $n-1$ での補充量 $Q_{\dot{l}}$は

$Q_{:}$ $=$ $W-I_{2}(i\overline{T}-0)$

$=$ $(W+ \frac{a}{\theta_{2}}-\frac{b}{\theta_{2}^{2}}+\frac{(i-1)b}{\theta_{2}}\overline{T})(1-\exp\{-\theta_{2}\overline{T}\})+\frac{b}{\theta_{2}}\overline{T}$ (17)

である。

モデルの仮定より、時刻 $n\overline{T}$の補充直前では不足を起こしていないので

$I_{2}(n \overline{T}-0)=(W+\frac{a}{\theta_{2}}-\frac{b}{\theta_{2}^{2}}+\frac{(n-1)b}{\theta_{2}}\overline{T})\exp\{-\theta_{2}-\}-\frac{nb}{\theta_{2}}\overline{T}-\frac{a}{\theta_{2}}+\frac{b}{\theta_{2}^{2}}\geq 0$ (18)

でなければならない。 また、 時刻 $n\overline{T}$において Q。の補充をしたとき、倉庫 2 の在庫量は容量 $W$を越える
ことはないので

I2 $(n\overline{T})=I_{2}(n\overline{T}-0)+Q_{n}\leq W$ (19)

を満たさなければならない。期間 $[n\overline{T}, t_{\theta}]$ における時刻 $t$ \mbox{\boldmath $\tau$}‘‘の在庫レベル I2 (t) は境界条件 $I_{2}(n\overline{T})=I_{2}(n\overline{T}-$

$0)+Q_{n}$をもつ

$\frac{dI_{2}(t)}{dt}=-f(t)-\theta_{2}I_{2}(t)$ , $n\overline{T}\leq t\leq t_{s}$ (20)

で表せる。 これを解くと

$I_{2}(t)$ $=$ $\exp\{-\theta_{2}t\}[I_{2}(n\overline{T})\exp\{n\theta_{2}\overline{T}\}-\int_{n\overline{T}}^{t}\exp\{\theta_{2}u\}f(u)du]$

$=$ $(I_{2}(n \overline{T})+\frac{a}{\theta_{2}}-\frac{b}{\theta_{2}^{2}}+\frac{nb}{\theta_{2}}\overline{T})\exp\{-\theta_{2}(t-n\overline{T})\}-\frac{b}{\theta_{2}}t-\frac{a}{\theta_{2}}+\frac{b}{\theta_{2}^{2}}$ (21)

を得る。 時刻 $t_{\epsilon}$において在庫量は 0 となるので、 t,は

$I_{2}(t_{\epsilon})=0$ (22)

すなわち

$(I_{2}(n \overline{T})+\frac{a}{\theta_{2}}-\frac{b}{\theta_{2}^{2}}+\frac{nb}{\theta_{2}}\overline{T})\exp\{-\theta_{2}(t_{s}-n\overline{T})\}-\frac{b}{\theta_{2}}t_{\epsilon}-\frac{a}{\theta_{2}}+\frac{b}{\theta_{2}^{2}}=0$ (23)

を満たす。 時刻ち以降は需要のみによる在庫レベルの低下となるので、期間 $(t_{\epsilon}, T]$ における時刻 $t$ \mbox{\boldmath $\tau$}‘‘の在
庫レベル $I_{2}(t)$ は境界条件 I2 $(t_{\epsilon})=0$ をもっ

$\frac{dI_{2}(t)}{dt}=-f(t)$ , $t_{\epsilon}<t\leq T$ (24)

で表せる。 これを解くと

$I_{2}(t)=-a(t-t_{\epsilon})- \frac{b}{2}(t^{2}-t_{\epsilon}^{2})$ (25)
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を得る。 時刻 Tには在庫レベルは一 Sに達するので

$I_{2}(T)=-a(T-t_{s})- \frac{b}{2}(T^{2}-t_{s}^{2})=-S$ (26)

を満たさなければならない。
ゆえに、 倉庫 2 における累積在庫量は

$I_{2}^{+}$ $=$ $\sum_{j=0}^{n-1}\int_{j\overline{T}}^{(j+1)\overline{T}}\{(W+\frac{a}{\theta_{2}}-\frac{b}{\theta_{2}^{2}}+\frac{jb}{\theta_{2}}\overline{T})\exp\{-\theta_{2}(t-j\overline{T})\}-\frac{b}{\theta_{2}}t-\frac{a}{\theta_{2}}+\frac{b}{\theta_{2}^{2}}\}dt$

$+ \int_{n\overline{T}}^{t}$

.
$\{(I_{2}(n\overline{T})+\frac{a}{\theta_{2}}-\frac{b}{\theta_{2}^{2}}+\frac{nb}{\theta_{2}}\overline{T})\exp\{-\theta_{2}(t-n\overline{T})\}-\frac{b}{\theta_{2}}t-\frac{a}{\theta_{2}}+\frac{b}{\theta_{2}^{2}}\}dt$

$=$ $\frac{n}{\theta_{2}}(W+\frac{a}{\theta_{2}}-\frac{b}{\theta_{2}^{2}}+\frac{(n-1)b}{2\theta_{2}}\overline{T})$ (l-e禾 4 $\{-\theta_{2}\overline{T}\}$ )

$+ \frac{1}{\theta_{2}}(I_{2}(n\overline{T})+\frac{a}{\theta_{2}}-\frac{b}{\theta_{2}^{2}}+\frac{nb}{\theta_{2}}\overline{T})(1-\exp\{-\theta_{2}(t_{\epsilon}-n\overline{T})\})$

$- \frac{b}{2\theta_{2}}t_{\epsilon}^{2}-\frac{a}{\theta_{2}}t_{\delta}+\frac{b}{\theta_{2}^{2}}t_{\epsilon}$ (27)

である。 倉庫 1 における劣化数は

$I_{1}^{0}=Z-. \sum_{1=1}^{n}Q:=\theta_{1}I_{1}^{+}$ (28)

であり、倉庫 2 における劣化数は

$I_{2}^{0}= \int_{0}^{t}$

.
$\theta_{2}I_{2}^{\cdot}(t)dt=\theta_{2}I_{2}^{+}$ (29)

である。 また、 期間 $[t_{\epsilon}, T]$ におこる不足に対する累積不足量は

$I_{2}^{-}= \int_{t_{*}}^{T}(T-t)f(t)dt=\frac{a}{2}T^{2}+\frac{b}{6}T^{3}-at_{\epsilon}T-\frac{b}{2}t_{\epsilon}^{2}T+\frac{a}{2}t_{\epsilon}^{2}+\frac{b}{3}t_{\epsilon}^{3}$ (30)

である。

このシステムでは、発注、在庫維持、不足損失、劣化による損失、輸送に関する費用を伴う。 (8), (27),

(28), (29), (30) よりシステム全体にかかる平均費用は

$C= \frac{1}{T}\{K+nx+(H_{1}+\theta_{1}c)I_{1}^{+}+(H_{2}+\theta_{2}c)I_{2}^{+}+PI_{2}^{-}\}$ (31)

となる。
Cは 3つの変数 $n,\overline{T}$ , Tの関数であり、 $\overline{T}$ , Tは連続型変数、 $n$ は離散型変数である。 与えられた $n$ に対し

て Cを最小にする必要条件は

$\frac{\partial C}{\partial\overline{T}}=0$ , $\frac{\partial C}{\partial T}=0$ (32)

である。 (32) の初めの式は

$(H_{1}+ \theta_{1}c)\frac{\partial I_{1}^{+}}{\partial\overline{T}}+(H_{2}+\theta_{2}c)\frac{\partial I_{2}^{+}}{\partial\overline{T}}+P\frac{\partial I_{2}^{-}}{\partial\overline{T}}=0$ (33)

となる。 そこで

$\frac{\partial I_{1}^{+}}{\partial\overline{T}}$

$=$ $nZ \exp\{-n\theta_{1}\overline{T}\}-\sum_{j=1}^{1\iota-1}(n-j)Q_{j}\exp\{-(n-j)\theta_{1}\overline{T}\}$
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$\frac{\partial I_{2}^{+}}{\partial\overline{T}}$ $=$ $n(W+ \frac{a}{\theta_{2}}-\frac{(n+1)b}{2\theta_{2}^{2}}+\frac{(n-1)b}{2\theta_{2}}\overline{T})\exp\{-\theta_{2}\overline{T}\}-\frac{nb}{\theta_{2}}t_{s}-\frac{na}{\theta_{2}}+\frac{n(n+1)b}{2\theta_{2}^{2}}$

$+ \frac{1}{\theta_{2}}(\frac{\partial I_{2}(n\overline{T})}{\partial\overline{T}}+\frac{nb}{\theta_{2}})(1-\exp\{-\theta_{2}(t_{\epsilon}-n\overline{T})\})$ (35)

$\frac{\partial I_{2}^{-}}{\partial\overline{T}}$ $=$ $-(T-t_{\epsilon}) \{(\frac{\partial I_{2}(n\overline{T})}{\partial\overline{T}}+\frac{nb}{\theta_{2}})\exp\{-\theta_{2}(t_{\epsilon}-n\overline{T})\}+nbt_{\epsilon}+na-\frac{nb}{\theta_{2}}\}$ (36)

である。 また、 $Q_{j}$は (17) より得られ、

$\frac{\partial I_{2}(n\overline{T})}{\partial\overline{T}}$

$=$ $\frac{(n-1)b}{\theta_{2}}\exp\{-\theta_{2}\overline{T}\}-(\theta_{2}W+a-\frac{b}{\theta_{2}}+(n-1)b\overline{T})\exp\{-\theta_{2}\overline{T}\}-\frac{nb}{\theta_{2}}-n\theta_{1}Z$

- $\sum_{j=1}^{n-1}\{(\theta_{2}W+a-\frac{jb}{\theta_{2}}+(j-1)b\overline{T})\exp\{-\theta_{2}\overline{T}\}+\frac{jb}{\theta_{2}}\}\exp\{-(n-j)\theta_{1}\overline{T}\}$

$+ \sum_{j=1}^{n-1}(n-j)\theta_{1}Qj\exp\{-(n-j)\theta_{1}\overline{T}\}$ (37)

である。 (32) の 2番目の式は

$-C+P \{a(T-t_{\epsilon})+\frac{b}{2}(T^{2}-t_{\epsilon}^{2})\}=0$ (38)

となる。

(33) と (38) は非線形方程式であり、 $n=1,2,$ $\ldots$ に対してこれらを解くと最適値 $\overline{T}$ , Tが得られる。 最適
費用は (31) から得られ、 これらの値の比較により補充回数 $n$の最適値が決定する。また、ちの最適値は
(23) から得られる。

4 最後に

本稿では 2 レベルの貯蔵において品質低下が起こり、販売に直結している倉庫においてのみ不足が許さ
れ、 線形傾向の需要をもっ確定的在庫モデルについて定式化し、 最適解を得るための必要条件を導いた。
実際、最適解を得るには、最適解を求めるための必要条件が非線形方程式であるので、数値的な近似解
法に頼らざるおえないであろう。本稿では、倉庫 2 において補充終了後にのみ不足が許されるというモデ
ルについての解析を行ったが、パラメータの値によっては補充終了前に不足が生じるケースも存在する。
これらについては今後の研究課題とする。
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