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1 序論

次の Lotka-Volterra微分方程式

$\{$

$x’(t)=\alpha x(t)[-x(t)+y(t)]$

$y’(t)=\beta y(t)[-y(t)+x(t)]$
(1)

を考えてみよう. ここで $\alpha,$ $\beta>0$ とし, $x(0)=x0>0,$ $y(0)=y_{0}>0$ である. このとき
明らか (こ $0\leq t<\infty$ で $x(t)>0,$ $y(t)>0$ となる. $x(t),$ $y(t)$ が時亥$|\mathrm{J}$ $t$ のときの状態を表し
ているとすると, (1) ま $x(t),$ $y(t)$ それぞれの状態変化を互いの状態の “差”で決めている

系である. さら (こ (1) は “自分” $x(t)$ (or $y(t)$ ) と “他者” $y(t)$ (or $x(t)$ ) の状態を比べて差が
小さくなるように自己のふるまいを決定する系と解釈することができる.

までにタイムラグが生じると考えるのが自然であろう. したがって, 次のタイムラグをも
つ Lotka-Volterra微分方程式

$\{$

$x’(t)=\alpha x(t)[-x(t)+y(t-\tau_{2})]$

$y’(t)=\beta y(t)[-y(t)+x(t-. \tau_{1})]$
(2)

を考えてみる. タイムラグを大きくしたとき, 解の挙動がどのように変化するかを知るた
めに, $\alpha=5,$ $\beta=1$ として十分な時間シミュレーションを行った (図 1-4). 簡単のため

$\tau_{1}=\tau_{2}=\tau$ , 初期関数は定数関数 $(\varphi, \psi)=(1,4)$ としよう.

$\tau=0$ のとき, 解は $x^{\frac{1}{5}}y=4$ の曲線に沿って, 点 $(\sqrt[6]{}1024, \sqrt[6]{}1024)$ に収束する (図 1).
タイムラグが小さい場合, 解は一度直線 $y=x$ を越えた後, 点 (2.946764, 2946764) に収
束する (図 $2:\tau=0.1$). タイムラグを増やしていくに連れて解軌道は渦状となる. 実際
$\tau=0.3$ では, 解は右回りに回転しながら点 (2.696118, 2696118) に収束する (図 3). さ

らにタイムラグを増加させていくと, 解軌道はより複雑な様相を呈する. 例えば $\tau=5$ に

おいて, 解は八の字を小さくしていきながら点 (2.544279, 2544279) に収束する (図 4).

ここで注意したいことは, いずれの場合も解は直線 $y=x$ 上の一点に収束することが観

察されたことである. さらに方程式 (2) の解の収束先は, タイムラグを大きくするに連れ

て $y=x$ 上を遷移する様である.

数理解析研究所講究録 1309巻 2003年 132-139

132



そこで本稿ではタイムラグをもつ $n$ 次元の Lotka-Volterra微分方程式

$\{$

$x_{1}’(t)=\alpha_{1}x_{1}(t)[-x_{1}(t)+x_{2}(t-\tau 2)]$

$x_{2}’(t)=\alpha_{2}x_{2}(t)[-x_{2}(t)+x_{3}(t -\tau_{3})]$

.$\cdot$.
$x_{n}’(t)=\alpha_{n}x_{n}(t)[-x_{n}(t)+x_{1}(t-\tau_{1})]$

(E1)

($n=2$ のときは (2) に対応) に対し, タイムラグを変えることで, 解の収束先がどこにど

のように遷移するかを数学的に考察したい.
(E1) の初期条件は

$x_{i}(s)=\varphi_{i}(s)\geq 0,$ $-\tau_{i}\leq s\leq 0;\varphi_{i}(0)>0,i=1,2,$ $\cdots,n$ (3)

とする. ここで $\tau_{i},$ $\alpha_{i}$ (ま定数で $\tau_{i}\geq 0,$ $\alpha_{i}>0$ とし, $\varphi_{i}$ [ま連続関数である $(i=1,2, \cdots, n)$ .
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初期条件 (3) の下では (E1) の解 $(x_{1}(t), x_{2}(t),$ $\cdots,$ $x_{n}(t))$ は $0\leq t<\infty$ で存在し, 各成分は
正の値をとる (cf.[3]).
我々は次の定理を得た :

また線形微分方程式系

$\{$

$x_{1}’(t)=\alpha_{1}[-x_{1}(t)+x_{2}(t-\tau_{2})]$

$x_{2}’(t)=\alpha_{2}[-x_{2}(t)+x_{3}(t-\tau_{3})]$

.$\cdot$

.

$x_{n}’(t)=\alpha_{n}[-x_{n}(t)+x_{1}(t-\tau_{1})]$

(E2)

に対して定理 1 と同様の結果を得た :

定理 1,2 は収束先を初期関数とタイムラグで explicit に表現している. 証明では, 二つ

の異なった汎関数を構成し LaSalle の不変原理と保存量を上手く活用した. 第 2節におい
て, LaSalle の不変原理の紹介とタイムラグをもつ微分方程式における保存量の概念の導
入を行 $\mathrm{A}$

$\mathrm{a}$ , 第 3節において定理の証明を与える. また, 第 4節では (EI),(E2) の特殊な場
合である 2 次元方程式を考え, タイムラグの変化による収束先の遷移の様子を示した.

2 準備

白励系の方程式

$x’(t)=f(x_{t})$ (4)

を考えよう. ここで, $\mathrm{R}^{n}$ は $n$ 次元ユークリッド空間と、し, そのノルムを $|\cdot|$ で表す. $C:=$

$C([-\tau, 0], \mathrm{R}^{n})$ は区間 $[-\tau, 0]$ から Rn.への連続関数全体の集合とし, $\phi\in C$ に対するノル
ムを $||\phi||=\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}_{-}\tau\leq s\leq 0|\phi(S)|$ で与える. $xt\in C$ を $xt(s)=x(t+s),$ $-\tau\leq s\leq 0$ で定義す
る. $f$ : $Carrow \mathrm{R}^{n}$ は完全連続 (連続かつ有界閉集合を有界集合へ写す写像) な汎関数であ
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り, さらに解は初期値に関して連続であると仮定する. $(0, \varphi)$ を通る (4) の解を $xt(\varphi)$ と

し, $\omega(\varphi)$ を $x_{t}(\varphi)$ の正の極限集合とする. さらに連続汎関数 $V$ : $Carrow \mathrm{R}$ に対して, $V$ の

(4) の解に沿った微分 $\dot{V}_{(4)}(\varphi)$ を

$\dot{V}_{(4)}(\varphi)=\lim_{harrow}\sup_{0+}\frac{V(x_{h}(\varphi))-V(\varphi)}{h}$

で定義する.

領域 $G$ を $C$ の部分集合とする.
定義 21

連続汎関数 $W$ : $Garrow \mathrm{R}$ が任意の $\varphi\in G$ に対して

$\dot{W}_{(4)}(\varphi)=0$

をみたす時に, $W$ を (4) に対する $G$ 上での保存量であるという.

定義 2.2
$V$ : $Carrow \mathrm{R}$ が $G$ 上で定義された (4) のリャプノフ汎関数であるとは, 次の条件 :

(i) $V$ が $\overline{G}$ ( $G$ の閉包) 上で連続である.

(ii) $\dot{V}(4)(\varphi)\leq 0$ on $G$ .

をみたすことをいう.

$E=\{\varphi\in Cl(G) : \dot{V}_{(4)}(\varphi)=0\}$

$M=E$ のに含まれる (4) の最大の不変集合

とすると, 次の定理が知られている.

定理A(LaSalle の不変原理)

$V$ が $G$ 上で定義された (4) のリャプノフ汎関数とする. このとき, $x_{t}(\varphi)$ が $G$ の中に

ある有界な解ならば $\omega(\varphi)\subset M$ が成立する (c$f$ . [1, p.143, TheOrem32]).

3 定理の証明

定理 1 の証明

領域 $G$ を

$G=\{\psi=(\psi_{1}, \psi_{2}, \cdots, \psi_{n})\in C ; \psi_{i}(s)\geq 0, \psi_{i}(0)>0, i=1,2, \cdots, n\}$ (5)

と定義しよう. ここで $C=C([-\Delta, 0], \mathrm{R}^{n}),$ $\Delta=\max\{\tau_{1}, \tau_{2}, \cdots, \tau_{n}\}$ である. 汎関数 $V$

$Carrow \mathrm{R}$ を

135



$V( \psi)=\sum_{i=1}^{n}\{\frac{2\psi_{i}(0)}{\alpha_{i}}+\int_{-\tau_{i}}^{0}\psi_{i}^{2}(s)ds\}$ (6)

と定義すると, 明らかに $V$ は $\overline{G}$ で連続である. さらに (E1) の解に沿った微分を計算すると

$\dot{V}_{(\mathrm{E}1)}(\psi)=2\psi_{n}(0)[-\psi_{n}(0)+\psi_{1}(-\tau_{1})]+2\sum_{i=1}^{\dot{n}-1}\psi_{i}(0)[-\psi_{i}(0)+\psi_{i+1}(-\tau_{i+1})]$

$+ \sum_{i=1}^{n}\{\psi_{i}^{2}(0)-\psi_{i}^{2}(-\tau_{i})\}$

$=- \{\psi_{n}(0)-\psi_{1}(-\tau_{1})\}^{2}-\sum_{i=1}^{n-1}\{\psi_{i}(0)-\psi_{i+1}(-\tau_{i+1})\}^{2}$

く 0 (7)

を得る. また (5), (6) により (E1) の全ての解が有界であることがいえる (cf.[3]). $|_{\vee}$たがっ

て定理 A を適用すると, 任意の初期関数 $\varphi=(\varphi_{1}, \varphi_{2}, \cdots, \varphi_{n})\in G$ に対して, $\omega(\varphi)\subset M$

が成立する.
集合 $M$ の性質を調べよう. 今, $E$ は

$E=\{\psi=(\psi_{1}, \psi_{2}, \cdots, \psi_{n})\in G|\psi_{1}(0)=\psi_{2}(-\tau_{2}), \psi_{2}(0)=\psi_{3}(-\tau_{3}), \cdots, \psi_{n}(0)=\psi_{1}(-\tau_{1})\}$

である. 任意の $\psi=(\psi_{1}, \psi_{2}, \cdots, \psi_{n})\in M$ に対し, $(0,\psi)$ を通る (E1) の解を $z(t):=$

$(x_{1}(t), x_{2}(t),$ $\cdots,$ $x_{n}(t))$ とする. $M$ は不変集合なので $t\in \mathrm{R}$ [こ対し $z_{t}\in M$ である. また

$M\subset E$ に注意すれば, $t\in \mathrm{R}$ に対して

$\{$

$x_{1t}(0)-x_{2t}(-\tau_{2})=x_{1}(t)-x_{2}(t-\tau_{2})=0$

$x_{2t}(0)-x_{\mathit{3}t}(-\tau 3)$ $=x_{2}(t)-x_{3}(t-\tau 3)=0$...
$x_{nt}(0)-x_{1t}(-\tau_{1})=x_{n}(t)-x_{1}(t-\tau_{1})=0$

(8)

が成立し, これと (E1) より

$x_{1}’(t)=x_{2}’(t)=\cdots=x_{t}’(t)=0,$ $t\in \mathrm{R}$ .

よって, $c_{1},$ $c_{2},$ $\cdots,$ $c_{n}$ を定数とすれば

$x_{1}(t)=c_{1},$ $x_{2}(t)=c_{2},$ $\cdots,$ $x_{n}(t)=c_{n},$ $t\in \mathrm{R}$

を得る. したがって (8) より

$c_{1},$ $=c_{2}=\cdots=c_{n}=const$ .

ゆえに

$M=\{(\psi_{1}, \psi_{2}, \cdots, \psi_{n})\in E|\psi_{1}(s)=\psi_{2}(s)=\cdots=\psi_{n}(s)=const, s\in[-\Delta, 0]\}$
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$\omega$ 極限集合が一点からなることを示そう. 汎関数 $W$ を次のように構成する:

$W( \psi)=\sum_{i=1}^{n}\{\frac{\log\psi_{i}(0)}{\alpha_{i}}+\int_{-\tau}^{0}\dot{.}\psi_{i}(s)ds\}$ . (9)

(E1) の解に沿った微分を計算すると

$\dot{W}_{(\mathrm{E}1)}(\psi)=-\psi_{n}(0)+\psi_{1}(-\tau_{1})-\sum_{i=1}^{n-1}\{\psi_{i}(0)-\psi_{i+1}(-\tau_{i+1})\}+\sum_{i=1}^{n}\{\psi_{i}(0)-\psi_{i}(-\tau_{i})\}$

$=0$ . (10)

これは $W$ が $G$ 上での保存量であることを意味する.
この保存量 $W$ を使って $\omega(\varphi)$ を具体的に求めよう. $\psi\in\omega(\varphi)$ に対して数列 { $t_{n}$ : $t_{n}arrow$

$\infty$ as $narrow\infty$ } が存在し

$\lim_{t_{n}arrow\infty}z_{t_{n}}arrow\psi$ (11)

が成立する. (10) より

$W(z_{t_{n}})=W(z_{0})=W(\varphi)$

であるので (11) より

$W(\psi)=W(\varphi)$ . (12)

$\omega(\varphi)\subset M$ なので $\psi:=(\psi_{1}, \psi_{2}, \cdots, \psi_{n})$ [ま $\psi_{1}=\psi_{2}=\cdots=\psi_{n}=cmst$ をみたすこと [こ

注意すると, (9), (12) より, const $=c$ として

$\sum_{i=1}^{n}\{\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}c}{\alpha_{i}}+c\tau_{i}\}=W(\varphi)$

を得る. 左辺の形よりこのような $c$ は $\omega(\varphi)$ の値に応じて一意に決まり, したがって $\omega(\varphi)$

は定数関数一点からなることがいえる.
(証明終)

定理 2 の証明

リャプノフ汎関数 $V$ と保存量 $W$ を

$V( \psi)=\sum_{i=1}^{n}\{\frac{\psi_{i}(0)^{2}}{\alpha_{i}}+\int_{-\tau}^{0}.\cdot\psi_{i}^{2}(s)ds\}$ , (13)

$W( \psi)=\sum_{i=1}^{n}\{\frac{\psi_{i}(0)}{\alpha_{i}}+\int_{-\tau}^{0}.\cdot\psi_{i}(s)ds\}$ (14)

と構成してやれば, 定理 1 と同様に証明できる. t証明鉄)
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(E2) において $n\ovalbox{\tt\small REJECT} 2,$
$\tau_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}\tau_{2}\ovalbox{\tt\small REJECT}\tau,$ $\alpha_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}\alpha_{2}\ovalbox{\tt\small REJECT}\alpha$ とする. このとき座標変換 $arrow,$ $v$ ) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$(x’-x_{2}, x’+x_{2})$ (こより

$\{$

$u’(t)=\alpha[-u(t)-u(t-\tau)]$

$v’(t)=\alpha[-v(t)+v(t-\tau)]$
(15)

を得る. (15) において特性根の解析により, $u(t)$ の零解は漸近安定で, $v(t)$ は定数 $\tilde{v}$ に漸

近することがわかる (cf.Hale $[1,\mathrm{p}\mathrm{p}.134- 142]$ , Murakami $[2,\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}4.2]$ ). $\text{し}$たがって, こ

のとき (E2) の解は一点 $( \tilde{x}_{1},\tilde{x}_{2})=(\frac{\tilde{v}}{2}, \frac{\tilde{v}}{2})$ に収束する. 定理 2 は, この結果を拡張している.

4 タイムラグと収束先の遷移

(E1) &こおいて $n=2,$ $\tau_{1}=\tau_{2}=\tau$ とした Lotka-Volterra微分方程式

$\{$

$x_{1}’(t)=\alpha_{1}x_{1}(t)[-x_{1}(t)+x_{2}(t-\tau)]$

$x_{2}’(t)=\alpha_{2}x_{2}(t)[-x_{2}(t)+x_{1}(t-\tau)]$
(NE)

に対し, 初期関数を定数関数

$\{$

$x_{1}(s)=\xi(s)=\xi_{0}>0,$ $-\tau\leq s\leq 0$

$x_{2}(s)=\zeta(s)=\zeta_{0}>0,$ $-\tau\leq s\leq 0$

とする. このとき定理 1 より次の命題が成り立つ :

$\sqrt{\xi_{0}\zeta_{0}}\exp(\sqrt{\xi_{0}\zeta_{0}})\tau\leq\tilde{x}\exp(\tilde{x}\tau)<\frac{\xi 0+\zeta_{0}}{2}\exp(\frac{\xi 0+\zeta_{0}}{2})\tau$

を得る. ここで $h(s)=s\exp(s\tau)$ を考えると, $\cdot h(s)$ は $s>0$ で単調増加関数なので

$\sqrt{\xi_{0}\zeta_{0}}\leq\tilde{x}<\frac{\xi_{0}+\zeta_{0}}{2}$

となる. また (16) より

$\frac{d\tilde{x}}{d\tau}=\frac{\tilde{x}(_{2}^{\xi_{9_{-}}+[perp] 0}-\tilde{x})}{1+\tilde{x}\tau}>0$
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を得る. ゆえに
$\tilde{x}arrow\frac{\xi_{0}+\zeta_{0}}{2}$ as $\tauarrow\infty$

が成立する. 従って, タイムラグが増えるにつれて解の収束先が直線 $y=x$ 上を単調に右

上に遷移し, $(_{22}^{\xi+\zeta_{2}\simeq 0+0}\mathrm{L},)$ に漸近することがわかる.

また (E2) において $n=2,$ $\tau_{1}=\tau_{2}=\tau$ とした方程式

$\{$

$x_{1}’(t)=\alpha_{1}[-x_{1}(t)+x_{2}(t-\tau)]$

$x_{2}’(t)=\alpha_{2}[-x_{2}(t)+x_{1}(t-\tau)]$
(LE)

に対して定理 2 より次の命題が成り立つ :

系 42 から, タイムラグを変えることで (LE) の解の収束先がどこにどのように遷移す
るかがわかる. それぞれの初期関数における結果を表 1 にまとめる.

表 $1:\tau$ を増加させたときの収束先の遷移
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