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1. Introduction.
次の半線形熱方程式の初期値境界値問題 (P) の大域解の漸近挙動について、考察

する。

(P) $\{$

1. $u_{t}(x,t)-\Delta u(x,t)=f(x, u(x, t))$ , $(x,t)\in\Omega\cross[0, \infty)$

2. $u(x, 0)=u_{0}(x)$ , $x\in\Omega$

3. $\frac{\partial u}{\partial n}(x, t)+\sigma(x)|u(x, t)|^{m-2}u(x, t)=0$ , $(x, t)\in\partial\Omega\cross[0, \infty),$ $0\leq\sigma\in L^{\infty}(\partial\Omega)$

ここで、 $\Omega$ は]$\mathrm{R}^{N}$ 内の滑らかな境界� $\Omega$ を持つ有界領域であり、 $f$ は、 下記の非線

形性 (f) を満足する、 $\Omega\cross 1\mathrm{R}^{1}$ から $\mathrm{R}^{1}$ への連続関数である:

(f)
$\{$

以下の 3 条件を満たす定数 $K_{i}(i=0,1,2,3)$ と実数 $p\in(2,2^{*}),$ $\delta>0$ ,

そして $\epsilon>0$ が存在する。 ここで、 2*は、一般に臨界ソボレフ指数と呼ばれ、

$2”=\infty$ for $N=1,2;2^{*}=2N/(N-2)$ for $N\geq 3$ :

(i) $|f(x, u)|\leq K_{0}(1+|u|^{p-1})$ , $\forall(x, u)\in\Omega\cross \mathrm{E}\mathrm{t}^{1}$

(ii) $F(x, u)= \int_{0}^{u}f(x, t)dt\geq K_{1}|u|^{2+\delta}-K_{2}$ , $\forall(x,u)\in\Omega\cross \mathrm{R}^{1}$

(iii) $uf(x, u)\geq(2+\epsilon)F(x, u)-K_{3}$ , $\forall(x,u)\in\Omega\cross \mathrm{R}^{1},$ $\epsilon>m-2$

さらに、 $m\in(2,\hat{2})$ とする。 ここで、 $\hat{2}$ ま、 ソボレフのトレースの埋蔵定理に於ける

臨界指数と呼ばれ、 $\hat{2}=\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ $N=1,2;\hat{2}=2(N-1)/(N-2)\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}N\geq 3$ である o

これまで、上記の半線形放物型方程式の境界条件デイリクレゼロの問題の大域解の
漸近挙動に関しては、数多く研究されてきているが、Neumann 0 条件を含む第三種
境界条件問題に関しては、ほとんど研究されていない。発表者は、修士論文におい

て、境界条件が第三種境界条件の場合、第 22 回本セミナーにおいて、一相ステファ
ン問題に対して、そして今回、境界条件が非線形の場合につき、研究に取り組んだ。
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特に、 本発表では、大域解が存在する事を仮定した時の、 あるノルムでの、有界性
(こ注目する。 すなわち、 キーワードとしては、『Tm $=+\infty\Rightarrow$ bound of $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}?\ovalbox{\tt\small REJECT}$

である。 また、境界条件を非線形とすることにより生じる困難は、エネルギー汎関
数を考える時に斉次性がくずれることであるが、発表者は、今までの解析に使用し
た phase plane method を一次元上げて解析する phase space を導入することによ
り、 困難を回避することに成功した。

2. lVIain Results
定理 $\mathrm{I}.$ ( $\mathrm{H}^{1}$ Bound)

条件 (f) が満足され、 $u$ が、 $V\equiv W_{loc}^{1,2}([0, \infty);L^{2}(\Omega))\cap L_{loc}^{2}([0, \infty);H^{2}(\Omega))$ に属す

るような、 (P) の大域解であるとする。そのとき、以下を満たす様な正定数
$C_{0}(|u_{0}|_{H^{1}}, K_{0}, K_{1}, K_{2}, K_{3}, \delta, \epsilon, |\Omega|)$ が存在する。

(1) $\sup_{t\geq 0}|u(t)|_{L^{2}}\leq C_{0}$
,

(2) $\sup_{t\geq 0}|u(t)|_{H^{1}}<+\infty$
,

(3) $T_{0}(|u_{0}|_{H^{1}}, K_{0}, K_{1}, K_{2}, K_{3}, \delta, \epsilon, |\Omega|)s.t.\sup_{t\geq T_{1}}|u(t)|_{H^{1}}\leq C_{0}$
,

(4 $\grave{}p\in(2,2_{*})$ であれば、
$\sup_{t\geq 0}|u(t)|_{H^{1}}$

$\leq C_{0}$ . ここで、

$2_{*}=\mathrm{o}\mathrm{o}$ $f$or $N=1;2_{*}=2+12/(3N-4)f$or $N\geq 2$ .

定理垣.( $\mathrm{L}^{\infty}$ Bound)

条件 (f) が満足され、 $u_{0}\in L^{\infty}(\Omega)$ で $u$ が、

L二 $([0, \infty);L^{\infty}(\Omega))\cap W_{lo\acute{c}}^{12}((0, \infty);L^{2}(\Omega))\cap L_{loc}^{2}((0, \infty);H^{2}(\Omega))$ [こ属するような、

$(\mathrm{P})_{R}$ の大域解であるとする。
このとき、以下を満たす様な正定数 $C_{1}=C_{1}(|u_{0}|_{L^{\infty}}, K_{0}, K_{1}, K_{2}, K_{3}, \delta, \epsilon, |\Omega|)$

が存在する。

(5) $\sup_{t\geq 0}|u(t)|_{L^{\infty}}<\infty$
,

(.6) $\exists_{T_{1}(|u_{0}|_{L^{\infty}}},$ $K_{0},$ $K_{1},$ $K_{2},$ $K_{3},$ $\delta,$
$\epsilon,$

$| \Omega|)s.t.\sup_{t\geq T_{1}}|u(t)|_{L^{\infty}}\leq C_{1}$
,

(7) $p\in(2,2_{*})$ であれば、
$\sup_{t\geq 0}|u(t)|_{L^{\infty}}\leq C_{1}$

. ここで、

$2_{*}=\infty$ for $N=1;2_{*}=2+12/(3N-4)$ for $N\geq 2$ .

3. Notation
$a(u):= \frac{1}{2}(\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}dx+\frac{\lambda}{2}\int_{\Omega}|u|^{2}dx$

206



207

$\overline{a}(u):=\frac{1}{m}\int_{\Gamma}\sigma(x)|u|^{m}d\Gamma)$

$G(u)$ $:= \int_{\Omega}\int_{0}^{u(x)}(\lambda t+f(x, t))dtdx$

$J(u):=a(u)$ 十 $\overline{a}(u)-G(u)$

$j(u):= \int_{\Omega}u(\lambda u+f(x, u))dx-2a(u)-m\overline{a}(u)$

4. 証明の概略
$L^{2}$ 有界性 (ステップ 1)
命題 1.
$u$ が $V$ に属するような (P) の大域解であるとする。そのとき、

(i) $J(u(t))$ は $t$ に関して、単調減少である。

(ii) $J(u(t))$ $\geq$ $-d_{0}$ $\forall t\geq 0$ .
$( \mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\int_{0}^{\infty}|u_{t}(t)|^{2}dt$ $\leq$ $J(u\mathrm{o})+d_{0}$ ,
(iv) $|u(t)|$ $\leq$ $K_{4}$ , $\forall t\geq 0$ を満たすような、 $K_{i}(i=0,1,2,3),$ $\epsilon,$

$\delta,$ $d_{0}$ と $J(u_{0})$

だけに依存する定数 $K_{4}$が存在する。
(証明)
エネルギー等式

.
$\int_{\Omega}$ eq. $\mathrm{x}u_{t}\Rightarrow\frac{d}{dt}J(u(t))=-|u_{t}(t)|^{2}\Rightarrow(i)$

1 $d$.
$..[_{\Omega}$ eq. $\mathrm{x}u\Rightarrow\overline{2}\overline{dt}|u(t)|^{2}$ $=$ $j(u(t))$

$=$ $\int_{\Omega}(\lambda u+f(x, u))dx-2a(u)-m\overline{a}(u)$

$\geq$ $(2+ \epsilon)\int_{\Omega}G(x, u)dx-K_{3}|\Omega|-2a(u)-m\overline{a}(u)$

$\geq$ $(2+\epsilon)G(u)-m(a(u)+\overline{a}(u))-K_{3}|\Omega|$

$=$ $(2+\epsilon-m)G(u)-mJ(u)-K_{3}|\Omega|$

$\geq$ $(2+\epsilon-m)K_{1}|\Omega|^{-\frac{\delta}{2}}|u(t)|^{2+\delta}-(2+\epsilon-m)K_{2}|\Omega|-mJ(u)-K_{3}|\Omega|$

背理法{こより、 (ii) $(J(u(t))<-d_{0}\Rightarrow j(u(t))>\alpha>0)$

$\Downarrow$

$|u(t)|\nearrow$

$\Downarrow$

$\exists_{t_{1}}>0,$ $\forall_{t\geq t_{1}}$ で、

$\frac{1}{2}\frac{d}{dt}|u(t)|^{2}\geq\frac{1}{2}(2+\epsilon-m)K_{1}|\Omega$ I\mbox{\boldmath $\delta$}/2||u(t)||2+\mbox{\boldmath $\delta$}\Rightarrow 有限時間で Blow up\Rightarrow 矛盾
上式の両辺を $[0, \infty)$ で積分して $\Rightarrow$ (iii)
再び、背理法により、

$\supset\urcorner t_{1}>0$ , $(2+\epsilon-m)K_{1}|\Omega|^{-\delta/2}|u(t_{1})|^{2+\delta}/2>(2+\epsilon-m)K_{2}\cdot|\Omega|-mJ(u_{0})-K_{3}\cdot|\Omega|$
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$t_{1}$ の近傍で. $|u(t)|\nearrow$

$\Downarrow$

$\forall_{t\geq t_{1}}$で、$\frac{1}{2}\frac{d}{dt}||u(t)||^{2}\geq\frac{1}{2}\epsilon K_{1}\cdot l_{\infty}^{-\delta/2}\cdot||u(t)||^{2+\delta}$

$\Downarrow$

有限時間で、 Blow up.
$\Rightarrow\not\in\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\Rightarrow$ (iv)

$H^{1}\text{有界^{}r}\mathrm{E}(z_{\overline{\mathcal{T}}d}\backslash \backslash J7^{\mathrm{p}}2)$

$\underline{\text{補題}1.}$ $r,q\in[1, \infty)$ , $m$
$:\ni\not\in \mathrm{g}\mathrm{g}\text{数}\sigma)$fl

$|u|_{s}\leq C|u|_{W_{m,r}^{a}}|u|_{q}^{1-a}$ for $u\in W^{m,r}$$\forall(\Omega)\cap L^{q}(\Omega)$

$_{\tilde{-}}^{\underline{\backslash }}.\backslash 1_{\vee\text{、}}a\in[0,1],$ $s\in[1, \infty)$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\frac{1}{s}=a\cross(\frac{1}{r}-\frac{m}{N})+(1-a)\cross\frac{1}{q}$

$\underline{\text{補題}2.}$
$u\subset V\mathrm{c}\emptyset\grave{\grave{1}}(\mathrm{P})\text{の大域}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\text{の}}\mathbb{H}$

$\exists \mathrm{E}l\mathrm{H}\mathrm{E}^{\simeq}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{J}^{\prime\rfloor\text{、}関}\backslash \text{数}T(\cdot)\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .

$||u(t)||\underline{<}||u(t_{0})||+1\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ au to and $t\in[t0,t0+T(||u(t\mathrm{o})||)]$ (21)

$\underline{=\Rightarrow \mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{E}\mathrm{B}fl}$. $\text{ま}\tau^{\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT}-l-\text{、}\exists_{\lambda\in}(0,2]\mathrm{s}.\mathrm{t}$.

$|u|_{2(p-1)}^{2(p-1)}\leq C|u|_{H_{2}}^{2-\lambda}|\mathrm{t}u||^{2p-4+\lambda}$ $\forall_{u\in H^{2}(\Omega)}$ (22)

実際、 $N=1,2$ または $N\geq 3$ で $2(p-1)\leq 2N/(N$ -2 $)$、の場合には、 $\lambda=2$ とと

れる。 それ以外の場合は、補題 1 を $s=2(p-1),m=r=2,$ $q=2N/(N-2)$ とし
て適用し、 $H^{1}(\Omega)$ は、 $L^{2N/(N-2)}(\Omega)$ に連続に埋め込まれるという事実を使いさえす
ればよい。 この不等式は次を満たす単調増加関数 $M(\cdot)$ が存在する事を意味する。

$|g( \cdot,u)|^{2}\leq\frac{1}{2}|\Delta u|^{2}+M(||u||)$ $\forall_{u\in H^{2}(\Omega)}$ (23)

.
$\int_{\Omega}$ eq. $\cross-\Delta u(t)+\lambda u(t)\Rightarrow$

$(u_{t}, -\Delta u+\lambda u)-(\Delta u, -\Delta u+\lambda u)+(\lambda u, -\Delta u+\lambda u)=(g(\cdot,u),$ $-\Delta u+\lambda u)$
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(左辺) $=(u_{t}, -\Delta u)+(u_{t}, \lambda u)+|\Delta u|^{2}-\lambda(\Delta u, u)-\lambda(u, \Delta u)+\lambda^{2}|u|^{2}$

$=- \int_{\Omega}u_{t}\cdot\Delta udx+\lambda\int_{\Omega}u_{t}\cdot udx+|\Delta u|^{2}-2\lambda\int_{\Omega}\Delta u\cdot udx+\lambda^{2}|u|^{2}$

$=- \int_{\partial\Omega}\frac{\partial u}{\partial n}\cdot u_{t}d\Gamma+\int_{\Omega}\nabla u_{t}\cdot\nabla udx+\frac{\lambda}{2}\frac{d}{dt}\int_{\Omega}u^{2}dx+|\Delta u|^{2}$

$-2 \lambda\int_{\partial\Omega}\frac{\partial u}{\partial n}\cdot udx+\int_{\Omega}\nabla u\cdot\nabla udx+\lambda^{2}|u|^{2}$

$= \int_{\partial\Omega}\sigma\cdot|u|^{m-2}u\cdot u_{t}d\Gamma+\frac{1}{2}\frac{d}{dt}|\nabla u|^{2}+\frac{\lambda}{2}\frac{d}{dt}|u|^{2}+|\Delta u|^{2}$

$+2 \lambda\int_{\partial\Omega}\sigma|u|^{m-2}u\cdot ud\Gamma+2\lambda|\nabla u|^{2}+\lambda^{2}|u|^{2}$

$= \frac{1}{m}\frac{d}{dt}\int_{\partial\Omega}\sigma\cdot|u|^{m}d\Gamma+\frac{1}{2}|\nabla u|^{2}+\frac{\lambda}{2}\frac{d}{dt}|u|^{2}+|\Delta u|^{2}+2\lambda\int_{\partial\Omega}\sigma\cdot|u|^{m}d\Gamma+2\lambda|\nabla u|^{2}+\lambda^{2}|u|^{2}$

$= \frac{d}{dt}(a(u)+\overline{a}(u))+|\Delta u|^{2}+2\lambda|\nabla u|^{2}+\lambda^{2}|u|^{2}+2\lambda\int_{\partial\Omega}\sigma\cdot|u|^{m}$

(右辺) $=-(g(\cdot, u),$ $\Delta u)+\lambda(g(\cdot, u),$ $u)$

$\leq|-(g(\cdot, u),$ $\Delta u)+\lambda(g(\cdot, u),$ $u)|$

$\leq|(g(\cdot, u),$ $\delta u)|+\lambda|(g(\cdot, u),$ $u)|$

$\leq\leq\frac{1g(1}{2C}|.,\Delta u|^{2}+2C|g(\cdot,u)|^{2}+\lambda(\frac{1}{2C}, |u|^{2}+2C’|g(\cdot,u)|^{2})u)||\Delta u|+\lambda|g(\cdot,u)||u|$

$\Downarrow$

$\frac{d}{dt}(a(u)+\overline{a}(u))+|\triangle u|^{2}+2\lambda|\nabla u|^{2}+\lambda^{2}|u|^{2}+2\lambda\int_{\partial\Omega}\sigma|u|^{m}d\Gamma\leq$

$\frac{1}{2C}|\Delta u|^{2}+2C|g(\cdot, u)|^{2}+\lambda(\frac{1}{2C}, |u|^{2}+2C’|g(\cdot,u)|^{2})$

$\Downarrow$

$\frac{d}{dt}(a(u)+\overline{a}(u))\leq\overline{C}M(||u||)$ for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, \infty)$

$\Downarrow$

$\text{ある}t_{1}>t_{0}\emptyset\grave{\grave{>}}\tau\neq \text{在}1_{\vee}\text{て_{、}}||u(t_{1})||^{2}\geq||u(t_{0})||+1\text{とすると、}$

$\frac{1}{2}\leq\frac{1}{\sim},||u(t_{1})||^{2}-||u(t_{0})||^{2}=\frac{1}{2}\int_{t_{0}}^{t_{1}}\frac{d}{dt}||u(t)||^{2}dt\leq\int_{t_{0}}^{t_{1}}M(||u(t)||^{2})dt\leq$

$\int_{\Downarrow}^{t_{1}}t_{0}M(||u(t_{0})||^{2}+1)dt)=M(||u(t_{0})||^{2}+1)(t_{1}-t_{0})$

$t_{1}-t_{0} \geq\frac{1}{2M(||u(t_{0})||^{2}+1)}$

$\Downarrow$

$t_{1} \geq t_{0}+\frac{1}{2M(||u(t_{0})||^{2}+1)}$

$\Downarrow$

(21)with $T(r)= \frac{1}{2M(r+1)}$

Q.E.D.

((定理�の証明))
(6) $\text{と}(7)$ 0)証明

命題 1 の $(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow^{\exists}T_{0}>0\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .

$\int_{T_{0}}^{\infty}|u_{t}(t)|^{2}dt\leq(\frac{d}{K_{4}})^{2}T(d_{1})$ (24)

$\Downarrow$
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$||u(t)||\leq d_{1}+1$ for all $t \geq T_{1}d_{=^{ef}T_{0}}+\frac{K_{4}^{2}}{2\alpha}$ (25)

$-\mathrm{e}^{\mathrm{b}}\text{理^{}\backslash }\grave{;}\mathrm{g}\text{て_{}\mathrm{H}}^{\backslash }\backslash -\equiv i\mathrm{E}\mathrm{B}fl_{\text{。}}\mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{t}!\Rightarrow^{\exists}t_{1}\geq T_{1}\mathrm{s}.\mathrm{t}.||u(t_{0})||>d_{1}+1$

$\Downarrow(\mathrm{j}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{域の}\Rightarrow \mathrm{g})$

$j(u(t_{1}))>\alpha$

$\Downarrow$

$\exists t_{0}$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $j(u(t))=\alpha$ and $j(u(t))>\alpha^{\forall},t\in(t_{0}, t_{1}]$

$2\oplus\Xi\sigma)\supset:\grave{\tau}\backslash \nearrow\triangleright*^{\backslash ^{\backslash }}-\not\in \text{式を}[t_{0}, t_{1}]\text{て^{}\backslash }\backslash \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{J7}^{J\backslash }|_{\vee\text{、}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{題}1(\mathrm{i}\mathrm{v})\text{を}\dagger\not\in\vee\supset C\vee$

$t_{1}-t_{0} \leq\frac{K_{4}^{2}}{2\alpha}\Rightarrow t_{0}\geq T_{0}$

再び、 2番目のエネルギー等式を $[t_{0},t_{1}]$ で積分して
$\alpha(t_{1}-t_{0})\leq\int_{t_{0}}^{t_{1}}j(u(t))dt\leq\int_{t_{0}}^{t_{1}}|u_{t}(t)||u(t)|dt\leq K_{4}(t_{1}-t_{0})^{\frac{1}{2}}(\int_{T_{0}}^{\infty}|u_{t}(t)|^{2}dt)$ヲ

(24)\Downarrow

$t_{1}-t_{0}\leq T(d_{1})$

$||u(t_{0})||\leq d_{1}$ と補題 2 より
$||u(t_{1})||\leq d_{1}$ +l\Rightarrow矛盾 !
$\Rightarrow(6)$ と (7)
補題 3.

$u\in L^{r}(I;L^{r}(\Omega),$ $r<2^{*}$

$\Rightarrow$ $|u|_{L^{\infty}(I;L^{r/2+1}}(\Omega))\leq C(|u|_{L^{r}(I;L^{r}(I_{j}L^{r}(\Omega)),d_{0\prime}d_{3\prime}r})$ .

証明.
$\frac{1}{\lfloor\ulcorner}s]\frac{d}{dt}|u(t)|_{s}^{s}=(u_{t}(t), |u|^{s-2}u(t))\leq|u_{t}(t)||u(t)|_{r}^{s-1}\leq\frac{1}{2}(|u_{t}(t)|^{2}+|u(t)|_{r}^{r})$ , $s= \frac{r}{2}+1$

\Downarrow 区間 I で積分して
$\frac{1}{s}|u(t_{0}+\gamma)|_{s}^{s}-\frac{1}{s}|u(t_{0})|_{s}^{s}\leq\frac{1}{2}(\int_{I}|u_{t}(t)|^{2}dt+\int_{I}|u(t)|_{r}^{r}dt)\leq\frac{1}{2}(J(u_{0})+d_{0}+|u|_{L^{r}(j}IL^{r}(\Omega)))$

ここで、 (f) の (i) より、

$|g(x, t)|\leq K_{0}(1+|t|^{p-1})$

$\Downarrow$

(積分して)
$- \int_{0}^{1}u(x)|K_{0}(1+|t|^{p-1})dt\leq\int_{0}^{u(x)}g(x, t)dt\leq\int_{0}^{1}u(x)|K_{0}(1+|t|^{p-1})dt=$

$K_{0}[t+ \frac{1}{p}|t|^{p-1}t]_{0}^{1}u(x)|=K_{0}[|u(x)|+\frac{1}{p}|u(x)|p-1u(x)]$
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$-CA(u)\leq G(u)\leq CA(u)$

従って、

$\frac{1}{s}|u(t_{0}+\gamma)|_{s}^{s}\leq\frac{1}{s}|u(t_{0}|_{s}^{s}+\frac{1}{2}(J(u_{0})+d_{0}+|u|_{L^{r}(I^{j}L^{r}(\Omega))}^{r})$

依って、
$|u(t_{0})|_{s}\leq C||u(t_{0})||\leq C\cdot d_{3},$ $J(u_{0})=A(u_{0})-G(u_{0})\leq A(u_{0})+CA(u_{0})\leq C’\cdot d_{3}$ よ

り、 証明終。
命題 2 .

$u\in L^{\infty}(I;L^{r}(\Omega)),$ $\frac{N(p-2)}{2}<r<\infty$ ,

$\Rightarrow|u|_{L^{\infty}(IH^{1}(\Omega))}j\leq c(|u_{0}|_{L^{\infty}(I^{j}L^{r}(\Omega))},C_{0})$ .

証明. (1) の両辺に $|u|^{l-2}u(t)(2<l<2^{*})$ を掛けて積分する事により、 (f) の (j) か

ら、 以下を得る、

$\frac{1}{l}\frac{d}{dt}|u(t)|_{l}^{l}+\frac{4(l-1)}{l^{2}}A(|u(t)|^{\frac{l}{2}})^{2}\leq K_{0}(2|u(t)|_{p}^{p+l-2}+\iota-2)$ (26)

すべての $l>(p-2)N/2$ に対して、補題 1 を、
$s=2(p+l-2)/l,$ $m=1,$ $r=q=2$ として使い、 $u$ を $|u|^{l/2}$ &こ変えると、

$|u|_{p+l-2}^{p+l-2}\leq C||u||^{p+8-2}A(|u|\mathrm{i})^{2-}$” (27)

従って、 (26) 式を�で積分して、 (27) 式を $l=r$ とする事により、 次を得る。

$||u|^{\frac{r}{2}}|_{L^{2}(I^{j}H^{1}(\Omega))}$ 一く $C(|u|_{L^{\infty}(I^{j}L^{r}(\Omega))}, A(u_{0}))$ (28)

再度、補題 1 を $s=2(N+2)/N,$ $m=1,$ $r=q=2$ として使い、 $u$ を $|u|^{\frac{r}{2}}$ に変更

して、 次を得る。
$|u|_{(2+N)/N}^{(2+N)/N}rr\leq C|u|_{r}^{2/N}A(|u|^{\frac{r}{2}})^{2}$ .

従って、 (28) と (29) より、 $u\in L^{(2+N)r/N}(I;L^{(2+N)r/N}(\Omega))$ となる。 これより、補

題 2 から、 $u\in L^{\infty}$ $(I;L^{(2+N)r/2N+1} (\Omega))$
。 この作業を繰り返す事{こよって、

$u\in L^{\infty}(I;L^{r_{i}}(\Omega))$
、 ここで、 $r_{i}$ は、 下の漸化式によって、 定義される。

$r_{i+1}= \frac{N+2}{2N}r_{i}+1,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $r_{1}=r$ .
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$iarrow\infty$ で、 $r_{i}arrow 2^{*}$ で、 $p<2^{*}$ なので、 有限回の操作で、 $r_{i}>p$ とでき、

$|u|_{L^{\infty}(I^{j}L^{p}(\Omega))}$ $\leq$ $|u|_{L^{\infty}(I^{j}L^{r}:(\Omega))}$

$\leq$ $C(|u|_{L^{\infty}(I;L^{r}(\Omega))}, C_{0})$

最後に、命題 1 の (i) より,
$a(u)+\tilde{a}(u)-G(u)=J(u)\leq J(u_{0})$

$\Downarrow$

$||u||\leq C(a(u)+\overline{a}(u))\leq G(u)+J(u_{0})\leq C’|u|_{p}+J(u_{0})$

$\Downarrow$

$|u|_{L^{\infty}(I^{j}H^{1}(\Omega))}\leq C|u|_{L^{\infty}(I^{j}L^{p}(\Omega))}$ .
$\mathrm{Q}.\mathrm{E}\cdot \mathrm{D}$ .
命題 3. $\mathrm{N}=1,2,3,4$ のときは、

$|u|_{L^{\infty}(I_{j}L^{q}(\Omega))}\leq C_{0}$ for all $q<q^{*}$ .

ここで、 $\mathrm{N}=1$ のとき (ま、 $q^{*}=\infty$ で、 $\mathrm{N}=2,3,4$ のとき {ま、 $q^{*}=2+8/(3N-4)$
証明. $q_{1}=2,$ $q_{i+1}=4-Nq_{i}/2N+(6N+8)/2N,$ $i=1,2,3,$ $\cdots$ とする。 補題 1 を

$s=q_{i+1},$ $m=1,$ $r=2$ , そして $q=(2+q_{i})/2$ として適用して、

$|u|_{q.+1}^{q.+1}.\cdot\leq C|u|_{\mathrm{t}^{2+qi})/2}^{q.+1^{-4}}||u||^{4}$ .

従って、命題 1 の (iv) と補題 2 から. すゝての $qi$ で $u\in L^{q:}(I;L^{q:}(\Omega))$ . ここで、
$iarrow\infty$ のとき、 $q_{i}arrow q^{*}$ なので、有限回の操作により、主張を得る事ができる。
$\mathrm{Q}.\mathrm{E}\cdot \mathrm{D}$ .
命題 4. $N\geq 5$ のときは、

$|u|_{L(I;L^{q}(\Omega))}\infty\leq C_{0}$ for $\mathrm{a}\mathrm{I}q<q_{*}=3+(N-4)(2-p)/4$

証明. $N\geq 4$ ときは、 $p<2*\leq 4$であり、命題 1 の (vi) より、 $|u|_{L^{4}(IL^{2}(\Omega))},\cdot\leq C_{0}$ な
ので $\text{、}|u|_{LP(I;L^{p}(\Omega))}\leq C_{0}$ となる $0$

$p_{1}=p,$ $p_{i+1}=(N-4)p_{i}/(N-2)+[8+(N-4)(2-P)]/(N-2)$そして、
$.\mathrm{s}_{i}=.2+p_{i}-p,$ $i=1,2,$ $.3,$ $\cdots$ としよう。 $u\in L6p_{i}(I;L^{P}.\cdot(\Omega))$ を仮定する。すると、
(26 $\grave{}$ 式より、 $|u|^{\frac{s}{2}}$

.
$\in L^{2}(I;H^{1}(\Omega))$ . \Downarrow 補題

1with $s=2p_{\mathrm{i}+1}/s_{\mathrm{i}},$ $m=1,$ $r=2,$ $q=2\cdot 2^{*}/s_{i},$ $u=|u|^{s:/2}$

$|u|_{pi+1}^{p\dot{.}+1}\leq C|u|\begin{array}{l}\lambda_{1}2^{*}\end{array}|||u|^{s_{i}/2}||_{2}^{\lambda}$ with $\lambda_{1}/2+\lambda_{2}\leq 2$
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$|u|_{L^{P\mathrm{i}}(I;L^{Pi+1(\Omega)})}+1\leq C_{0}$

ここで、 $iarrow\infty$ のとき、 $P^{i}/2+1arrow q_{*}$ なので、有限回の操作により、主張を得る

事ができる。
$\mathrm{Q}.\mathrm{E}\cdot \mathrm{D}$ .
命題 2 と 3 と 4 により、 ステップ 2 終了。

((定理 2 の証明))
Moser’s Iteration scheme を利用して、 $H^{1}\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}$ から $L^{\infty}$ Bound を得る事によって
証明。
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