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1. Preliminaries

関数微分方程式の解の漸近挙動を、次の不動点定理 ([3; p. 15]) を用いて
調べる。.

Theorem 1.1 (Schauder’s first theorem). Let $(C, ||\cdot||)$ be.a normed space,
and let $S$ be acompact convex nonempty subset of $C$. Then every contin-
uous mapping of $S$ into $S$ has afixed point.

$r_{0}\geq 0$ を固定した定数とし、関数 $h$ : $[-r_{0}, \infty)-*[1, \infty)$ は、 $h(-r_{0})=$

$1,$ $h(t)arrow\infty.\mathrm{a}\mathrm{s}$ $\mathrm{t}arrow\infty$ を満たす連続増加関数とする。任意のち $\in R^{+}:=$

$[0, \infty)$

.
に対して、 $(C_{t_{0}}, ||\cdot||_{\hslash})$ を

$|| \phi||_{h}:=\sup\{\frac{|\phi(t)|}{h(t-t_{0})}$ : $t\geq t_{0}-r_{0}\}<\infty$

なる連続関数 $\phi:[t_{0}-r_{0},\infty)arrow R:=(-\infty, \infty)$ からなるバナハ空間とする。

ここで、 $\mathrm{I}$ は絶対値記号を表す。

まず一つの補題を準備する。

Lemma If the set $\{\phi_{k}(t)\}$ of real-valued functions on $[t_{0}-r_{0}, \infty)$ i8
uniformly bounded and equicontinuous, then the sequence $\{\phi_{k}(t)\}$ contains
asubsequence $\{\phi_{k_{l}}(t)\}$ such that $||\phi_{k_{l}}-\phi||_{h}arrow 0$ as $\mathit{1}arrow\infty$, where $\phi(t)$ is a
bounded and continuous function.

2. Asymptotic behavior of solutions

次のスカ $\overline{7.}$ー半線形方程式を考える。

(2.1) $d(t)=-a(t).x(t)-b(t)g(x(t-r(t))),$ $t\in R^{+}$ .

ここで、 関数 $a,$ $b,$ $r:R^{+}arrow R:=(-\infty, \infty),$ $g:Rarrow R$ は連続とする。

任意にとって固定した定数 $\alpha>0,$ $\beta>0,$ $\gamma>0,$ $r_{0}\geq 0$ に対して次を仮定
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(2.2) $|g(x)|\leq\beta|x|$ for $|\mathrm{x}|\leq\alpha$ ,

(2.3) $\sup\{e^{\int_{\tau}^{t}(a(\epsilon)-\beta\gamma|b(s)|)ds}$ : $t\in R^{+}\}\leq\gamma$ ,

ここで、 $\tau=\tau(t)$ $:= \max(0,\mathrm{t}-\mathrm{r}(\mathrm{t}))$ である。任意の $t_{0}\in R^{+}$ に対して

(2.4) $\sigma=\sigma(t_{0}):=\sup\{\int_{t_{0}}^{t}(\beta\gamma|b(s)|-a(s))ds:t\in R^{+}\}<\infty$ ,

(2.5) $r(t)\geq 0$ and $\mathrm{t}-\mathrm{r}(\mathrm{t})\geq-\mathrm{r}0,$ $\mathrm{t}\in \mathrm{R}^{+}$

(2.6) $\eta:=\alpha e^{-\sigma}$ .

方程式 (2.1) に対して、次のスカラー線形方程式を考える。

(2.7) $t=(\beta\gamma|b(t)|-a(t))q,$ $t\in R^{+}$ .

関数 $q$ : $[t_{0}-r_{0}, \infty)arrow R^{+}$ を、 区間 [ち一 $r_{0},$ $t_{0}$] 上では q(t)\equiv \mbox{\boldmath $\delta$}、 区間
$[t_{0}, \infty)$ 上では初期値問題

$q’=(\beta\gamma|b(t)|-a(t))q,$ $q(t_{0})=\eta,$ $t\geq t_{0}$

の一意解として定義する。 このとき、 $q(t)$ は次のように表される。

(2.8) $\{$

$q(t)= \eta e^{-\int_{t_{0}}^{*}a(\cdot)\ }+ \beta\gamma\int_{t_{\mathrm{O}}}^{t}e^{-\int^{1}a(u)du}.|b(s)|q(s)ds$

$=\eta e^{\int_{0}^{l}(\beta\gamma|b(\cdot)|-a(\cdot))d}.\cdot,$

$t\geq t_{0}$ .

これと $(2.4)_{\text{、}}(2.6)$ から次が得られる。

(2.9) $0<q(t)\leq\eta e^{\sigma}=\alpha,$ $t\geq$ ち.
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方程式 (2.1) の零解の安定性に関して、次の定理が成り立つ。

Theorem 2.1. Suppose that solutions of (2.1) are uniquely determined by

continuous initial functions, and that (2.2)-(2.5) hold. Then we have:

(i) The zero solution of (2.1) is stable.
(\"u) If $\sigma^{*}:=\sup\{\sigma(t) : t\in R^{+}\}<\infty$, then the zero solution of (2.1) is

uniformly stable.
(i\"u) If we have

(2.10) $\int_{0}^{t}(a(s)-\beta\gamma|b(s)|)dsarrow\infty$ as $\cdot$

$\mathrm{t}arrow\infty$ ,

then the zero solution of (2.1) is asymptoticaly stable.

(iv) In addition to $\sigma^{*}<\infty$ , if we have

(2.11) $\int_{t_{0}}^{t}(a(s)-\beta\gamma|b(s)|)dsarrow\infty$ uifomly for $\mathrm{t}_{0}\in \mathrm{R}^{+}$ ae $\mathrm{t}arrow\infty$ ,

then the zero solution of (2.1) is uniformly aeymptoticdly stable.

証明 (i) 方程式 (2.7) の零解は安定だから、任意の $\epsilon\in(0, \alpha]$ と $t0\in R^{+}$

に対して $\delta=\delta(\epsilon,t_{0})\in(0,\eta]$ が存在して、 $|q\mathrm{o}|\leq\delta$ なる任意の $q_{0}$ に対して

$|q(t,t_{0},q_{0})|<\epsilon$ for au $t\geq t_{0}$

が成立する。 この $t_{0}$ に対して、 $(C_{t_{\mathrm{O}}}, ||\cdot||_{h})$ を連続関数 $\phi.\cdot$

. [ち一 $r_{0},$ $\infty$) $arrow R$

からなるバナハ空間とする。 $\sup\{|\psi(\theta)|:-r_{0}\leq\theta\leq 0\}\leq.\delta$なる連続関数 $\psi$ :
$[-r_{0},\mathrm{O}]arrow R$に対して、 $S$ を次の 3条件を満たす連続関数 $\phi:[t_{0}-r_{0}, \infty)arrow R$

からなる集合とする。

$\phi(t)=\psi(t-t_{0})$ for $t_{0}-r_{0}\leq t\leq t_{0}$ ,

$|\phi(t)|\leq q(t)$ for $t\geq t_{0}$ ,

$|\phi(t_{1})-\phi(t_{2})|\leq L|t_{1}-t_{2}|$ for $t_{1},$ $t_{2}\in R^{+}$ with $t_{0}\leq\tau_{1}\leq t_{1},$ $t_{2}\leq\tau_{2}$ .

ここで、 $q(t)$ は $\eta=\delta(\epsilon, t_{0})$ [こ対して (2.8) で定義され、 $L=L(\tau_{1},\tau_{2})$ は次を

満たす関数である。

(2.12) $(|a(t)|+\beta\gamma|b(t)|)\alpha\leq L$ for $\tau_{1}\leq t\leq\tau_{2}$ .

関数 $q(t)$ は (2.9) を満たしているから、次が威り立つ。

$|q’(t)|\leq(|a(t)|+\beta\gamma|b(t)|)\alpha,$ $t\geq t_{0}$ .
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$\xi(t):=\{$

$\psi(t-t_{0})$ , $t_{0}-r_{0}\leq t\leq t_{0}$

$[perp]\psi 0_{0}\mathrm{k}^{t}\mathrm{u}$ , $t\geq t_{0}$

で定義される関数 $\xi(t)$ は $S$ の元であり、 Lemma から $S$ は $C_{t_{\mathrm{Q}}}$ の空でないコ

ンパクト凸部分集合である。集合 $S$上の写像 $P$ を、 $\phi\in S$ に対して

$(P\phi)(t):=\{$

$\psi(t-t_{0})$ , $t_{0}-\tau 0\leq t\leq t_{0}$

$\psi(0)e^{-\int_{\iota_{\mathrm{O}}}^{*}a(\cdot)d}$.
$+ \int_{t_{\mathrm{O}}}^{t}e^{-\int^{*}}$. 。$(u)du_{b(s)g(\phi(s-\mathrm{r}(s)))ds}$ , $t\geq t_{0}$

によって定義する。 このとき、

$(P\phi)(t)=\psi(t-t_{0})$ for $t_{0}-r_{0}\leq t\leq t_{0}$

であり、 (2.2) と (2.8) から

$|(P \phi)(t)|\leq\delta e^{-\int_{*0}^{*}a(\cdot)d}..+\beta\int_{t_{0}}^{t}e^{-\int^{1}a(u)du}.|.b(s)|q(s-r(s))ds$

く
$\delta e^{-\int_{t_{0}}^{1}a(\cdot)d}$.

$+ \beta\gamma\int_{t_{l}}^{t}e^{-\int^{l}a(u)d\tau\iota}.|b(s)|q(s)ds=q(t),$ $t\geq t_{0}$

を得る。 更に、

$.(P\phi)’(t)=-a(t)(P\phi)(t)+b(t)g(\phi(t-r(t))),$ $t>t_{0}$

であり、 これから

$|(P\phi)’(t)|\leq|a(t)|q(t)+\beta|b(t)|q(t-r(t))$

$\leq(|a(t)|+\beta\gamma|b(t)|)q(t)\leq(|a(t)|+\beta\gamma|b(t)|)\alpha,$ $t>t_{0}$

が得られ、 $P$ は $S$ を $S$ に写す。 明らかに $P$ は連続である。従って、Theorem
1.1 により $P$ は $S$ に不動点 $\phi$ をもち、それは (2.1) の解 $x(t, t_{0},\psi)$ で

$|x$ ( $t$ ,ち, $\psi$) $|\leq q(t)=q(t,t_{0},\delta)<\epsilon,$ $t\geq$ ち.

を満たすから、 (2.1) の零解は安定である。

(U) もし $\sigma^{*}<\infty$ であれば、 (2.7) の零解は一様安定である。方程式 (2.1)
の零解の一様安定性の証明は、 (i) の証明と同様であるので詳細は省略する。

$(\ddot{\dot{\mathrm{m}}})$ 仮定 (2.10) から $tarrow\infty$ のとき $q(t)arrow 0$ だから、. (2.7) の零解は漸近

安定である。方程式 (2.1) の零解の漸近安定性の証明は、 (i) の証明と同様で
あるので詳細は省略する。

(iv) 仮定 $\sigma^{*}<\infty$ と (2.11) から、 (2.7) の零解は一様漸近安定である。方
程式 (2.1) の零解の一様漸近安定性の証明は、 (i) の証明と同様であるので詳

細は省略する。

方程式 (2.1) の解の有界性について調べるため $[]_{-\text{、}^{}}.(2.2)$ の代わりに
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$(2.2^{*})$ $|g(x)|\leq\beta|x|$ for $x\in R$

を仮定する。 このとき、 (2.1) の解の有界性に関して次の定理が成り立つ。

Theorem 2.2. Suppose that solutions of (2.1) are uniquely determined by
continuous initial functions, and that $(2.2^{*})$ and (2.3)-(2.5) hold. Then we
have:

(i) Solutions of (2.1) are equi-bounded.
(ii) If $\sigma$

. $<\infty$ , then solutions of (2.1) are uniformly bounded.
(iii) $\mathrm{E}\mathrm{w}\mathrm{e}$ have (2.10), then solutions of (2.1) are equi-ultimately bounded.
(iv) $\mathrm{B}$ we have $\sigma^{*}<\infty$ and (2.11), then solutions of (2.1) are uniformly

ultimately bounded.

証明 (i) 方程式 (2.7) の解は同等有界だから、任意の $\alpha>0$ とち $\in R^{+}$

に対して $B=B$($\alpha$ ,ち)>0 が存在して、 $|\mathrm{m}|\leq\alpha$ なる任意の $q_{0}$ に蛤して

$|q(t,t_{0},q_{0})|<B$ for ffi $t\geq t_{0}$

が成立する。 この $t_{0}$ に対して、 $(C_{t_{\dot{\mathrm{O}}}}, ||\cdot||_{h})$ を $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{m}2.1(\mathrm{i})$ の証明にお

けるものと同じバナハ空間とする。 su\mbox{\boldmath $\varphi$}{l\psi (の l.:-ro $\leq\theta\leq 0$} $\leq\alpha$ なる

連続関数 $\psi$ : $[-r_{0},0]arrow R$ に対して、 $S$ を次の 3条件を満たす連続関数
$\phi:[t0-r0,\infty)arrow R$ からなる集合とする。

$\phi(t)=\psi(t-t_{0})$ ffir $\text{ち}-r_{0}\leq t\leq t_{0}$ ,

$|\phi(t)|\leq q(t)$ for $t\geq$ ち,
.

ここで、 $q(t)$ は $\eta=\alpha$ に対して (2.8) で定義され、 $L=L(\tau_{1},\tau_{2})$ は $\alpha=B$ に

対して (2.12) で与えられる関数である。 このとき $q(t)$ は

$0<q(t)<B,$ $t\geq t_{0}$

を満たす。 $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{m}2.1(\mathrm{i})$ の証明で見たように、$S$ は $C_{t_{0}}$ の空でないコンパク

ト凸部分集合である。写像 $P$ を $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{m}2.1(\mathrm{i})$ の証明にあるように定義する
ど、 $P$ が $S$ を $S$ に写す連続写像であることが容易に分かる。従って、 $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{m}$

$1.1$ により、 $P$ は不動点 $\phi$ をもち、 それは (2.1) の解 $x$($t,$ to.’ $\psi$) で

$|x$($t$,ち, $\psi$) $|\leq q(t)=q(t, t_{0}, \alpha)<B,$ $t\geq t\mathit{0}$

を満たすから、 (2.1) の解は同等有界である。
(\"u)-(iv) このとき、 (\"u)-(iv) における仮定から (2.7) の解はそれぞれ、–

様有界、 同等終局有界、及ひ一様終局有界であり、 このことから (\"u)-(iv) は

(i) と同様に証明されるので詳細は省略する。
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ここで、例を示す。

Exmple2.1. 関数 $a:R^{+}arrow R$ を

$a(t):=\{$

-1, $0\leq t<1$

$6t-7$, $1\leq t<2$

5, $2\leq t<12$

$77-6t$, $12\leq t\leq 13$

を満たす 13-周期関数とし、$r(t)\equiv r(0\leq r\leq(\mathrm{h}2)/5),$ $b(t)\equiv B(0<B\leq$

55/26)、及ひ $\beta=1$ とする。 このとき、 $\gamma=2$ とした (2.3) と $\sigma$

. $<\infty$ が成り

立つことが容易に分かる。従って、 $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{m}2.1$ と $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{m}$ 2.2.から、 (2.1)

の零解は一様安定、かつ (2.1) の解は一様有界である。 更に、 $0<B<$. 55/26
であれば (2.11) が成り立つから、 (2.1) の零解は一様漸近安定、かつ (2.1) の

解は一様終局有界である。

方程式 (2.1) は、 $g.(x)\equiv x(x\in R)$’かつ $r(t)’\equiv r$ (t\in R士) であれば

(2.13) $x’(t)=rightarrow a(l)x(t)-b(t)x(t-r)$, t\in R士

(2.14) $a(t)\geq\delta>0,$ $|b(t)|\leq\theta\delta,$ $\theta<\prime 1$ ($\delta$ と\mbox{\boldmath $\theta$}は定数)

の下で、 リアプノフ汎関数

$V(t,x_{t})=. \frac{1}{2}(x^{2}(t)+\delta\int_{t-r}^{t}x^{2}(s)ds)$

を用いて、 (2.13) の零解の一様漸近安定性が論じられている。
一方、 Burton-Furumochi[1] において、仮定

$(2.15)_{\iota} \int_{0^{e}}^{t-ffl\mathit{0})du_{\mathrm{I}b(s)|d\sim\leq\eta<1}}.$ on $R^{+},$ $\int_{0}^{t}a(s)dsarrow\infty$ as $tarrow\infty$

(但し $\eta$ は定数) の下で、縮小写像原理を用いて、 (2.13) の零解の漸近安定性

が論じられている。.
しかし、ffiample 2.1 における関数 $a(t)$ 及ひ $b(t)$ は (2.14) も (2.15) も満

たさない。

次} $\succ’$ , スカラー積分微分方程式

(2.16) $d(t)=-a(t)x(t)+ \int_{t-,\{t)}^{t}b$($t$,s)$g$ (x(s))翻 $t\in R^{+}$
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を考える。 ここで、 $a,$ $r:R^{+}arrow R,$ $b$ ]計 $\mathrm{x}Rarrow R$ と $g:Rarrow$
.

$R$ は連続で

ある。任意にとって固定した定数 $\alpha>0,$ $\beta>0,$ $\gamma>0,$ $r_{0}\geq 0$ に対して、

$(2.2)_{\text{、}}$ (2.5) と次を仮定する。

(2.17) $\sup\{\sup\{e^{\int_{\mathrm{r}}^{*}(}\cdot.|a(\mathrm{r})-\beta\gamma\int_{-r(\cdot)}|b(\cdot,u)1^{du})d\cdot\tau\leq v\leq t\}|t\in R^{+}\}\leq\gamma$.

ここで. $\tau=\tau(t):=\mathrm{m}\varpi(0, t-r(t))$ である。任意の to\in R士に対して

(2.18) $\sigma=\sigma(t_{0}):=\sup\{\int_{t_{0}}^{t}(\beta\gamma\int_{-r(\cdot)}^{l}.|b(s,u)|du-a(s))ds|t\in R^{+}\}<\infty$

とする。 この $\sigma$ に対して、数 \eta =\eta (ち) を

$\eta:=\alpha e^{-\sigma}$

によって定義する。

方程式 (2.16) に対して、次のスカラー線形方程式を考える。

(2.19) ’
$\mathrm{r}=(\beta\gamma\int_{t-r(t)}^{t}|b(t,s)|ds-a(t))q,$ $t.\in R^{+}$ .

関数 $q$ : $[t_{0}-r_{0}, \infty)arrow R^{+}$ を、 区間 $[t_{0}-r_{0}, t_{0}]$ 上では q(t)\equiv O、 区間
$[t_{0}, \infty)$ 上では初期値問題

$q’=( \beta\gamma\int_{t-r(t)}^{t}|b(t,s)|ds-a(t.))q,$ $q(t_{0})=\eta,$ $t\geq t_{0}$

の一意解として定義する。 このとき $q(t)$ は次のように表され、これと (2.18)
から (2.9) が得られる。

$q(t)= \eta e^{-\int_{\iota_{0}}(\cdot)\ }.‘+ \beta\gamma\int_{t_{0}}^{t}e^{-\int^{*}a(u)du}.\int_{-r(\cdot)}.\cdot|b(s,u)|duq(s)ds$

$= \eta e.\mathrm{o}\int_{1}(\beta\gamma\int_{-r(\cdot)}.\cdot|b(\cdot,u)|du-a(\cdot)).d*,$

$t\geq t_{0}$ .
方程式 (2.16) の解の安定性と有界性に関して次の 2定理が成り立つ。証明

はそれぞれ $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{m}2.1$及ひ $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}2.2$ の証明と同様であるので省略する。

Theorem 2.3. Suppose that solutions of (2.1) are uniquely determined by
continuous initial fimctions, and that (2.2), (2.5), (2.17) and (2.18) hold.
Then we have:

(i) The zero solution of (2.16) is stable.
(\"u) $\mathrm{N}\sigma^{*}:=\sup\{\sigma(t) : t\in R^{+}\}<\infty$ , then the zero solution of (2.16) is

unifomly stable.
(i\"u) $\mathrm{r}$ we h�

(2.20) $\int_{0}^{t}(a(s)-\beta\gamma\int_{-\mathrm{r}(\cdot)}.\cdot|b(s,u)|du)dsarrow\infty \mathrm{a}\mathrm{s}.\mathrm{t}arrow\infty$ ,
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then the zero solution of (2.16) is aeymptotically stable.

(iv) In addition to $\sigma^{*}<\infty$ , if we have

(2.21) $\{$

$\int_{t_{0}}^{t}(a(s)-\beta\gamma\int_{-r(\cdot)}.\cdot|b(s,u)|du)\ arrow\infty$

uniforffiy for $\mathrm{t}_{0}\in \mathrm{R}^{+}$ ae $\mathrm{t}arrow\infty$,

then the zero solution of (2.16) is uniformly aeymptoticffiy stable.

Theorem 2.4. Supose that solutions of (2.1) are uniquely determined by

continuous initial functions, and that $(2.2^{\mathrm{r}}),$ $(2.5),$ $(2.17)$ and (2.18) hold.
$\mathrm{T}1_{1}\mathrm{m}$ we $\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}$

(i) Solutions of (2.16) are equi-bounded.
(ii) $\mathrm{K}\sigma^{*}<\infty$ , then solutions of (2.16) are uniformly bounded.
(iii) Ifwe have (2.20), then solutions of (2.16) are equi-ultimately bounded.
(iv) $\mathrm{N}$ we have $\sigma’.<\infty$ and (2.21), then solutions of (2.16) are uformly

ultimately bounded.

最後に、 もう 1 つの例を示す。

Example 22. 関数 $a:R\text{士}$ \rightarrow R を Exmple 2.1 と同じものとし、 $r(t)\equiv$

$r(0<r\leq 2/3),$ $b(t,s)\equiv B$ (O<B\leq 55/2\leftarrow )、及ひ $\beta=1$ とする。. このと

き、 $\gamma=2$ とした (2.17) と $\sigma$
. $<\infty$ が成り立つことが容易に分かる。従って、

Theorem 2.3 と Theorem 24から、 (2.16) の零解は一様安定、 f)lつ (2.16) の

解は一様有界である。更に、 O<B<55/2\leftarrow であれば (2.21) が成り立つか

ら、 (2.16) の零解は\rightarrow 様漸近安定、 かつ (2.16) の解は一様終局有界である。

Burton-Furumochi[1] において、仮定

(2.22) $. \int_{0}^{t}e^{-\int^{*}a(\mathrm{u})d\mathrm{u}}.\cdot\int_{-r(\cdot)}.\cdot|b(\epsilon,u)|du\ \leq\eta<1$

($\eta$ は定数) の下で、縮小写像原理を用いて、 (2.16) の漸近安定性が論じら
れている。 しかし、 Exaoople 2.2 における関数 $a(t)$ 及ひ $b(t,s)$ は $\mathrm{r}=2/3$ と

した (2.22) を満たしていない。
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