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. $A=(a_{i,j})$ を symmetrizable G.C.M. とし, そのデインキン図形を $\Gamma$ と

する. また, 対応するウェイ トラティスを $P$ , Kac-IVIoody ワイル群を $W$ と

する.

インテグラルウエイ ト $\lambda$ に対し, $w\in W$ が $\lambda-$ ミヌスクル元であるとは

$s_{i_{j}}s_{i_{j+1}}\ldots s_{i},$ $\lambda=s_{i_{j+1}}\ldots s_{i},.\lambda-\alpha_{i_{j}}$ $(1\leq\forall\leq r)$

が成り立つ最短表示 $w=s_{i_{1}}s_{i_{2}}\ldots s_{i_{r}}$ が存在することをいう, ここで $\alpha_{i_{j}}$ は生

或元 $s_{i_{j}}$ に対応するシンプルルートである. また, $w\in W$ が適当な $\lambda$ によっ

て $\lambda_{}$ ミヌスクル元であるとき, 単にミヌスクル元と呼ぶ. R. Proctor や J.
Stembridge 達によると, $\lambda-$ ミヌスクノレ元は 1980 年代に D. Peterson によって
定義されたと言われているが, D. Peterson による論文は公開されていない.
ミヌスクル元は完全可換性と呼ばれる性質, つまり一つ最短表示に現れて

いる可換な生或元を交換することで他の最短表示が全て得られるという性質,

を持つごとが知られている. そして, 完全可換性を持つ Kac-Moody ワイル

群の元と関連する対象としてヒープが挙げられる. ヒープの説明のために,
$\Gamma-$ラベル付半順序集合 $(P, \leq, \phi)$ を準備する. $\Gamma-$ラベル付半順序集合 $(P, \leq, \phi)$

とは, $(P, \leq)$ が半順序集合であり $\phi$ は $P$ から $N(\Gamma)$ ( $:=\Gamma$ のノード全体) への

(特に条件を設けない) 写像の組を意味する. この紙面では $P$ の元は有限個と

仮定する. $P$ に線形拡張 (linear extention) を一つ定めれば $W$ の生或元から

或るワードが得られる. そのワードが完全可換性を持つ元 $w$ の最短表示であ
るとき, $w$ の任意の最短表示は $P$ に対する線形拡張から得られる. 特に, 線

形拡張と最短表示には一対一対応がある. さらに, 完全可換性を持つ元に関
するヒープが一意に定まる. ミヌスクルヒープとはミヌスクル元に対応した

ヒープと定義する.

Stembridge は $\Gamma-$ラベル付半順序集合 $(P, \leq, \phi)$ がミヌスクルヒープとなる

為の必要十分条件を $(P, \leq, \phi)$ の局所的な構造の条件を用いて表した. この紙
面では, $\Gamma$ が $\tilde{A},\tilde{B},\tilde{C},\tilde{D},\tilde{E},\overline{F},\tilde{G}$ 型であるときのミヌスクルヒープの構造を
大域的 (局所的でなく) な特徴付けを説明したい.
この紙面の構或は以下である. まず, このセクションで一般的な用語の説

$\circ$

明とそれを表す為に用いる記号を述べる. \S 2 ではミヌスクル元と関連性の高
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い話題を簡単に挙げる. Q3 にて, $\tilde{G}_{2}$ 型のミヌスクル元を分類する. このセク

ションでは, とても具体的にミヌスクルヒープを扱う. ここを読めば, 以降の

セクションや他の論文を読むのが容易になると期待できる. 分類により 14 種
類あることがわかる. \S 4 にてデインキン図形に二本線がある場合のミヌスク

ルヒープの分類を simply-laced な場合に帰着させる方法を論じる. これによ

り, ( $\tilde{G}_{2}$ の場合は三本線があるが, 既に \S 2 で分類済みであるから, ) $\tilde{A},\tilde{D},\tilde{E}$

型のミヌスクルヒープを分類すれば, アフインワイル群のミヌスクル元が分

類できると結論できる. \S \S 5,6 では $\tilde{A},\tilde{E}$ 型のミヌスクルヒープの分類がされ

ている論文を紹介する. \S 7 では $\tilde{D}$ 型のミヌスクルヒープの分類を例をあげ

て説明する. \S 8 ではミヌスクルヒープが有限しか存在しないデインキン図形

の型について, いままで知られていたものとは異なる系列を与える.

O.l 定義

イントロダクションでも \hslash 虫れたが, Stembridge によるミヌスクノレヒープの

特徴づけをもってミヌスクルヒープの定義とする. (正確には Stembridge の

それを更に少し言い換えてある. ) $p,$ $q\in P$ に対し, $p<q$ であり $p<x<q$
なる $x\in P$ が存在しないとき $parrow q$ と書き, $q$ が $p$ をカバーするという.

Definition. $A=(a_{i,j})$ を $\Gamma$ に関するカルタン行列とする. $\Gamma-$ラベル付半順

序集合 $(P, \leq, \phi)$ がミヌスクルヒープであるとは, 次の条件 (Hl-l), (H1-2),
$(\mathrm{H}2\mathrm{a})$ を満たすことを言う.
(Hl-l)p, $q\in P$ に対し, もし $parrow q$ であれば $\phi(p)$ と $\phi(q)$ は同じであるか $\Gamma$

上隣あっている.

(H1-2)p, $q\in P$ に対し, もし $\phi(p),$ $\phi(q)$ が同じであるか $\Gamma$ 上隣あっていれば,

$p,$ $q$ は比較可能である.
$(\mathrm{H}2\mathrm{a})p,$ $q\in P$ に対し, もし $\phi(p)=\phi(q)$ かつ $p\leq q$の時は $\sum_{x\in[p,q]}a_{\phi(x),\phi(p)}=$

$2$ が成り立つ.

特に, $P$ が空集合の時もミヌスクルヒープとして扱うことにする. ミヌス

クル元の完全可換性より, ミヌスクル元とミヌスクルヒープの間には一対一

対応ができる.
$\Gamma-$ラベル付半順序集合 $(P, \leq, \phi)$ に対し, ${\rm Im}\phi$ を $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}P$ で表す. また

$v\in N(\Gamma)$ に対し, $P_{v}:=\{p\in P|\phi(p)=v\}$’と定義する: $v\in N(\Gamma)$ と

$p<q(p, q\in P)$ に対し, $[p, q]\cap P_{v}=\{p, q\}$ が従うとき $[p, q]$ を $v-$区間と \beta 乎

ぶ. $(Q, \preceq, \psi)$ も $\Gamma-$ラベル付集合とする. $(P, \leq, \phi),$ $(Q, \preceq, \psi)$ が同型であると

は, ある順序同型 $\Phi$ : $Parrow Q$ であって $\phi(p)=\psi(\Phi(p)),$ $\forall p\in P$ が成り立つ

ことを言う.
$\Gamma,$ $\Gamma’$ をディンキン図形とし, それらのカルタン行列を $(a_{i,j})_{i,j\in I},$ $(a_{i,j}’)_{i,j\in I’}$

とする. $P,$ $Q$ をそれぞれ $\Gamma,$ $\Gamma’-$ラベル付半順序集合とする. $P,$ $Q$ が抽象同型で

あるとは, 順序同型 $\alpha$ : $Parrow Q$ と部分図形同型 $\beta$ : $\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{p}\mathrm{p}Parrow \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}Q$ で
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図 1: $\tilde{G}_{2}$ 型のデインキン図形

あって, 任意の $p\in P$ のラベルは $\beta$ によって $\alpha(p)$ のラベルに写されること

を言う.

1 周辺の話題

イントロダクションにて, ミヌスクル元は完全可換性を持つことについて

述べた. 実は, $\Gamma$ が連結でありそのノードが有限である場合, ミヌスクル元

であることと完全可換性を持つことが同値である為の必要十分条件として
$\Gamma=A$ or $\tilde{A}$ であることが示される.

$\Gamma=A$ or $\tilde{A}$ であるときは, 321-avoiding 置換と呼ばれる $W(\Gamma)$ の元と同

値であることが知られている. 321-avoiding 置換とは, 置換群 (対象群) $S_{n}$

もしくはアフイン置換群 $\tilde{S}_{n}$ と呼ばれる群上で定義される元のことである.
$S_{n}$ の元 $\sigma$ が 321-avoiding 置換であるとは, 任意の $1\leq i<j<k\leq n$ に

対し $\sigma(i)>\sigma(j)>\sigma(k)$ とならないことを言う. 同様に $\tilde{S}_{n}$ の元 $\tilde{\sigma}$ が 321-
avoiding置換であるとは, 任意の $i<j<k\in \mathbb{Z}$ に対し, $\tilde{\sigma}(i)>\tilde{\sigma}(j)>\tilde{\sigma}(k)$

とならないことを言う.
$\lambda-$ ミヌスクル元の $\lambda$ がドミナントウエイ トであるとき対応するミヌスクル

ヒープは $\mathrm{d}$-完全半順序集合と呼ばれる対象と一致する. d-完全半順序集合に
は組み合わせ論的に面白い性質が知られていて, 例えばヤング図形でよく知

られた性質である “フックの公式” の拡張が d-完全半順序集合上で構或され
ていることはよく知られた結果である.

2 $\tilde{G}_{2}$ の場合

$\Gamma$ が $\tilde{G}_{2}$ 型である時, ミヌスクルヒープは (同型を除き)14 種類しかなく,

特別な理論展開を必要とせず分類できる. このセクションにて, 実際に分類

し, 列挙してみる.
いまデインキン図形は図 1 と書かれ, そのカルタン行列 $A=(a_{i,j})_{i,j\in\{\mathrm{O},1,2\}}$

は

$A:=(\begin{array}{lll}a_{0,0} a_{\mathrm{O},1} a_{\mathrm{O},2}a_{1,\mathrm{O}} a_{1,1} a_{1,2}a_{2,\mathrm{O}} a_{2,1} a_{2,2}\end{array})=(\begin{array}{lll}2 -1 0-3 2 -10 -1 2\end{array})$
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Proposition 2.1. $\Gamma$ が $\tilde{G}_{2}$ 型とする. $\Gamma-$ラベル付半順序集合 $(P, \leq, \phi)$ がミ

ヌスクルヒープならば 0 または 2 をラベルに持つ元は高々 1 っ.

Proof. $(P, \leq, \phi)$ を $\Gamma$ 上のミヌスクルヒーフ
$\mathrm{o}$

とする. $p,$ $q\in P$ が同じラベル $v$

を持つとき, $P$ には v-区間ができることは明らか. そこで, $P$ には 0-区間と
2-区間の両方が存在しないことを示せば十分.
まず 0-区間が存在しないことを示す. 0-区間 $[p, q]$ が存在するとしょう.

$P$ がミヌスクルヒープであるから $(\mathrm{H}2\mathrm{a})$ が従う. $\sum_{x\in[p,q]}$ a\phi (x),や (p、 $=4+$
$\sum_{x\in(p,q)}a_{\phi(x),\phi(p)}=2$ であるから

$\sum_{x\in(p,q)}a_{\phi(x),\phi(p)}=-2$

が従う. この式の左辺において, $a\phi(x),\phi(p)$ は 0 もしくは負の値しかとらない.
負の値をとる $x\in(p, q)$ は $\phi(x)=1$ の時 (こ限る. しかし $a_{1,0}=-3$ であるか

ら, 条件 $(\mathrm{H}2\mathrm{a})$ を満たすことはない. よって, 0-区間は $P$ に存在しない.
また, 2-区間が存在しないことを示す. 2-区間 [乃 $q$ ] が存在すると仮定しよ

う. 上記と同様の議論をすれば, $(p, q)$ にはラベル 1 をもっ元が二っ必要であ
る. つまり, 1-区間 $[p’, q’]$ が含まれる. $[p, q]$ が 2-区間であるから, $[p’, q’]$ に

はラベル 2 を持つ元が存在しない. このことから同様の議論によって $[p’, q’]$

には 0-区間が含まれることがわかるが, 0-区間は存在できない. よって, 2-
区間も存在しない. 口

Corollary 22. $P_{1}$ の元は高々二つである. そして, $P_{1}$ の元が二っのときそ

れらの元がなる 1-区間にはラベル 0, 2 の元がそれぞれちょうど一つづつ含ま
れる.

Proof. 1-区間には, ラベル 0 もしくは 2 の元が合わせてちょうど二つ含まれ
る. もし, $P_{1}$ の元が三つ以上ある時, 1-区間が二つ以上あることになるが上
の Proposition から個数の議論ができ, 無理であることは明らか. 同様に個
数の議論を用いて, 1-区間にはラベル 0, 2 の元がちょうど一つづつあること
になった. 口

$(P, \leq, \phi)$ を $\tilde{G}_{2}$ 型の Dynkin 図形 $\Gamma=\Gamma(\tilde{G}_{2})$ 上のミヌスクルヒープとする.
つぎに, $P$ の元の個数により分類していく.

$\bullet$ $\# P=0$ のときは $P=\emptyset$ の時に限り, 半順序集合の構造も決まる.

よって, 一通りのミヌスクルヒープが出来た.

$\bullet$ $\# P=1$ のとき, $P=\{p\}$ と書くとラベル $\phi(p)$ を 0, 1, 2 のどれか勝手
に決めるとそれはミヌスクルヒープになっている. また, 半順序集合の

構造も決まる.

よって, 三通りのミヌスクルヒープが出来た.
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$\bullet$ $\# P=2$ のとき, $P=\{p, q\}$ と書くと元それぞれのラベルには 0, 1, 2 の
うち同じラベルを持つことはあり得ないが, 異なる二つを任意に選べ
る. そこで, それらのラベノレの差が 1 であるとき, (H1-2) より $p,$ $q$ は

比較可能でなければならない. そこで, $parrow q$ もしくは $qarrow p$ のどち

らかの構造を入れれば半順序集合としての構造が定まり, どちらもミヌ

スクルヒープになっている. 次にラベルの差が 2 のとき, つまり一方が

0 もう一方が 2 であるとする. このとき $p,$ $q$ は一方が一方をカバーでき
ないことは (Hl-l) より従う. つまり, $p,$ $q$ は比較不可能である. その

時もミヌスクルヒープの条件を満たす.

よって, 五通りのミヌスクルヒープが出来た.

$\bullet$ $\# P^{\cdot}=3$ の時. この場合も同じラベルを持つ元がない. $P=\{p_{\mathrm{O}}, p_{1}, p_{2}\}$

と書き, 元それぞれのラベルを添え字が表しているとする. (H1-2) よ

り, p。と $P1$ は比較可能であり $p_{1}$ と $p_{2}$ も比較可能である. 実はもっと
強いこととして, それぞれカバーの関係にあることが容易にわかる. そ
こで, どちらがどちらをカバーしているか勝手に決めると半順序集合
の構造が決まるが, ミヌスクルヒープの条件を満たしていることも確
かめられる.

よって, 四通りのミヌスクルヒープが出来た.

$\bullet$ $\# P=4$ の時. $P=\{p_{0}, p_{1}, p_{1}’, p_{2}\}$ と書き, それぞれのラベルを添え字
が表しているとする. これ以外にラベルの取り方があり得ないことは,

今茎での議論で示している. $[p_{1}, p_{1}’]$ が 1-区間であるとする. この時, $P$

の構造は一意に決まり $p_{1}arrow p_{0}arrow p_{1}’,$ $p_{1}arrow p_{2}arrow p_{1}’$
. である.

よって一通りのミヌスクルヒープができた.

以上の議論から十四通りのミヌスクルヒープに分類された.

3simply-laced ディンキン図形への帰着

ここでは, $\tilde{G}_{2}$ を除くアフィンワイル群のミヌスクル元を分類する場合に
$\tilde{A},\tilde{D},\tilde{E}$ 型の場合に分類すれば十分であることを示す. 詳しく言うと $\tilde{B}_{n}$ 型は
$\tilde{D}_{2n}$ 型の場合に, $\tilde{C}_{n}$ 型は $\tilde{D}_{n+2}$ 型の場合に, $\tilde{F}_{4}$ 型は $\tilde{E}_{7}$ 型の場合にそれぞれ

帰着できることがわかる. 実は
$\backslash$

(このセクションでの同様の議論を用いて) ,
$\tilde{G}_{2}$ 型は星型の $S(2,2,2)$ 型と呼ばれる simply-laced の場合に帰着できるがそ
の話は省略する.

Definition. II をデインキン図形としグラフ同型写像 $\triangle$ が与えられていて,

.次の条件 (展 1)-(展 4) を満たしているとする.

(展 1) $\triangle\neq \mathrm{i}\mathrm{d}$ であり, $\triangle^{2}=\mathrm{i}\mathrm{d}$ である.
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(展 2) $v,$ $u\in N(\square )$ であって, $\triangle(v)=v,$ $\triangle(u)\neq u$ であるとする. このとき

$a_{v,u}=a_{u,v}$ $=-1$ である.

(展 3) $\triangle$ で不動なノードを $N_{\triangle}$ とする. �から $N_{\triangle}$ を除いたノードに制限

してできる部分デインキン図形を $\Gamma-\triangle$ と書くことにする. その時, 各
$u\in N(\Pi)\backslash N_{\triangle}$ は $\triangle(u)$ と異なるだけでなく, $\Pi\triangle-$ 上異なる連結或分に

写る.

このようなディンキン図形垣とグラフ同型写像 $\triangle$ に対し, 垣を $\triangle$ 展開され

たディンキン図形�と呼ぶ. また, $\triangle$ を展開同型と呼ぶことにする.

Example 3.1. $\tilde{A}_{5}$ 型のデインキン図形�において, グラフ同型 $\triangle_{1}$ を

$\triangle_{1}(0)=0,$ $\triangle_{1}(i):=6-i$ for $1\leq i\leq 5$

と定義する. この時, $\triangle$ は展開同型になっている.

また, �において, グラフ同型 $\triangle_{2}$ を

$\triangle_{2}(0)=5,$ $\triangle_{2}(i)$ $:=i-1$ for $1\leq i\leq 5$

と定義する. この時, $\triangle$ は展開同型になっていない. 実際, (展 3) を満たし
ていない.

$\triangle$ 展開された�に関して, (展 3) により� $\triangle-$ は偶数個の連結或分より或っ

ている. 一つの連結或分� $i$ は $\triangle$ によって別の連結或分 $\Pi_{i}’$ に写る. また, $\Pi_{i}’$

は $\triangle$ によって� $i$ に写る. この意味で�は

$\Pi=\Pi\triangle-\cup\Pi_{1}\cup\triangle(\Pi_{1})\cup\cdots\cup\Pi_{r}\cup\triangle(\Pi_{r})$

と書き表せる. ここで, �から別のデインキン図形 $\Gamma$ を作る. $\Gamma$ は�を�
$\triangle-$

$\cup$

$\Pi_{1}\cup\Pi_{2}\cup\cdots\cup\Pi_{r}$ に制限し, $v\in N(\Pi\triangle-)$ と $u\in N(\Pi_{i})$ for some $1\leq i\leq r$

であって $a_{v,u}=-1$ となっている時に $a_{u,v}=-1,$ $a_{v,u}=-2$ と置き換えたも

のである. つまり,

$N(\Gamma):=N(\Pi\triangle-)\cup N(\Pi_{1})\cup N(\Pi_{2})\cup\cdots\cup N(\Pi_{r})$
$\backslash$

$|$ -2 if $v\in N(\Pi-)\triangle’ u\in N(\Pi i)$ with $a_{v,u}\neq 0$

$a_{u,v}=1$
$a_{u,v}$ otherwise

以上で与えられた組 $\triangle,$ $\Pi,$ $\Gamma$ を, �は $\Gamma$ を $\triangle$ 展開したデインキン図形と呼ぶ

ことにする.

Example 3.2. II :=B\tilde 。’ $\Gamma:=\tilde{D}_{2n}$ とし, $N(\Gamma):=\{0,1,2, \ldots, 2n\}$ の番号

付けを [7]の通りとする. $\triangle(i):=2n-i$ と定義すればこれはグラフ同型を与

え, この組は上で与えられた条件を満たしている. (図 2参照. )
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図 2: Dl。型のディンキン図形上のグラフ同型写像

図 3: Dl。型のディンキン図形上のグラフ同型写像

Example 3.3. II $:=\tilde{C}_{n},$ $\Gamma:=\tilde{D}_{n+2}$ とし, $N(\Gamma):=\{0,1,2, \ldots, n+2\}$ の番号
付けを [$7J$の通りとする. $\triangle(0):.=1,$ $\triangle(1):=0,$ $\triangle(n+1):=n+2,$ $\triangle(n+2):=$

$n+1,$ $\triangle(i):=i$ for $2\leq i\leq n$ と定義すればこれはグラフ同型を与え, この

組は上で与えられた条件を満たしている. (図 3参照. )

Example 3.4. $\Pi:=\tilde{F}_{4},$ $\Gamma:=E_{7}$ とし, $N(\Gamma):=\{0,1,2, \ldots, 7\}$ の番号付け
を図 4 の通りとする. $\triangle(3):=3,$ $\triangle(4):=4,$ $\triangle(i):=7-i$ (.otherwise) と定義
すればこれはグラフ同型を与え, この組は上で与えられた条件を満たしてい
る. (図 4 参照. )

このセクションの目標を如何に定める.

Theorem 3.5. II をデインキン図形 $\Gamma$ を $\triangle$ 展開して得られたデインキン図
形とする. このとき, �上のミヌスクルヒープで $\triangle$ 不変なものと $\Gamma$ 上のミヌ

スクルヒープには一対一対応がある.

図 4: $\tilde{E}_{7}$ 型のディンキン図形上のグラフ同型写像
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この定理と今までの例を合わせることで, このセクションの冒頭で述べた,

simply-laced の場合に帰着できることがわかった.

Proof. $(P.,$ $\leq, \phi)$ を�上のミヌスクルヒープとし, $\triangle$ 不変であるとする. い

ま, $\Pi=\Pi\triangle-\cup\Pi_{1}\cup\triangle(\Pi_{1})\cup\cdots$ \cup \Pi r\cup \Delta (\Pi \mapsto と書ける. そこで, $P$ の元を
ラベルが� $\triangle-$

$\cup\Pi_{1}$ $\cup\Pi_{2}\cup\cdots\cup\Pi_{r}$ 上にある点だけに制限する. このとき, $\phi$

は自然に $\Gamma$ への写像とみなせる. これを $\psi$ と書こう. この様に定義された $\Gamma-$

ラベル付半順序集合を $(Q, \preceq, \psi)$ とする.

まず, この $(Q, \preceq, \psi)$ が $\Gamma$ 上のミヌスクルヒープであることを示そう.
(Hl-l)lこついて, $Q$ は $P$ の部分半順序集合であるから満たしている.
$(\mathrm{H}1-2)$ について, $p,$ $q\in Q$ について $\phi(p),$ $\phi(q)$ が $\Gamma$ 上同じか隣であるとする.

このとき, $p,$ $q$ は $P$ 上で比較可能である. そこで, $P$ 上で $p<_{P}q$ と一般性
を失うことなく仮定できる. いま $P$ 上にて $p$ から $q$ へのカバーによる列を取
る. つまり,

$p=p_{0}arrow_{P}p_{1}arrow P\ldotsarrow_{P}p_{r}--q$

を取る. この列のうち, ラベルが $\Gamma$ 上にない部分列乃,乃+1, . . . , $p_{j}$ があるとす

る. なければ (H1-2) が成り立っている. もしあれば, その部分列をできるだ
け長く取ることで $Pi-1,$ $Pj+1$ は $\Gamma$ 上にラベルをもつと言える. $P$ は $\triangle$ 不変で

あるから $p_{i-1}arrow q_{i}arrow q_{i+1}arrow\cdotsarrow qjarrow pj+1$ であって $\phi(q_{h})=\triangle(\phi(p_{h}))$

となるように別の列が取れる. ここで $q_{h}$ は $\Gamma$ 上にラベルをもつから, 新し
い列は $Q$ の元でできている. これを繰り返すことで, $Q$ 上でカバーされてい

る列が取れる. よって (H1-2) が成り立つ.
$(\mathrm{H}2\mathrm{a})$ いま, $v,$ $u\in N(Q)$ は $v,$ $u\in N(P)$ とみなせるがカルタン行列の値 $a_{v}$ ,。

は $\Gamma$ 上の値と�上の値が異なる場合がある. そこで, 前者を $a_{v,u,\Gamma}$ と書き,

後者を $a_{v,u},\Pi$ と書き分けよう. $v\in N(\Gamma)$ とし, $p$ , q\in Q。であって $p<q$ か
つ $[p, q]\cap Q_{v}=\emptyset$ とする.

$v$ が $N(\Gamma\triangle-)$ の元に含まれていないとき, $[p, q]$ のうち。\psi (x),v,\Gamma $<0$ となる

$x\in[p, q]$ に関して, 値 $a\psi(x),v,\Gamma$ が�上のカルタン行列での値 $a_{\phi(x),v,\Pi}$ と同

じである. よ $\vee\supset$ で, $\sum_{\psi(x)\in[p,q]}a_{x,v,\Gamma}=\sum_{x\in[p,q]}a_{\phi(x),v,\Pi}=2$である.
$v\in N(\Gamma-)\triangle$ のとき, $[p, q]Q$ のうち $a_{\psi(x),v,\Gamma}<0$ となる $x\in[p, q]$ に関して,

aゆ (x),v, $\Pi$ の値によって場合わけして考える. ちなみに, 。\psi (x),v,\Gamma ‘ $<$ $0$ $\Leftrightarrow$

$a_{\phi(x),v,\Pi}<0$ であることを注意しておく. いま $\sum_{x\in(p.q)_{/}},$ $a_{\phi(x),v,\Pi}=-2$ であ

ることから, $a_{\phi(x),v,\Pi}<0$ なる値は -2 t$\grave{\grave{\mathrm{a}}}$一回でてくる場合と, , -1 が二回出て
くる場合の二通りしかない. まず -2 が出てくるとき, 他の $x\neq y\in(p, q)$。に
対して $a_{\phi(x).v,\Pi}=0$ であり, $a_{\phi(x),v,\Pi}=a_{\psi(x),v,\Gamma}=-2$ である力 $\mathrm{a}$ ら $(\mathrm{H}2\mathrm{a})$ 力\sigma

成立する. また -1 が二回でてくる場合, $x,$ $x’\in(p, q)p$ によって aゆ (x),v,\Pi $=$

aや (x’),v,\Pi $=-1$ となる. そこで $x’\in(p, q)Q$ の場合, $\phi(x),$ $\phi(x’)\in N(\Gamma_{\triangle})$

であることがわかり, $a_{\phi(x),v,\Gamma}=a_{\phi(x’),v.\Gamma}=a_{\psi(x).v.\Pi}=a_{\psi(x).v,\Pi}=-1$ が

従う. $\cdot$ もし, $\phi(x),$ $\phi(x’)$ が $N(\Gamma_{\triangle})$ に含まれないならば $P$ の $\triangle$ 不変性より

他の $y\in[p, q]$ で $\triangle(\phi(y))=\phi(x)$ なる元が存在し, $P$ が $(\mathrm{H}2\mathrm{a})$ を満たすこ
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$A_{9}$ 型 $B_{5}$ 型

図 5: A9 型と $B_{5}$ 型のミヌスクルヒープの対応

とに矛盾する. よって, $a_{\phi(x),v,\Pi}=a_{\psi(x),v,\Gamma}=-2$ であるから $(\mathrm{H}2\mathrm{a})$ が或
立する. 最後に $x’$ が $(p, q)$。に含まれない場合について議論する. っまり,
$\phi(x’)\in N(\triangle(\Gamma_{j}))$ である. ところで $P$ の $\triangle$ 不変性より, $P$ に, $\triangle$ を作用させ
たとき $x’$ と対応する $y$ であって $y\neq x’$ が存在する. いま, $a_{\phi(y),v.\Pi}<0$ で

あるがそのような元は $x,$ $x’$ だけであるから $y=x$ でなければならない. とこ

ろで, $\phi(x)$ は $v$ と�上隣り合っている. よって, $a_{\psi(x),v,\Gamma}=-2$ である. 以
上から, $a_{\psi(z),v,\Gamma}<0$ なる $z\in$ ($p$ , q)。は $x$ だけであり, いままでの議論から
$(\mathrm{H}2\mathrm{a})$ を満たすことがわかった. 口

Example 3.6. $\Gamma$ を $B_{5}$ 型, �を A9 型のディンキン図形とする. �上のミ
ヌスクルヒープ $(P, \leq, \phi)$ を図 5の左側のように定義する. この図では上に半
順序集合のハッセ図, その下にディンキン図形を描いてある. また, 半順序
集合の各元が持つラベルはその元の下方にあるノードと対応してぃる. 同様
に $\Gamma$ 上のミヌスクルヒープ $(Q, \preceq, \psi)$ を図の右側のように定義する.
これらは上の定理で与えた対応になっている.

4 $\tilde{A}$型のディンキン図形上のミヌスクルヒープ

この分類は [5] に詳しく書かれている. また, 321-avoiding permutation と

の同値性についての証明も書かれている.

5 $\tilde{E}$型のディンキン図形上のミヌスクルヒープ

この分類は [6] の結果に含まれている. その結果を $\tilde{F}_{4}$ 型のディンキン図

形上のミヌスクルヒープに応用すると, 同型を除き有限個しかないことがわ

9



6 $\tilde{D}\#\Rightarrow|\rfloor$のディンキン図形上のミヌスクルヒープ

この分類が書かれているものはまだないと思われる. ちなみに, $\tilde{D}$ 型のデイ

ンキン図形 $\Gamma$ 上のミヌスクルヒープはランク半順序集合になる為, 分類しや

すい.

実際分類すると, 大きく分けて三つのタイプに分類される.

6.1 タイプ 1, 階段型

図 6 の様に, ディンキン図の端側からもう一方の端へと交互にラベルを動

いていくタイプの $\Gamma-$ラベル付半順序集合である. 図で描かれているハッセ図

は無限に続くように構或できるが, このうちの有限で連結な部分半順序集合

を取ればそれがミヌスクルヒープとなっている.
このタイプのミヌスクルヒープが構或できることから, $\tilde{D}$ 型のディンキン

図形上のミヌスクルヒープは無限通り存在することがわかった.

6.2 タイプ 2, 網型

図 7 の様に, びっちりつまった感じのする $\Gamma-$ラベル付半順序集合である.

このタイプのミヌスクルヒープも無限に構或できる.

6.3 タイプ 3, DAD 型

$D$ 型ディンキン図形上のミヌスクルヒープ二つが, $A$ 型のデインキン図形

上のミヌスクルヒープーつを挟んでいる形になっている. 図 8 では, 上に左

から $D$ 型, $A$ 型, $D$ 型のミヌスクルヒープの例をあげ, その下側にそれらが

くっついた $\tilde{D}$ 型のミヌスクルヒープが描かれている.

7 有限/注

前のセクションにて $\tilde{D}$ 型のミヌスクルヒープが無限通り構或できることが

わかった. つまり $\tilde{D}$ 型のアフインワイル群において, ミヌスクル元が無限通

り構或できる. 実は, アフインワイル群でミヌスクル元が有限個である型は
$\tilde{E}_{8},\tilde{F}_{4},\tilde{G}$。型の三つに限られる.

[12] では, 完全可換性を持つ元が有限個となる Coxeter 群の型を全て分類

している. $\tilde{E}_{8},\tilde{F}_{4}$ 型はその有限な型になっているから, そこから直ちに導か

れると言ってよい. しかし, 完全町換性を持つ元が無限個あってもミヌスク

ル元が有限である型もある.
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図 6: 階段型
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図 7: 網型
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$\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$

$\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$

$\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$

$D\#arrow|\rfloor$

$\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$

$\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$

$\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$

$\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$

$\mathrm{o}_{\mathrm{O}}\mathrm{o}$

$A\pi\Rightarrow’|$ $D$ 型

図 8: $\mathrm{D}\mathrm{A}\mathrm{D}$ 型
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図 9: ミヌスクル元が有限個である型のディンキン図形

TheOrem 7.1. 図 9 で与えるディンキン図形に関して, ミヌスクル元は有
限しか構或できない。

Proof. $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}3.5$ から、 その図で与えられるディンキン図形上のミヌスク
ルヒープは星型で枝が三本である場合に帰着できる。 [6] によると、 そのよ
うなミヌスクルヒープの分類は D-行列と呼ばれる行列によって分類される。

$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}3.5$ による対称性を考慮すると、 有限個の D-行列しか構或できない
ことは容易にわかる。 口
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