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1Introduction
幾何クリスタルの理論は、 [1] にょり基礎付けがなされ、 その後、 $[7],[16]$ において

tropical $\mathrm{R}$ rnatrix との関係についての研究でその有用性が認められた。 この論説では、
[15] の crystal bases との関係についての解説を行う。 ここで用語の定義、 記号は [15]
に従うものとする。

2Geometric Crystals and Unipotent Crystals
$G$ (resp. $\mathfrak{g}$ ) を $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{c}.\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{a}[_{)}1\mathrm{e}$ GCM.4 $=(‘\iota_{ij})_{i,j\in}$ , tこ associate $\text{し}.\sim$ Kac-Moody

群 (resp. 代数) とし、 $G\supset B^{\pm}\supset U^{\pm}\supset T$ をそれぞれ Borel subgroup, llnipotent
subgroup, maximal torus とする $\text{。}$ (Kac-Moody group lこついては、 [10],[12],[17] を参
照。 ) $\Delta:=\{\alpha\in \mathrm{t}^{*}|\alpha\neq 0,9a\neq(0)\}$ を $\mathrm{r}\mathrm{o}()\mathrm{t}$ systC.lll, $Q= \sum_{i}\mathbb{Z}\alpha_{i}$ を root lattice と
する。 $Q_{+}= \sum_{i}\mathbb{Z}_{\geq 0}\alpha_{i},$ $\Delta_{+}:=\Delta\cap Q_{+}$ とおく $\text{。}\backslash \mathrm{V}(^{\mathrm{Y}}.\mathrm{y}1$ 群 $\mathfrak{s}\mathfrak{s}\nearrow=\langle s_{i}|i\in I\rangle(s_{i}$ は sirnple
relfection) は $W\cong Nc_{\mathrm{J}}(T)/T$ となる。$i\in I$ に対して、homomorphism $\phi_{i}$ : $SL_{2}(\mathbb{C})arrow G$

があって

$\phi_{i}((\begin{array}{ll}1 t0 \mathrm{l}\end{array}))=\mathrm{e}\mathrm{x}_{1})te_{i},,$ $\phi_{i}($ $(\begin{array}{ll}\mathrm{l} \mathrm{l}1t \mathrm{l}\end{array}))=\mathrm{e}\mathrm{x}_{1})tf_{i}(t\in \mathbb{C})$ .

ここで、 $e_{i},$ $f_{i}$ は $\mathfrak{g}$ の生成元。
$w\in W$ に対して

$R(\tau v):=\{(i_{1}, i_{2}, \cdots, i_{l})\in I^{l}|\iota\iota)=s_{i_{1}}.9_{i_{2}}\cdots s_{i_{l}}\}$ ,

とおく。 ここで、 $l$ は length of $\prime 1l;$ .
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(T, \mathbb{C}^{\mathrm{x}})$ (resp. $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{n}\iota(\mathbb{C}^{\mathrm{x}},$ $T)$ ) の元を $T$ の character (resp. $co- cl\iota aracter$) と呼
ぶ. simple cO-mot $\alpha^{\vee}.\cdot\in \mathrm{H}o\mathrm{m}(\mathbb{C}^{\mathrm{x}}, T)(i\in I)$ を $\mathrm{r}\nu_{i}^{\vee}(t):=T_{i}$ で定義すると、 pairing
$\langle\alpha^{\vee}\dot{.}, \alpha_{j}\rangle=a_{ij}$ を得る。

Definition 2.1. (i) $X$ @ $\mathbb{C}-\llcorner \text{の}$ ill(l-Vi\iota $\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}^{\backslash }.\mathrm{t}_{\sim}.\mathrm{v},$ $\wedge/:Xarrow T,$ $c_{i}$ : $\mathbb{C}^{\mathrm{x}}\cross Xarrow X(i\in I)$ ;

’ : $\mathbb{C}^{\mathrm{x}}\mathrm{x}.\backslash \cdot$ $arrow$ $.\iota^{r}$

$(c,:\iota:)$ $-\rangle$ $r_{i}^{r}’(.’\iota.\cdot)$ ,
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を rational morphisms とする。 3 つ組 $\chi\ovalbox{\tt\small REJECT}(X, \gamma, \{e_{i}\}_{i\mathrm{C}I})$ が geometric p $re$-crystal
とは $e^{1}(x)\ovalbox{\tt\small REJECT} x$ かつ

$\gamma(e_{i}^{C}.(.r,))=\iota\nu_{i}^{\vee}(\mathrm{r}:)\gamma(.\iota:)$ , (2.1)

をみたすこと。

(ii) $(X, \gamma_{X}, \{e_{\mathrm{i}}^{\lambda’}\}_{i\in I}),$ $(\mathrm{Y}, \gamma_{1’}, \{e_{i}^{1’}\}_{i\in l})$ を $\mathrm{g}\mathrm{t}!\mathrm{O}111\mathrm{C}\mathrm{f}_{l}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\cdot$. pre-crystal とする。 rational mor-
phism $f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ が $moprl\iota ism$ of geometric. pre-crystals とは $f$ が次をみたす
こと :

$f\circ e_{i^{1}}$

.
$=e_{i}^{1’}\circ f$ , $\gamma_{J}\backslash ’=\gamma_{1’}\circ f$ .

特}こ、 morpbism $f$ が $\mathrm{i}11$( $]$ -vareities の birational isomorphism であるとき $f$ は

isomorphism of geometric $pre- cr\cdot/\iota stal_{9}$. という o

$\chi=(X, \gamma, \{e_{i}\}_{i\in l})$ を gcomctric pre-crystal とする。 word $\mathrm{i}=$ ( $i_{1}$ , i2, $\cdots,$
$i_{l}$ ) $\in R(w)$

$(\tau n\in \mathrm{I}4^{\gamma})$ [こ対して $\alpha^{(l)}:=\alpha_{i_{l}},$ $\alpha^{(l-1)}:=s_{i_{l}}(\alpha_{i_{l- 1}}),$
$\cdots,$

$\alpha^{(1)}:=.\mathrm{s}_{i_{l}}\cdots s_{i_{2}}(\alpha_{i_{1}})$ とおく
$\text{。}$
こ

こで、word $\mathrm{i}=$ $(i_{1}, i_{2}, \cdots, i_{l})\in R(\cdot\iota v)$ (こ対して $\mathrm{r}‘.\iota \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}$) $11i\iota 1111()\mathrm{r}])1_{1}\mathrm{i}\mathrm{s}111r_{\mathrm{i}}.$ : $T\mathrm{x}Xarrow X$ を.

次で定義する。

$(t, x)\mapsto*e_{\mathrm{i}}^{l}(x):=e^{a_{1}^{(1)}(l)},\dot{.}e_{i_{2}}^{\text{。^{}(2)}(\iota)}\cdots e_{\mathrm{i}_{l}}^{\text{。^{}(l)}(\mathrm{t})}’(.\tau.)$ .

Definition 22. (i) 上の設定で geometric pre-crystal )(が geornetric crystal とは、任
意の $w\in W,$ $\mathrm{i}$ と $\mathrm{i}’\in R(w)$ に対して

$‘ r_{\mathrm{i}}.=\mathrm{r}_{\mathrm{i}’}$ . (2.2)

が成立すること。
(ii) $(X, \gamma_{\lambda’}, \{e_{i}^{\lambda’}\}_{i\in l})$ 及び $(\mathrm{I}’, \gamma\}’, \{c_{i}^{l}.\}.\}_{i\in l})$ を geometric crystal とする。 rational mor-

pbism $f$ : $Xarrow Y$ が of geometric crystal.v の $\iota or.pl\iota ism$ (resl). $isomorpl\iota isrn$) とは

geometric pre-crystals の morphism (resp. -111 $\mathrm{i}_{\mathrm{b}^{\backslash }0\ln()\Gamma])}.1\iota \mathrm{i}_{\mathrm{S}\mathrm{l}}\mathrm{n}$) であること。

次の補題が成り立つ :

Lemma 2.3. (2.2) は次の関係と同値

$e_{1}^{c_{1}}.e_{j^{2}}^{c}=e_{j}^{r,2}e_{\mathrm{i}}^{r_{1}}$

. if $\langle c\nu_{i}^{\vee}, \alpha_{j}\rangle=0$ ,
$e_{1}^{c_{1}}.e_{j}^{c_{1}c_{2}}e_{i^{2}}^{c}=e_{j^{2}}^{c}e_{i}^{c_{1}c_{2}}e_{j}^{c_{1}}$ if $\langle\alpha_{i}^{\vee}, \alpha_{j}\rangle=\langle c\mathrm{v}_{j}^{\vee}, \alpha_{i}\rangle=-1$ ,
$e^{c_{1}}\dot{.}e_{j^{1}}^{c^{2}c2}e_{1}^{c_{1}c_{2}}.e_{j^{2}}^{r,}=e_{j}^{c_{2}}e_{1}^{c_{1}c_{2}}.e_{j^{1}}^{c^{2}c_{2}}.\cdot e_{\mathrm{i}}^{c_{1}}$ if $\langle \mathrm{r}\nu_{i}^{\vee}, \alpha_{j}\rangle=-2,$ $\langle\alpha_{j}^{\vee}, ‘\nu_{i}\rangle=-1$ ,
$e_{i}^{c_{1}}e_{j^{1}}^{c^{2}c2}e_{\dot{\iota}}^{c_{1}^{3}c_{2}}e_{j^{1}}^{c^{3}c_{2}^{2}}e_{i}^{c_{1}c_{2}}e_{j}^{c_{2}}=e,c^{rr},\mathrm{r}.\cdot’‘.$

.$‘.\cdot.‘*jiji.j.,.$ ‘.$ir_{2\cdot 12^{r_{12}r_{1}^{3}r_{2}r_{\overline{1}}r_{-1}}}2..,$J
$‘$
. il

$\cdot$

$\langle\alpha_{i}^{\vee}, \alpha_{j}\rangle=-3,$ $\langle\alpha_{j}^{\vee}, \alpha_{i}\rangle=-1$ ,

$R.cm\mathrm{a}r\mathrm{A}^{r}$. $\langle\alpha^{\vee}\dot{.}, \alpha_{j}\rangle\langle\alpha_{j}^{\vee}, r\nu_{i}\rangle\geq 4$ のとき $‘ l.i$ と $‘ lj$ の間 [こは関係なし.

以下 $U.+$ を $U$ と書く $\text{。}$ 次に Kac-Moody groups に対して unipotent crystals (see [1])
を定義する。

187



Definition 24. $X$ を $\mathbb{C}$ 上の $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}$ -variety, $\alpha\ovalbox{\tt\small REJECT} U\cross Xarrow X$ を $\{e\}\cross X$ 上で定義さ
れる $U$-action とする。 このとき. pair $\mathrm{X}\ovalbox{\tt\small REJECT}(X, \alpha)$ が $U$-variety と {ま、 U-varieties
$\mathrm{X}\ovalbox{\tt\small REJECT}(X, \alpha_{X})$ と $\mathrm{Y}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$($ }’, $\alpha_{Y})$ に対して rational rnorphism $f\ovalbox{\tt\small REJECT} Xarrow Y$ が U-morphism
とは $U$-action と可換となること。

ここで、 $B^{-}=U^{-}T$ に $U$-� lriet3’ $\mathrm{s}\mathrm{t}\Gamma 11(:\mathrm{t}_{l}11\Gamma(!$ を入れる。 $B^{-}$ は $G$ の ill([-subgroup で
あり、 また $G$ における multiplication map は open cllll,celelirlg; $B^{-}\cross U\epsilonarrow G$ を induce
するので birational isomorphism であり、その inverse $1$ ) $\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}$ isomorphism を

$g$ : $Garrow B^{-}\cross U$ .

とする。 ここで、 rational morpbisms $\pi^{-}$ : $Garrow B^{-}$ と $\pi$ : $Garrow U$ を $\pi^{-}:=\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}_{B^{-}}\circ g$

と $\pi:=\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}_{U}\circ g$ で定義し $B^{-}$ への rational $U$-action $\alpha_{B}-$ を

$c\nu_{J\prime}-:=\pi^{-}\circ r’\iota$ : $U\cross B^{-}arrow B^{-}$ ,

と定義すると $(m\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{l}\iota \mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{l})\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}$ map in $G$ ), $U$-variety $\mathrm{B}^{-}=(B^{-}, \alpha_{B}-)$ を得る。

Definition 2.5. (i) $\mathrm{X}=(X, \alpha)$ を $U$-varicty, $f$ : $Xarrow \mathrm{B}^{-}$ を $U$-morphism とする。
このとき、 pair $(\mathrm{X}, f)$ を unipotent $C_{I}$-crystal と呼ぶ。

(ii) $(\mathrm{X}, f_{\lambda’})$ 及び $(\mathrm{Y}, fi’)$ を unipotent crystals とする。 $U$-morpbism $g$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ が
morphism $of\uparrow lnipotent$ crystals とは $f.\backslash \cdot=f$} $\prime \mathrm{o}g$ となることであり、特 [こ $g$ が ind-
variety の birational isomorphism であるとき $i_{9}.omor.pl\iota ism$ of unipotent crystals
という。

unipotent crystal の大きな特徴は crystal base と関係の深い積構造が入ることであ
るがここでは省略する。文献は $[1],[15]$ を参照。
ここまで定義した unipotent crystal と $\mathrm{g}(^{\backslash },()111(:\mathrm{t},\mathrm{r}\mathrm{i}c$:crystal には以下のような関係が

ある。
$i\in I$ に対して $U_{i}^{\pm}:=U^{\pm}\cap b_{i}\overline{.}U^{\mp}.\mathrm{s}_{i}^{-1}\overline{.},$ $U_{\pm}^{i}:=U^{\pm}\cap.\overline{\backslash _{i}\cdot}U^{\pm}\overline{s}_{i}^{-1}$ とおく。実は $U_{1}^{\pm}.=U_{\pm\alpha}:$ .
半直積

U-=U-。i. $U_{-}^{i}$ ,

より canonical projection $\xi_{i}$ : $U^{-}arrow U_{-\text{。_{}\mathrm{i}}}$ を得る。 これを用いて $U^{-}$ 上の関数

$\chi_{i}:=/\iota_{i}^{-1}\circ\xi_{i}$ : U-\rightarrow U-。i\rightarrow C

と定義し、 さらに $\chi_{i}(\tau l\cdot t):=\chi_{i}(\tau\iota)(\iota\in U^{-}, t\in T)$ により $B^{-}$ 上の関数に延長する。
unipotent $G$-crystal $(\mathrm{X}, f_{\lambda}\cdot)$ に対して関数 $\varphi_{i}:=\varphi i^{\backslash }$

.
: $Xarrow \mathbb{C}$ を

$\varphi_{i}:=\backslash i\mathrm{o}f_{\backslash }.\cdot$ ,

で、 また ratinal morpbism $\gamma_{d}\backslash \cdot$ : $Xarrow T$ を

$\gamma_{\lambda}\cdot:=1)\mathrm{r}$( $\}.\mathrm{i}_{l^{\backslash }},\circ f_{\backslash }.\cdot$ : $Xarrow B^{-}arrow T$, (2.3)
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で定義する ( $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}_{T}$ は canonical projection). 今、 関数 $\varphi_{i}$ |ま $X$ 上で恒等的に 0 でない
とする。 このとき、 morphisrn $e_{i}$ : $\mathbb{C}^{\mathrm{x}}\cross Xarrow X$ を

$\mathrm{r}_{i}^{c}.(.?.\cdot):=.’\iota:_{i}(\frac{\mathrm{r}\cdot-1}{\varphi_{i}(.\iota\cdot)}.)(:l:)$ . (2.4)

とすると、 次を得る :

Theorem 26([1]). $(\mathrm{X}, f_{\lambda’})$ を unipotent $G- c\mathfrak{s}\cdot/\iota$stal とする。任意の $i\in I$ [こ対してて

関数 $\varphi_{i}$ は $X$ 上で恒等的 $[]_{\sim}^{\sim}\mathit{0}$でないとする。このとき、rational morphisms $\gamma_{\lambda’}$ : $Xarrow T$

と $e_{i}$ : $\mathbb{C}^{\mathrm{x}}\cross Xarrow\lambda’$ を上のよう [こ定義すると $(X, \gamma_{\lambda’}, \{e_{i}\}_{i\in l})$ は geometric G-c4stal
の構造を持つ。

3Crystal structure on Schubert varieties
前節と同様に $G$ は $\mathrm{I}<\mathrm{a}\mathrm{c}- 1’\backslash 1\mathrm{o}\mathrm{o}(1\mathrm{y}\mathrm{g}\mathrm{r}()111),$

$B^{\pm}=U^{\pm}T$ (resp. $U^{\pm}$ ) は Borel (resp.
unipotent) subgroups, 1V は $1.\mathrm{V}(!\mathrm{y}1$ group とする。次の $\mathrm{B}\mathrm{r}\iota\iota 1_{1}\mathrm{a}\mathrm{t}/\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{k}1_{1()}\mathrm{f}\mathrm{f}$ decomposition
は有名 :

Proposition 3.1 $([9],[12],[17])$ . $1\prime Ve$ have

$G=\cup B^{+}\overline{u}\prime B^{+}w\in \mathfrak{l}V=\cup,$$U^{+}?\overline{lJ}B^{+}u’\in \mathrm{I}l$

(Brubat dccomposition), (3.1)

$G=\cup B^{-}\tau\overline{n}B^{+}w\in W=w\in 11\cup,$

$U^{-}\tau\overline{\iota}\prime B^{+}$ (Birkboff decomposition). (3.2)

$J\subset I$ に対して $\mathrm{I}/V_{J}$ := $\langle$s市 $\in J\rangle$ を対応する I $\mathrm{I}’$ の subgroup とする $\text{。}$
$P,$ $:=B^{+}\mathrm{I}\mathrm{t}_{J}^{\gamma}B^{+}$

とおき $J\subset I$ }こ付随した $C_{r}$ の $(.\mathrm{v}t‘ r\iota‘ l‘\iota r\cdot‘ l)I)‘\iota r\tau\iota l)oli\iota j$ subgroup と�手ぶ。 $\mathrm{I}\cdot \mathrm{I}^{rJ}$ を $\mathrm{I}\prime V/\mathrm{M}^{\gamma_{J}}$

の而 nimal coset reprcsentativc の集合とする。 このとき parabolic $\mathrm{B}\mathrm{r}\iota\iota 1_{1}\mathrm{a}\mathrm{t}/\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{f}$

decompositions を得る :

Proposition 32 $([9],[12],[17])$ . $.I\subset I$ に対して垣 $\acute{J}$ と垣’.’ を上のものとすると、

$C_{I}=. \cup U1_{l\prime}^{-}\cdot P_{\mathrm{J}}\iota v\in 11^{r/}=.\bigcup_{\mathrm{t}^{r/}}U_{ll\prime}^{-*}-P\tau\iota’\in \mathfrak{l}’$
.

さて、 $\mathrm{A}\in P_{+}$ ( $P_{+}$ : dominant integral weigbt の集合) $\}$こ対して $L(\Lambda)$ を highest
weight $\lambda$ の integral $\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{l}\iota \mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{t}$ weigbt simple 111 $()$ (1111(\. とし、 その projective space を

$\mathrm{P}(\Lambda):=(L(\Lambda)\backslash \{0\})/\mathbb{C}^{\mathrm{x}}$ とかく $\text{。}\tau\prime_{\Lambda}\in \mathrm{P}(\dot{4}\backslash )$ を $L(\lambda)$ の bighcst weigbt vector を含む

line とし $X(\Lambda):=G\cdot v_{\Lambda}\subset \mathrm{P}(\Lambda)$ (flag variety) とおく。 ,$J_{\mathrm{t}}.:=\{i\in I|\langle l\iota_{i}, \Lambda\rangle=0\}$ とす

ると、 $P_{J_{\Lambda}}$ は $v_{\Lambda}$ の stabilizcr なので次を得る

Proposition 33([12],[17]).

$\rho:G/P_{\Lambda},=\cup\iota\iota’\in \mathfrak{l}\mathrm{I}^{rJ_{\mathrm{A}}}U^{\pm_{l\overline{l}\prime}}P_{J},/\backslash P,.\backslash$
$arrow\sim$ $X(\Lambda)$

$g\cdot P,d\backslash$
$\mapsto\rangle$

$g\cdot\tau)_{\wedge}$
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Definition 34. 上の $\rho(U^{+}\epsilon\ovalbox{\tt\small REJECT} P_{J}\ovalbox{\tt\small REJECT} P_{J}rightarrow(\mathrm{r}\mathrm{e}8\mathrm{j})$. $p(U^{-}\ovalbox{\tt\small REJECT} P_{J}\ovalbox{\tt\small REJECT} P_{J}rightarrow)$ を $X(\ovalbox{\tt\small REJECT})_{v}$.(resp. $X(\ovalbox{\tt\small REJECT})^{w}$)
とかき finite (resp. $\mathrm{c}o$-finite)Schubert cell と 手び、 その Zariski closure を $X(\ovalbox{\tt\small REJECT})_{w}$ と

己し (resp. $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\ovalbox{\tt\small REJECT})^{w}$ ) finite (resp. $co$ -finite) $S\ovalbox{\tt\small REJECT} hubertva\ovalbox{\tt\small REJECT} iety$ と呼ぶ。

次の closure relations が成り立つ :

$\overline{\grave{d}\prime}(\Lambda)_{w}=\mathrm{u}X(\Lambda)_{y}y\leq w,y\in \mathfrak{l}V^{J}\Lambda$
’

$\overline{-\mathrm{t}’}(\Lambda)^{w}=\mathrm{u}X(\Lambda)^{y}y\geq w,y\in \mathrm{M}^{\prime J}\Lambda^{\cdot}$

(3.3)

ここで $X(\Lambda)_{w}$ に unipotent crystal の構造を入れる。 $X(\Lambda)_{w}$ の定義より Schubert cell
$X(\Lambda)_{w}$ は $U$-variety であや $\text{。}$

次に $U$-morpbism $X(\Lambda)_{w}arrow B^{-}$ を構成する : $?l\mathit{1}=\theta_{i_{1}}S_{i_{2}}\cdots S_{i_{k}}$. $\in \mathrm{I}\cdot V$ を reduced
expression とし $U_{w}=U\cap\tau\overline{v}U^{-_{\mathrm{t}\overline{\{}\prime}-1},$ $U^{u}’=U\cap?\overline{l}\prime U\tau\overline{v}^{-1}$ とおく。

$\beta_{1}=‘ \mathrm{v}_{i_{1}},$ $/\mathrm{i}_{2}=.\forall_{i_{1}}(c\iota_{i_{-)}}.,,$
$\cdots,$ $/t_{\kappa=\mathrm{v}_{i_{1}\cdot i_{2}\cdot i_{k-1}}}..\mathrm{s}_{l}\ldots 9(\alpha_{i_{k}}.)$,

とすると

$U_{w}:=U\beta_{1}$ . $U_{\beta_{2}}\cdots U_{fl_{k}}\cong U\beta_{1}\cross U\beta_{2}\cross\cdots\cross U\beta_{k}\cong \mathbb{C}^{k}$

を得る ([17]). 分解 $U=U_{w}\cdot U^{\tau v}$ から、次を得る :

Lemma 3.5. 任意の $\uparrow l\in U$ と $?ll\in \mathfrak{s}\mathfrak{s}^{r}$ に対して $\iota\iota’\in U_{w}\cdot\iota\overline{\iota)}$ と $\tau;\in U$ が一意に存在し
て $u\overline{w}=u’v$ をみたす。

この分解を使って、次の rational morpbisms を得る :

$l^{l_{1l\prime}:}$
$U\cdot\downarrow\overline{l}$’ $arrow$ $L^{t_{1ll}}\cdot\tau\overline{\iota}$’

$\uparrow l\uparrow\overline{l}$’ $\vdasharrow$ $?l’$

$l^{w}’$ : $U\cdot\tau\overline{\iota}$’ $arrow$ $U$

$\tau\iota\tau\overline{\iota}$’ $\mapsto\rangle$
$\iota$ ’

さら [こ $U_{w}\cdot\overline{w}$ への $U$-action を

$U\cross U_{w}\cdot\iota\overline{\iota}$’ $arrow$ $U_{w}\cdot\tau\overline{\iota}$’

$(x, \tau\iota\overline{w})$ $\vdash$’ $.’\iota i(\iota\iota\iota\overline{\iota\prime}):=l’ u’(?,\cdot?l?\overline{l}’)=x\iota\iota\tau\overline{\iota\prime}\cdot p^{w}(x\tau\iota?\overline{l\prime})^{-1}$

とすると

Lemma 3.6. $x\in U$ と $\tau\iota\tau\overline{\iota\prime}\in U_{w^{k\overline{lJ}}}$ [こついて

$\alpha_{l},-(.’\iota,\cdot, \pi^{-}(?l?i^{-}’))=\pi^{-}(:\iota\cdot(\iota\iota\tau\overline{\iota}’))$ .

が成り立つ。
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$\check{}\sigma)$ Lemma $\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{Y}\mathit{3}$

$\zeta$ : $X(\Lambda)_{\tau\iota^{arrow U_{11\prime}\cdot l\overline{l})}}^{\sim}$

’
$(\uparrow\{’\in \mathrm{I}\mathrm{I}^{\prime.J_{\backslash }}’\Lambda\in P_{+})$ .

という同型は $U$-rnorphism. そこで、 $\mathrm{r}\dot{\mathrm{e}}\mathrm{l}\mathrm{t}.\mathrm{i}\mathrm{t}$) $1\downarrow \mathrm{a}\mathrm{l}$ morpbism $f_{u}$, : $X(\Lambda)_{w}arrow B^{-}$ を $f_{w}=$

$\pi^{-}\circ\zeta$ とおくと

Theorem 37. $\Lambda\in P_{+},$
$w\in \mathrm{I}V^{J_{\Lambda}}$ に対して $f_{w}$ : $X(\Lambda)_{w}arrow B^{-}$ を上で定義したものと

すると、 pair $(X(\Lambda)_{w}, f_{w})$ は $\uparrow lnipoter\iota t$ G-crystal.

$X(\Lambda)_{w}\mathrm{L}arrow\overline{\grave{d}\prime}(\Lambda)_{w}$ は open embedding よって birational isomorphism である。 ($v$ :
$\overline{\lambda’}(\Lambda)_{w}arrow X(\Lambda)_{w}$ を inverse birational isomorpbism とすると $\overline{f}_{u},$ $:=f_{w}\circ\omega$ :$\grave{d}( \overline{\prime}\Lambda)_{w}arrow$

$B^{-}$ は $U$-morphism となり

Corollary 3.8. pair $(_{\grave{d}}\overline{\prime}(\Lambda)_{w},\overline{f}_{u},)\}\mathrm{h}\uparrow\iota iI’otentG-‘ ir/l.9tal$ .

Remark. $w\leq w’$ に対して closed embcdding $\overline{\grave{\lrcorner}\prime}(\Lambda)_{w}\mathrm{e}_{-}arrow\overline{\grave{d}\prime}(\Lambda)_{w’}([17])$、さら [こ

isomoprbism

$X(\Lambda)arrow 1_{\frac{\mathrm{i}}{}}\mathrm{I}\mathrm{I},1\grave{d}\sim w\in’ \mathrm{y}\Lambda\overline{\prime}(\Lambda)_{ul}$
.

が存在する。 しかし、一般にこの市 rect limit を用いても $X(\Lambda)$ 上に unipotent crystal

structure を入れることはできない。なぜなら、 $y<?l$’[こ対して rational morpbism
$\overline{f}_{w}$ : $\overline{X}(\Lambda)_{w}arrow B^{-}$ は (’\searrow 上では定義できないからである。
さて、 Schubert cell (resp. variety) $X(\Lambda)_{w}$ (resp. $\overline{\grave{d}\prime}(\Lambda)_{w}$ ) が unipotent crystal の構

造をもったので上の議論より geomctric crystal の構造を入れることができる.
$w\in W$ に対して $\tau v=s_{\mathrm{i}_{1}}s_{i_{2}}\cdots.9_{i_{k}}$ を reduced expression とし

$I(w):=\{i_{1}, i_{2}, \cdots, i_{k}\}$

とおく。 (これは、 reduccd $\mathrm{c}\mathrm{x}[$) $\Gamma 1^{\backslash }.‘ \mathrm{S}^{\cdot}.\backslash \cdot \mathrm{i}\mathrm{t})11$ によらない) $\text{。}$ すると. 次が成り立つ :
$i\in I(\tau v)$ ならば、 関数 $\varphi_{i}:.\backslash ’(\Lambda)_{\iota\iota},$ $arrow \mathbb{C}$ は恒等的に 0 ではない。

Theorem 26 により

Theorem 39. $\tau n\in 1V$ こ対して $I=I(\cdot \mathrm{t}\mathrm{t}’)$ とすると. $S(:l\iota\iota\iota be,r\cdot t$ cell $X(\Lambda)_{w}$ (resp.

variety $\overline{X}(\Lambda)_{w})$ 上?こ次のよう}こして $georetr\cdot itiG- cr\iota/stal$ structure 入れられる (see

(2.3) and(2.4) $)$

$\gamma_{w}:=\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}_{T}\circ f_{w}(_{\Gamma \mathrm{C}\mathrm{S}\iota}1^{)}\cdot\overline{\gamma}_{w}:=1)\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}_{l},.0\overline{f}_{w})$, $e_{i}^{r}.(x)=x_{i}( \frac{c-1}{\varphi_{i}(x)})(x)$ ,

ここで、 $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}_{T}$ : $B^{-}=U^{-}Tarrow T$ .

この induced geometric crystal を $(X(.\backslash )_{11},, \gamma_{11},, \{\mathrm{r}_{\dot{1}}.\}_{i\in l})(\mathrm{r}\mathrm{e}!\mathrm{s}\mathrm{l})$ . $(\overline{.1’}(\Lambda)_{w}, \overline{\gamma}_{u},, \{e_{i},\}_{i\in l}))$

と書くごととすると、 $(X(\Lambda)_{w}, \gamma_{1\mathit{1}^{1}}’, \{\mathrm{r}_{i}\}_{i\in l})$ は次の意味で $B^{-}$ の中で実現される :
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Proposition 3.10. $\iota v=s_{i_{1}}\cdots s_{i_{k}}$. }こ対して,

$B_{w}^{-}:= \{]_{w}^{\prime’}(c_{1}, \cdots, c_{k}):=y_{i_{1}}(‘\frac{1}{i_{\mathrm{l}}})(\iota_{i_{1}}^{\vee}’(c_{i_{1}}.)\cdots y_{i_{\mathrm{A}}}.(\frac{1}{c,k}.)\alpha_{i_{k}}^{\vee}.(c_{i_{k}}.)\in B^{-}|\mathrm{r}:_{i}\in \mathbb{C}^{\cross}\}$.

とおき、 $U$ -actions を

$?l(1_{w}’(c_{1}, \cdots, c_{k}..)):=\pi^{-}(ll. 1_{w}’(‘\cdot.\mathrm{l}, \cdots, c_{k}..))$ $(?l\in U)$ .

で定義すると、 $X(\Lambda)_{w}$ と Bw-{ま $f$ }こより $l_{l}ir\cdot\iota\iota tionally$ equivalent となり、さら [こ unipO-
tent $crystal/induced$ geometric crystal としても同型となる。

Example 3.11. $G=SL_{n+1}(\mathbb{C})$ の場合に具体例を見て見よう。 $I=\{1,2, \cdots, n\}$ とし
$\tau\tilde{v}=s_{1}s_{2}\cdots s_{n}\in\dagger V\}$こ対して $I=I(\uparrow\tilde{\iota}’)$ が成り立ち

$\pi^{-}(x_{1}(c_{1})\overline{s}_{1}x_{2}(c_{2})\overline{s}_{2}.\ldots x_{n}(c_{n},)\overline{s}_{r\iota})=y_{1}(\frac{1}{\mathrm{t}_{\mathrm{l}}}.)\alpha_{1}^{\vee}(c_{1})?/2(‘.\frac{1}{2}.)\alpha_{2}^{\vee}(c_{2},)\cdots\iota/\cdot l(\frac{1}{c_{n}}.)\alpha_{n}^{\vee}(c_{n}.)$ .

となる。 ここで、 $\mathrm{r}_{i}.=a_{1}a_{2}\cdots n_{i}$ である o.\iota /i(n) $=I_{1\iota}+aB_{i+1i}$ とおくと

$f_{\overline{w}}(X(\Lambda)_{\overline{w}})=\{u(a):=\{\begin{array}{l}\iota\iota_{1}\backslash 1a_{2}1a_{n}\mathrm{l}\frac{\mathrm{l}}{a_{1}\cdots a_{n}}/\end{array}$

$\mathrm{I}|$

; $a_{i}\in \mathbb{C}^{\mathrm{x}}\}$

ここで、 $a=(a_{1}, \cdots, a_{n+1}),$ $a_{1}(\iota_{2}\cdots a_{r\downarrow+1}=1$ である。実は、 $\varphi_{i}(\iota\iota(a))=\frac{1}{a_{i}}$ である
ので

$e_{i}^{c}(u(a))=x_{i}(a:(c-1))\cdot?\iota(c\iota)\cdot x_{i}(a_{i+1}(‘\cdot-1-1))=\iota\iota(a_{1}, \cdots, ca_{i}, c^{-1}a_{i+1}, \cdots, a_{n+1})$ .

さらに、 次を得る :
$\gamma_{\overline{w}}(x_{1}(c_{1}).\overline{9^{\cdot}}1\cdot l’,\cdot 2(t_{2}..).\overline{\mathrm{s}.}2\ldots.\cdot\iota:,(\iota r_{\iota},\cdot).\overline{\backslash \cdot})’\iota=r\iota_{1}^{\vee}(\mathrm{r}_{1}.)‘\nu_{2}^{\vee}(‘\cdot.2)\cdots\alpha_{\iota}^{\vee}.(c_{n}.)$ .

4Tropicalization of Crystals
geometric crystals 上の positive structurc と $\iota\iota 1\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}- \mathrm{c}1\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}:\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}^{t}\ell \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}o\mathrm{I}1/\mathrm{t}$.ropicalizations Iこ

ついて解説する。 ([1]).
$T$ を algebraic $\mathrm{t}\mathrm{O}\Gamma 11\mathrm{S}/\mathbb{C},$ $X^{*}(T)(\mathrm{r}\mathrm{e}^{1}.\mathrm{s}[).$ $X_{*}(T))$ を lilt.t.tit.e. of cbaracters (resp. cO-

characters) とする。 $R:=\mathbb{C}[[c.]][c^{-1}],$ $L(T):=\{\phi\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}(O_{l’}., R)\}(O_{l^{1}},$ :ring of $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{11}1\mathrm{a}\mathrm{r}$

functions on $T$ ) とおく。 $(1\mathrm{i}_{\iota}\mathrm{s}.(:1^{\cdot}\mathrm{C}|_{1}\mathrm{t}^{1}. \backslash ’‘.\iota 111i\mathfrak{l}|_{1}\mathrm{i}\mathrm{t})11$

$\tau’$ : $R\backslash \{\mathrm{f}\mathfrak{l}\}$ $arrow$

$\sum_{\iota>-\infty^{C1,C}},\iota..\cdot\iota$ $\mapsto$

$\mathbb{Z}$

$-111\mathrm{i}11\{r|\in \mathbb{Z}|a_{\iota}.\neq 0\}$ .
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をとり、任意の $\phi\in L(T)$ について ($1\mathrm{c}\mathrm{g}_{T}(\phi):=v\circ\phi|_{X(T)}$. とする。 $f_{1},$ $f_{2}\in R\backslash \{0\}$ に

対して $v(f_{1}f_{2})=v(f_{1})+v(f_{2})$ , であるので $c1\mathrm{c}\mathrm{g}_{I’}’(\phi)$ は $X_{*}(T)=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(X^{*}(T), \mathbb{Z})$ の元

と見なされ、 よって、 ( $1\mathrm{c}\mathrm{g}_{I’}’$ は $c1\mathrm{c}\mathrm{g}_{l’}’$ : $L(T)arrow.\iota_{*}^{\mathit{7}}(T)$ とみなせる。 (千意の $\lambda^{\vee}\in X_{*}(T)$

に対して $L_{\lambda}\vee(T):=\deg_{T}^{-1}(\lambda^{\vee})\subset L(T)$ と定義すると ($1\mathrm{e}\mathrm{g}_{T}^{-1}(\lambda^{\vee})$ は irreducible $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}- \mathbb{C}$

variety structure を持ち $L(T)=\mathrm{u}\lambda^{\vee}\in,\backslash \cdot.(’\Gamma)L_{\lambda}\mathrm{v}(T)$ なので irreducible component の集

合 $\pi_{0}(L(T))=\{L_{\lambda^{\vee}}(T)|\lambda^{\vee}\in X_{*}(T)\}$ は $X_{*}(T)$ と同一視される $\text{。}$

もうすこし、 具体的にいうと $T=(\mathbb{C}^{\mathrm{x}})^{\iota}$ として $L(T)$ と $(R^{\mathrm{x}})^{1}$ を同一視すると
$\lambda^{\vee}(c)=(c^{m_{1}}, c^{m_{2}}, \cdots, c^{m_{l}})$ (こ対して $(rr\iota_{j}\in \mathbb{Z})$ ,

$L_{\lambda^{\vee}}(T)= \{(b_{1}c^{-m_{1}}+\sum_{n>-m_{1}}\iota\iota_{r\iota}r:^{r\iota},$ $\cdots,$
$l) \iota‘:-\prime\prime\downarrow\downarrow+\sum_{r\iota>-m_{l}}a_{n}c^{n)},$ : $b_{1},$ $\cdots,$

$b_{l}\neq 0\}$ .

$f$ : $Tarrow T’$ を 2 つの algebraic tori の間の $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}_{1}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}1$ morpbism とすると、 $f$ [よ

rational morpbism $\tilde{f}$ : $L(T)arrow L(T’)$ および $111‘.\iota 1$ )
$\pi_{0}(\tilde{f})$ : $\pi_{0}(L(T))arrow\pi_{0}(L(T’))$ , を

induce する。
rational function $f(c.)\in \mathbb{C}(c)(f\neq 0)$ が $I$) $ositi\uparrow\prime e$, とは $f$ が 2 つの正係数多項式の商
としてあらわされること。

$f_{1},$ $f_{2}\in \mathbb{C}(c)(\subset R)$ が positive ならば

$\tau\rangle(f_{1}f_{2})=\tau’(f_{1})+\tau’(f_{2})$ , (4.1)

$?)( \frac{f_{1}}{f_{2}})=\tau’(f_{1})-r’(f_{2})$ , (4.2)

$v(f_{1}+f_{2})=\iota \mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}(\uparrow)(f_{1}),$ $v(f_{2}))$ . (4.3)

が成り立つ。 これを、 したものが次 :

Definition 4.1 ([1]). 2 つの $\mathrm{a}1\mathrm{g}\mathrm{t}^{\iota}.1,\mathrm{r}i1\mathrm{i}\mathrm{t}:|,()1^{\cdot}\mathrm{i}$ の間の $\mathrm{r}‘.\iota \mathrm{t},\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}$ lllO\Gamma l)[[i.b.lll $f$ : $Tarrow T’$ 力\mbox{\boldmath $\tau$}

positive とは、 次がみたされること、

(i) 任意の $\mathrm{c}\mathrm{o}$-cbaractcr $\lambda^{\vee}$ : $\mathbb{C}^{\mathrm{x}}arrow T$ について \lambda ゝの $\mathrm{i}111\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{t}^{1}$, が ( $1\mathrm{o}\ln(f)$ に入る O

(ii) 任意の ($j\mathrm{o}$-character $\lambda^{\vee}$ : $\mathbb{C}^{\mathrm{x}}arrow T$ と (壬意の ( $\circ$石 ll.act,er $/\iota$ : $T’arrow \mathbb{C}^{\mathrm{x}}$ につ $v$ )て

$/\mathit{4}\circ f\circ$ \lambda ゞが positivc rational function である $\text{。}$

$\mathcal{T}_{+}$ を object が algebraic torus, arrow が $1$ ) $o\mathrm{s}.\mathrm{i}\mathrm{t},\mathrm{i}\backslash \prime \mathrm{t}!$ rational morpbism である category
とすると、次の filnctor を得る :

$\mathcal{U}D$ : $\mathcal{T}_{+}$ $arrow$ $6\mathrm{e}\mathrm{t}$

$T$ $\vdasharrow$ $X_{*}(T)$

$(f : Tarrow T’)$ $\mapsto\rangle$ $((1\mathrm{t}:\mathrm{g}(f) : X.(T)arrow X_{*}(T’)))$

Definition 42([1]). ,
$\chi=(X, \gamma, \{‘’\}_{i\in l}i)$ を $\mathrm{g}(^{\backslash }.()1[](^{1}\mathrm{t}.\mathrm{r}\mathrm{i}(:1)1^{\cdot}‘!$-cryst. $\dot{‘}\iota 1$ とし、 $T$ を alge-

braic torus $\theta$ : $Tarrow X$ を $1$ ) $\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}|_{l}\mathrm{i}\mathrm{t}$ ) $11\mathrm{a}1\mathrm{i}\iota \mathrm{b}.\mathrm{t}$) $111()\mathrm{r}])1_{1}\mathrm{i}.\backslash \cdot 111$ とする $\text{。}$

$\theta$ が $\chi$ 上の positive structure
とは、次をみたすこと :
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(i) the rational morphism $\gamma\circ\theta\ovalbox{\tt\small REJECT} T’arrow T$ は positive.
(ii) 任意の $i\mathrm{C}I$ (こ対して rational morpbism $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i,\mathit{0}}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathbb{C}^{8}\mathrm{x}T’arrow T’$

$c_{i,\theta}((j, t):=\theta^{-1}\circ e_{i}^{t}$
.

$0\theta(t)$

は positive.

functor $\mathcal{U}D$ を positive $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{011}\mathrm{a}1\mathrm{n}1()\mathrm{r}1^{1_{1}\mathrm{i}\backslash \mathrm{I}11e_{i,\theta}}).\cdot$. : $\mathbb{C}^{\mathrm{x}}\cross T’arrow T’$ と $\gamma\circ\theta$ : $T’arrow T$ に
適用してみると

$\tilde{e}_{i}$ $:=\mathcal{U}D(e_{i,\theta},)$ : $\mathbb{Z}\cross X_{*}(T)arrow\grave{-}’*(T)$

$\tilde{\gamma}$ $:=\mathcal{U}D(\gamma 0\theta)$ : $X_{*}(T’)arrow X_{*}(T)$ .

を得る。
geometric pre-crystal $\chi=(X, \gamma, \{e_{i}.\}_{i\in l})$ 上 (こ与えられた positive structure $\theta$ : $T’arrow$

$X$ (こ対して triplet ( $\grave{\lrcorner}*(T’),\tilde{\gamma}$ , {� i} $i\in l$ ) は $1$ ) $\mathrm{r}\mathrm{c}$-crystal structurc (scc[1, 2.2]) を持っこ
とが知られている。次が成り立つ :

Theorem 43. geometric crystal $\chi=(X, \gamma, \{e_{i}\}_{i\in l})$ と positive structure $\theta$ : $T’arrow X$

[こついて pre-crystal $\mathcal{U}D_{\theta’\Gamma’},(\chi)=(X_{*}(T’),\tilde{\gamma}, \{\tilde{c^{\mathrm{J}}}_{i}\}_{i\in l})$ は free $\mathrm{I}\mathrm{t}^{\gamma}- c_{J}n/stal$ (see [1, $\mathit{2}.\mathit{2}J$)
である。

この functor $\mathcal{U}D$ を “$\iota\iota ltr.\mathrm{r}l-\iota li_{9Cj}.r\cdot itizati\circ\uparrow\iota$” と呼ぶ。 これは [1] [こおいて “tropicaliza-
tion” とよばれていたものである。ここでは、“ $\mathrm{t}_{\Gamma \mathrm{t})}1$) $\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}1\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{011}$

” は [1] における inverse
tropicalization を意味するものとする。詳しく言うと、object $B$ in $6e\mathrm{t}$ に対して crystal
として $\mathcal{U}D(T)\cong B$ となる object $T\mathrm{i}_{11}\mathcal{T}_{+}$ が存在するとき $T$ を $B$ の tropicalization と
いう。

ここで geomctric crystal $B_{u}^{-}$, 上に、ある positive $.\mathrm{s}.\mathfrak{l}.\mathrm{r}\iota \mathrm{l}\mathrm{C}^{\cdot}1\iota \mathrm{t}11\Gamma \mathrm{C}$ . を入れ $(I=I(\mathrm{s}\iota’),$ $\mathrm{a}\mathrm{l}\iota \mathrm{c}\mathrm{l}w\in$

$W^{J_{\mathrm{A}}})$ それがある Kasbiwara’s crystal の (Langlands dual) の tropicalization であるこ
とを見てみよう。
まず、 crystal $B_{i}$ について復習する : $i\in I$ |こ対して, $B_{i}$ は次で定義される (see $e.g.[6]$ )

$B_{i}:=\{(:\iota.\cdot)_{i}|:r, \in \mathbb{Z}\}$ ,
$\tilde{e}:(x):=(x+1)\dot{.},\tilde{f}.\cdot(\mathrm{J}:):=(x-1)_{i},\tilde{e}_{j}(x)_{i}=\tilde{f}_{j}(x)_{i}=0(i\neq j)$

$\tau\iota\prime t(x)_{i}=x\alpha_{i},$ $\epsilon_{i}(x)_{i}=-.\cdot\iota,\cdot,$ $\varphi_{i}(\mathrm{J}:)_{i}=:l\cdot,$ $\epsilon_{j}(:|:)_{i}=\varphi_{j}(gj)_{i}=-\infty(i\neq j)$ .

さて $w=s_{i_{1}}s_{i_{2}}\cdots s_{i_{k}}\in \mathrm{I}\mathrm{f}’$. と $\mathrm{i}=(i_{1}, i_{2}., \cdots, i_{k}.)\in R(\tau n)$ [こ対して morphism $\theta_{\mathrm{i}}$ :
$(\mathbb{C}^{\mathrm{x}})^{k}arrow B_{w}^{-}$ を

$\theta_{\mathrm{i}}(c_{1}, c_{2}., \cdots, ‘.k.):=!/i_{1}(‘.\frac{1}{1}.)‘\nu_{\mathrm{i}_{1}}^{\vee}(‘.1)\cdots!/i_{\mathrm{A}}.(\frac{1}{c_{k}}..)\alpha_{i_{k}}^{\vee}.(‘..k.)$ (4.4)

で定義する。次の結果は reductive case については Jl, Tbeorem 2.11] で与えられてい
る。 ここでは Kac-Moody case も含む。
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Proposition 44. (i) 任意の $\mathrm{i}\in R(\uparrow v)(\uparrow l)\in \mathrm{I}\mathrm{I}^{\gamma})$ と rnorphism $\theta_{\mathrm{i}}$ は geometric crystal
$B_{w}^{-}$ 上 $\text{の}$ positive structure.

(ii) Geometric crystal $B_{w}^{-}$ は $po_{\mathrm{c}}9iti\mathrm{t}$) $e.\mathrm{s}tr\cdot\iota\iota ct\iota\iota re\theta_{\mathrm{i}}(c_{1}., c_{\mathit{2}}., \cdots, c_{k})$ (こ関して crystal $B_{i_{1}}\otimes$

$B_{i_{2}}\otimes\cdots\otimes B_{i_{k}}$ の Langlan$‘ ls$ ‘lnal の $tr\cdot opi\prime jalizatior\iota$ .

Pro$()$ f. $\theta_{\mathrm{i}}$ が birational は明らかで、 また、 $\mathrm{r}\dot{‘}\iota \mathrm{t},\mathrm{i}_{11\dot{\mathrm{e}}\mathrm{t}}1111()\mathrm{r}1)1_{1}\mathrm{i}_{\mathrm{b}1\mathrm{I}1}\iota.\gamma$ : $B_{u}^{-},$ $arrow T$

$\gamma(y_{i_{1}}(\frac{1}{c,1})\alpha_{i_{1}}^{\vee}(c_{1})\cdots y_{i_{k}}.(\frac{1}{c_{-\cdot k}}.)c\mathrm{u}_{i_{k}}^{\vee}.(c_{k}.))=\alpha_{i_{1}}^{\vee}(c_{1},)\cdots\alpha_{i_{k}}^{\vee}(c_{k}.)$ ,

について $\gamma 0\theta_{\mathrm{i}}$ が positive も自明。 $e_{i,\theta_{\mathrm{i}}}$ : $\mathbb{C}^{\mathrm{x}}\cross T’arrow T$’が positive をいうために $e_{i}^{c}$ の

$\mathrm{Y}_{w}(c_{1}, \cdots, c_{k})$ 上への具体的な作用をみると

$e_{i}^{c}( \mathrm{Y}_{w}(c_{1}, \cdots, c_{k}))=x_{i}(\frac{c-1}{\varphi i(1_{1I}’,((.1,\mathrm{r}.k))}.,$$\cdots..)(1_{\acute{w}}(‘:_{1}, \cdots, c_{k}..)))=:1_{\iota\iota}’,(\prime \mathrm{C}_{1}, \cdots,\mathrm{C}_{k})$ ,

ここで

$\mathrm{C}_{j}:=c_{j}\cdot.$

“
$‘. \cdot\frac{\sum_{1\leq m\leq j,=1}.\frac{}{\mathrm{C}_{1}\cdots i_{m-1}C_{m}a_{i_{1}.i}a_{i_{m-1}}.i}+\sum_{j<n\iota\leq k,i_{m}=\mathrm{i}}\frac{1}{c_{1}^{a_{i_{1}}}\cdots c_{\pi\iota-1}^{a_{i_{m-1}}.i}c_{m}}}{\sum_{1\leq m<j,i_{m}=i}\frac{(j}{\mathrm{C}_{1}\cdots i_{m-1}C,l}+\sum_{j\leq rn\leq k,i_{m}=i}\frac{1}{c_{1}^{a_{i_{1}.i}}\cdots c_{m-1}^{a_{i_{m-1}}.i}c_{m}}},\cdot,..’.\cdot$. (4.5)

を得る。 これより、 $e_{i,\theta_{1}}$ は positive. (i) tまいえた。

(ii) 次に� $c.\cdot$ の $B_{i_{1}}\otimes\cdots\otimes B_{i_{k}}$. への作用をみると : $b_{\mathrm{i}}=(b_{1})_{i_{1}}\otimes\cdots\otimes(b_{k})_{i_{k}}(\mathrm{i}=$

$(i_{1}, \cdots, i_{k}),$ $b_{j}\in \mathbb{Z})$ [こ対して

� ri.(l’i) $=(/f_{1})_{i_{1}}\otimes\cdots\otimes(/f_{k}.)_{i_{k}}.$ ,

$\text{て^{}\backslash }\backslash$

$\beta_{j}=b_{j}+\max$ ( $1 \leq\cdot n\leq j\mathrm{n}1\mathrm{a}\mathrm{x}i_{n\iota}=i’(c-l_{J_{n}},-\sum_{l<\cdot\iota\iota}l_{\mathrm{J}}\iota a_{i,i_{l}})$

,
$j<,\cdot,\iota\leq k111\mathrm{a}\mathrm{x}i_{n}=\mathrm{i}.,$

$(-l_{\mathrm{J}_{1n}}- \sum_{\prime l<\cdot\iota}l_{\mathrm{J}_{l}}a_{i,i_{l}})$)$\backslash$

$- \max$ ( $1 \leq\dot{.}m<j\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}m=i’(c-b_{m}-\sum_{l<m}b_{l}a_{i,i_{l}})$

,
$j \leq,n,‘\iota\leq k1111\lambda’i_{1}=i..(-b_{m}-\sum_{l<m}b_{l}a_{i,i_{l}})$ ) (4.6)

ここで. (4.5) と (4.6) は $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}1$) $\mathrm{i}\mathrm{c}.\mathrm{a}1\mathrm{i}^{r}\ell i1\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{I}1/\iota\iota 1\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}$ -discritzation operations で対応して $4\backslash$
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ることがわかる

llltra-‘liH(.l $\cdot$ itizati $()$ [l

$\mathrm{C}_{j}-/f_{j}$
tropicalization

$r_{j}$. $b_{j}$

$x\cdot y$ $.\cdot l.\cdot+y$

$\frac{x}{/1}$ $\iota:-y$

$x+y$ lllax(x, $y$ )
$a_{i,j}$ $a_{j,i}$

Langlaods dual

(ii) も $\mathrm{O}\mathrm{K}$ . $\square$

(4.5), (4.6) と同様の公式は $[2, 52]$ で与えられている。

次は Proposition 4.4 と Lemma 23 からの自明な帰結であり crystal の立場からの証
明については $[6],[13]$ を参照。

Corollary 45. crystal $B_{i_{1}}\otimes\cdots$ \otimes Bi、上で果, $‘.2\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ }こ対して次が成り立つ :

� $ic_{1}$ $\tilde{e}_{j}^{c_{\mathit{2}}}=\tilde{e}_{j}^{c_{2}}\tilde{e}_{i}^{c_{1}}$ if $\langle\alpha_{\mathrm{i}}^{\vee}, \alpha_{j}.\rangle=0$ ,
$\tilde{e}_{i}^{c_{1}}\tilde{e}_{j}^{c_{1}+c_{2}}\tilde{e}_{i}^{c_{2}}=\tilde{e}_{j}^{c_{2}}\tilde{e}_{i}^{c_{1}+c_{2}}\tilde{e}_{j}^{c_{1}}$ if $\langle\alpha_{i}^{\vee}, \alpha_{j}\rangle=\langle\alpha_{j}^{\vee}, \alpha_{i}\rangle=-1$ ,
$\tilde{e}_{i}^{c_{1}}\tilde{e}_{j}^{2c_{1}+c_{2}}\tilde{e}_{\dot{l}}^{\mathrm{c}_{1}+c_{2}}\tilde{e}_{j}^{c_{2}}=\tilde{e}_{j^{2}}^{c}\tilde{e}_{i}^{c_{1}+c_{2}}\tilde{e}_{j}^{2c_{1}+c_{2}}.\tilde{e}_{i}^{c_{1}}$ if $\langle\alpha_{i}^{\vee}, \alpha_{j}\rangle=-1,$ $\langle\alpha_{j}^{\vee}, \alpha_{i}\rangle=-2$ ,
$\tilde{e}^{c_{1}}\tilde{e}^{2c\iota+c_{2}}\tilde{e}^{3c_{1}+c_{2}}\tilde{e_{l}}^{3c_{1}+2c_{2}}\tilde{e,}^{c_{1}+c_{2_{\tilde{(^{\mathrm{J}}}}}r_{2}}ijiji..j$

=e\tilde \acute Jr|Ze\tilde .71112� j30112$‘:.z\tilde{c_{i}^{c_{1}+.\cdot 2\cdot+r\underline{\cdot|}r_{1}}.}.\cdot,.\cdot‘.-,\tilde{l_{ji}^{\mathrm{J}}.}.‘ 1,\mathrm{J}.\cdot$ if $\langle\alpha_{i}\alpha_{j}\rangle\vee,=-1,$ $\langle \mathrm{r}\nu_{j}\alpha_{i}\rangle\vee,=-3$.

Remark. Example 3.11 で考えた例は上とは異なる positive strticture である。 つま

り、 $c_{i}=a_{1}a_{2}\cdots a_{i}$ とすると

$\tilde{\theta}$ : $(\mathbb{C}^{\mathrm{x}})^{n}$ $arrow$ $B_{l\overline{1}\prime}^{-}$

$(a_{1}, \cdots, a_{1},)$ $-\rangle$
$y_{1}$ (�)( $\mathrm{t}_{1}^{\vee}$ $(c:_{1})\cdots$ y’\iota (�)\mbox{\boldmath $\alpha$},\vee \iota $(c:_{n})$ ,

は positive structure. 実際、 $e_{i}$ の作用 {ま

$e_{i}^{c}(\mathrm{Y}_{\overline{w}}(c_{1}, \cdots, c_{1}..))=1_{\overline{w}}’(c:_{1},$ $\cdots,$ $(:i-1,c:c\cdot i, ci+1, \cdots, c_{n})$ ,

で

$e_{i,\overline{\theta}}(c, (a_{1}, \cdots, a_{1},, a_{n+1}))=(a_{1}, \cdots, ‘\cdot \mathrm{r}\iota_{i}, c:-1a_{i+1}, \cdots, a_{n}, a_{n+1})$ ,

を得る。 $(a_{1}\cdots a_{n+1}=1.)$ . この $1^{)()_{\iota}\mathrm{b}^{\backslash }\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{V}\mathrm{C}\mathrm{b}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{C}:\mathrm{t}\iota\iota \mathrm{r}(}\backslash \tilde{\theta}}.\cdot$

, ?こ関する geornctric crystal $B_{\overline{w}}^{-}$ の

ultra-discritization は次のよう (こなる: $\tilde{B}:=\{(:r_{1},, \cdots, \iota:_{n+1})\in \mathbb{Z}^{n+1}|a:_{1}+\cdots+x_{n+1}=0\}$

とし、 $x:=(x_{1}, \cdots, x_{n+1})\in\tilde{B}$ (こ対して

� ci $(x)=(a,\cdot \mathrm{l}, \cdots, .r_{i}.+r\cdot, \prime x_{i+1}.-r:, \cdots, .\prime r,l\downarrow+1)$ $((i\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$ ,

$\tilde{f_{\acute{i}}}^{:}=$ �ごと定義すると、 $\mathcal{U}D_{\overline{\theta},\mathbb{C}^{\mathrm{v}}}$, $(B_{1\mathit{1}}^{-}-, , \gamma, \{" i\})$ は ( $.\Gamma\}’.\backslash \cdot \mathrm{t},i11\tilde{B}$ の Langlands dual に同型と
なる。 この crystal $\tilde{B}$ は “$\mathrm{s}\mathrm{y}_{111\mathrm{I}\Pi \mathrm{t}!\mathrm{f}_{l}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\uparrow.(.\mathrm{I}1\mathrm{b}^{\backslash }(\mathrm{r}}...$’ 表現” の crystal base のある種の極限とみ
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5 Tropical Braid-type isomorphisms
最後に tropicalization/llltra-discritzation の応用として [14] の braid-type isomor-

phism の新しい証明を与える。そのために” tropical braid-type isornorpbism” を与える。

Proposition 5.1. 次の等式が成り立つ :

(i) Type $A_{2}$ :

$y_{i}( \frac{1}{c_{1}})\alpha_{\dot{l}}^{\vee}(c_{1})l/j(\frac{1}{c_{2}})\alpha_{j}^{\vee}(c_{\vee 2})y_{i}(_{i}\frac{1}{\mathrm{r}_{?}}.)\alpha_{i}^{\vee}(t_{\mathrm{J}}.\cdot\cdot)$ (5.1)

$= \tau/j(\frac{c_{1}}{c_{1}c_{3},+c_{2}}.)\alpha_{j}^{\vee}(\frac{c_{1},c_{3},+c_{2}}{c,|}.)y_{i}(.\frac{1}{c_{1.l}}‘..)\alpha_{i}^{\vee}((:_{1}c_{\mathrm{J}}. )\iota/j(\frac{c_{1}c_{3}+c_{2}}{c_{1}c_{2}},)\alpha_{j}^{\vee}(..\frac{c_{1}c_{2}}{c_{1}c_{3}+c,2})$

(ii) Type $B_{2}$ $(\langle\alpha_{i}^{\vee}, \alpha_{j}\rangle=-2, \langle\alpha_{j}^{\vee}, \alpha_{i}\rangle=-1)$:

$y_{i}( \frac{1}{c_{1}}.)\alpha_{i}^{\vee}(\mathrm{r}\cdot.1)\iota/j(\frac{1}{C_{2}}..)‘\nu_{j}^{\vee}$. $(‘.z)y_{i}(^{\underline{1}},..\cdot, )$ ‘ $\nu_{i}^{\vee}(‘\cdot.\cdot,)\tau/j(\frac{1}{c_{4}}.)‘\nu_{j}^{\vee}(\iota_{4}..)$

$=?/j( \frac{1}{rl_{1}})_{l\nu_{j}(l_{\mathrm{l}})y_{i}(\frac{1}{rl_{2}})cv_{i}^{\vee}(l_{2})\cdot\iota}^{\vee}"/j(\frac{1}{\mathrm{r}l_{3}})c\nu_{j}^{\vee}((l_{3})y_{i}(\frac{1}{d_{4}})‘ \mathrm{v}_{i}^{\vee}(d_{4})$ ,

ここで $\mathrm{r}l_{1}=\iota_{4}.+\frac{1}{\mathrm{c}_{2}}.(t.\cdot 3+‘.$」$\iota_{1}.\cdot\cdot)^{2}$ , $\ell l_{2}=c_{1}c_{4}+c_{3}+\frac{c,c^{2},s}{c,2}$ , (5.2)

$d_{3}=.. \frac{1}{\frac{1}{r_{2}}+-\frac{1}{\mathrm{c}\cdot 4},\mathrm{c}_{2}^{\mathrm{T}}(\cdot \mathrm{a}+\hat{.})1}‘.$

“

$..,$
, $\mathrm{r}l_{4}=\frac{1}{\Delta c,c_{32}+\frac{r}{c}\mathrm{A}+\frac{1}{r,1}}..\cdot$ (5.3)

(iii) Type $G_{2}$ $(\langle\alpha_{i}^{\vee}, \alpha_{j}\rangle=-3, \langle\alpha_{j}^{\vee}, \alpha_{i}\rangle=-1)$ :

$\tau_{i}/(\frac{1}{c_{1}})\alpha_{i}^{\vee}(c_{1})\iota/j(\frac{1}{c_{2}})‘\nu_{j}^{\vee}(c_{2}.)y_{i}(\frac{1}{\mathrm{r}}..\cdot,)_{C1_{i}^{\vee}}(_{C.\}}..)\iota/j(‘\frac{1}{1}..)‘ \mathrm{v}_{j}^{\vee}(‘.\cdot.\downarrow)y_{i}(‘\frac{1}{ir_{)}}.)\alpha_{i}^{\vee}(c_{5},)\iota/j(\frac{1}{c_{6}}.)\alpha_{j}^{\vee}(c_{6},)$

$= \uparrow/j(\frac{1}{d_{1}})\alpha_{j}^{\vee}(‘ l_{1})\uparrow/i(\frac{1}{\mathrm{r}l_{2}}.)\alpha_{i}^{\vee}(\mathrm{r}l_{2})\tau/j(\frac{1}{\iota l.\}}.)$ ‘ $\nu_{j}^{\vee}$. $( \mathrm{r}l:\})y_{i}(\frac{1}{rl_{1}}.)‘ \mathrm{v}_{i}^{\vee}(\iota l_{1}.)\tau/j(\frac{1}{\mathrm{r}l_{5}\backslash })\alpha_{j}^{\vee}$. $(‘ l.r,)y_{i}(‘ \frac{1}{l_{6}})\alpha^{\vee}$. $.\cdot((l_{\mathrm{f}},)$ ,

(5.4)

ここで、

$d_{1}= \frac{1}{c_{2}^{2}}(c_{3},+\frac{c_{2}}{c_{1}})^{3}+\frac{1}{c_{1}}..(‘.\cdot.r_{)}+\frac{\prime\cdot 1}{\mathrm{r}\cdot.1}..)^{3}+\frac{9\sim 1}{c_{2}}‘.\cdot.+‘.\frac{3_{l..\downarrow}}{1.1}‘...+\frac{3\mathrm{r}_{5}}{\mathrm{f}.1}.\cdot.+\frac{3c_{2^{C,}5}}{c,2}...+t_{\mathrm{f})}.\cdot$, (5.5)

$d_{2}= \frac{c,1}{c_{4}}(c_{5}+\frac{c_{1}\ell}{c_{3}}.).\cdot\}+\frac{r\cdot 1\mathrm{r}j\cdot \mathrm{I}}{C_{\dot{2}}^{3}}.\cdot.(\mathrm{r}\cdot.\cdot|+\frac{r_{2}}{C1}.\cdot)^{:\}}+\frac{3\iota\cdot|r\cdot.|(_{\backslash }r}{C\prime 2}.\cdot.,$ $+ \frac{\underline{9}_{(.(}1\cdot 4}{c_{2}}..\cdot+\frac{2\mathrm{r}\cdot|}{(j3}.+(j1c_{6},+2c_{5}$ ,

(5.6)

$d_{5}=. \cdot‘.\cdot.\frac{1}{\frac{1}{r_{6}}(\frac{1}{c_{4}}(c,+\lrcorner r_{3})^{2}+\lrcorner+\frac{1}{(1})\underline{|}.1-1\cdot 1++\frac\dot{\Delta}++\frac{\mathrm{I}c}{1}\underline{\mathfrak{i}}_{1^{\mathrm{f}}\dot{A}}\cdot \mathrm{L}\frac{}{1\cdot \mathrm{J}}+\frac{2}{2}l}$

“

$.\cdot.\cdot.\cdot.$ “ $.\cdot.\cdot$

“
$..\cdot,\cdot‘..‘..‘..‘.\cdot.\cdot,‘..‘..\cdot$

’ (5.7)

$d_{6}= \frac{1}{\frac{1}{c_{1}}+cA+\frac{1}{r,4}(c_{2}r_{3}\Delta c_{5}+c)^{2}+\frac{r}{}l\mathrm{s}}..‘..$
’

( $l_{:\}}=.‘. \frac{\iota_{21^{(}1)}}{l_{1}l_{5}}‘..‘.\cdot$

.
$,$

$\iota l_{1}.=.\frac{C1C,\mathrm{B}\backslash 5}{\mathrm{r}l_{2^{(}}l_{6}}.‘$

.
(5.8)
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Proof. $= \frac{\vec}{\beta}\mathrm{i}\mathrm{E}\mathrm{B}fl|=\#\mathrm{J}$

、

$\mathrm{A}-\# 1^{\iota_{\supset}^{-}}\mathrm{M}$ \gamma \sim -’、R $\sigma$) $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{l}_{7}^{7}\overline{\epsilon_{\backslash }}\mathrm{R}\epsilon$ ffl $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ) $\xi)_{\circ}$

$\square$

Lemma 52. (i) $T\iota/pe$ A2 :

$yi(a)\iota/j(b)=?/‘ \mathrm{z}_{i}+\alpha_{j}$ (ab) $?/j(b)y_{i}(a)$ . (5.9)

(ii) Type $B_{2}$ $(\langle\alpha_{i}^{\vee}, \alpha_{j}\rangle=-2, \langle \mathrm{r}\nu_{j}^{\vee}, \alpha_{i}\rangle=-1)$ :

$\uparrow/i(a)\uparrow/j(b)=\tau/2a_{i}+a_{j}(a^{2}b)_{1}./a_{i}+a_{j}$ (ab) $\iota/j(b)y_{i}(a)$ , (5.10)
$y_{i}(a)$ y。$i$ +。$j$

$(b)$ =y2。i +。, $(2ab)$ y。$i+a_{j}$
$(b)\iota/i(a)$ . (5.11)

(iii) フリ$pe$ $G_{2}$ $(\langle\alpha_{\check{i}}, \alpha j\rangle=-3, \langle\alpha_{\check{j}}, \alpha_{i}\rangle=-1)$ :

$l/i(a)r/j(b)=/\iota_{3\text{。_{}i}+2\text{。_{}j}}(a^{3}.lr^{2})\iota J.\cdot,\iota\iota_{1}+‘ \mathrm{r}_{J}(\mathrm{r}\iota^{\tau}.l’)!/\mathit{2}‘\iota_{\iota}+‘\iota_{J}(‘\iota^{2}l))’/l_{r\mathrm{r}_{i}+\iota_{j}}$

‘ (ab)\iota /j $(b)_{l/i}(a)$ , (5.12)
$y_{\alpha:\dagger\alpha_{j}}(a)\iota/2\alpha_{i}+\alpha_{j}$ (b)=y3。i+2rbj $(3\mathrm{r}\iota b)$ y2。i+(kj(b)y。i+aj(a), (5.13)
$\uparrow/j(a)_{l/3\text{。_{}i}+a_{\mathrm{j}}}(l_{l})=\uparrow/.\cdot 1\text{。_{}i}+2a_{j}$ (-ab) $y:\}_{\mathrm{t}_{i}}‘+‘\iota,$

$(lr)\uparrow/j(c\iota)$ . (5.14)

Proposition 5.1 により各 $\mathrm{r}l_{j}$ は $c_{j}$. たちの positive rational funcfion であることがわ
かる。すると、

$(c_{1}, c_{2}., \cdots)\mapsto y_{j}(\frac{1}{rl_{1}})\mathfrak{a}_{j}^{\vee}’(\iota l_{1})y_{i}(‘\frac{1}{l_{2}})\alpha_{i}^{\vee}(d_{2})\cdots$

は $B_{w0}^{-}$ 上の positive $\mathrm{s}\mathrm{t},\mathrm{r}\iota\iota \mathrm{c}\mathrm{t}\iota\iota \mathrm{r}\mathrm{t}^{1}.\mathrm{b}$
. を与えていることがわかる ( $m_{0}$ は $A_{2},$ $B_{2},$ $G_{2}$ の Weyl

group の longest elcment). すると この $1$ ) $()^{\iota_{\grave{|}\mathrm{i}\mathrm{t}.\mathrm{i}\backslash \mathrm{t}^{1}}}.’$. strucutre の ultra-discritizationがい
わゆる $1$ ) $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{l}- \mathrm{t},\mathrm{y}\mathrm{l}$ ) $\mathrm{c}$ isomorpbism $([1\sim 1])$ を与える :
Proposition 53([14]). (i) If $\langle\alpha_{i}^{\vee}, \alpha_{j}\rangle=\langle\alpha_{j}^{\vee}, \alpha_{i}\rangle=0$,

$r\beta_{ij}^{(0)}$ : $B_{i}\otimes I\mathit{3}_{i^{arrow}}^{\sim}B_{j}\otimes B_{i}$

$(:\iota:)_{i}\otimes(!/)_{j}-r(y)_{j}\otimes(\prime si)_{i}$ .

(ii) If $(\alpha_{i}^{\vee},$ $\alpha_{j}\rangle=\langle \mathrm{r}\nu_{j}^{\vee}, c\nu_{i}\rangle=-1$ ,

$\phi_{ij}^{(1)}$ : $B_{i}\otimes B_{j}\otimes B_{i}arrow B_{j}\sim\otimes B_{i}\otimes B_{j}$ ,

$(z_{1})_{i}\otimes(z_{2})_{j}\otimes(z_{3})_{i}\mapsto*(\mathrm{I}1\iota \mathrm{a}\mathrm{x}(z.\cdot,, z_{2}-z_{1}))_{j}\otimes(z_{1}+z:\})_{i}\otimes(-111\mathrm{a}\mathrm{x}(-z_{1}, z_{3}-z_{2}))_{j}$ ,
(5.15)

(iii) If $\langle\alpha_{i}^{\vee}, \alpha j\rangle=-1,$ $\langle\alpha_{j}^{\vee}, \mathrm{r}\mathrm{v}_{i}\rangle=-2$ ,

$\phi_{ij}^{(2)}$

.
: $B_{i}\otimes B_{j}\otimes B_{i}\otimes B_{j^{arrow}}^{\sim}Bj\otimes B_{i}\otimes B_{j}\otimes B_{i}.$

’

$(z_{1})_{i}\otimes(z_{2})_{j}\otimes(z_{3})_{i}\otimes(z_{4})_{j}\vdasharrow(Z_{1})_{j}\otimes(Z_{2})_{i}\otimes(Z_{l}.\cdot)_{j}\otimes(z_{4})_{i}$

$\{$

$Z_{1}=111i\iota \mathrm{x}(z_{1}., z_{2}-\underline{9}\approx_{1,:\}}\underline{9}z-z_{2})$

$Z_{2}=1\mathrm{t}1\mathrm{a}\mathrm{x}(z_{1}+\approx\cdot 1, \approx:\}, \approx 1-\approx\underline{\cdot,}+2\approx:\})$

$Z_{1}.\cdot=-\mathrm{I}11i1\mathrm{X}(-z_{2},$ $-\approx_{1}.-\underline{.)}_{Z_{1},-\underline{9}_{Z_{2}+2z-z_{4})}}:\}$

$Z_{4}=-\mathrm{I}11\mathrm{a}\mathrm{x}(-z_{3}.+z_{1}., -z_{1,\sim:\}}’-z_{2})$

(5.16)
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(iv) If $\langle\alpha_{i}^{\vee}, \alpha_{j}\rangle=-1,$ $\langle\alpha_{j}^{\vee}, \alpha_{i}\rangle=-3$,

$\phi_{ij}^{(3)}$ : $B_{i}\otimes B_{j}\otimes B_{i}\otimes B_{j}\otimes B_{i}\otimes B_{j^{-}}^{\sim}l?_{j}.\otimes I\mathit{3}_{i}\otimes B_{j}\otimes B_{i}\otimes B_{j}\otimes B_{i}$

$(z_{1})_{i}\otimes(z_{2})_{j}\otimes(z_{3})_{i}\otimes(z_{4})_{j}\otimes(z_{5})_{i}\otimes(z_{6})_{j}$

$\mapsto(Z_{1})_{j}\otimes(Z_{\mathit{2}})_{i}\otimes(\mathrm{z}_{:1})_{j}\otimes(Z_{1}.)_{i}\otimes(z_{r_{1}})_{j}\backslash \otimes(Z_{\mathrm{f}},)_{i}$ ,

$\{\begin{array}{l}Z_{1}=\max(z_{6},3z_{5}-z_{4},-3z_{3}.+2z_{4},-2z_{2}+3z_{\mathrm{J}}.,-3z_{1}+z_{2})Z_{2}=\max(z_{1}+z_{6},z_{\mathrm{l}}-z_{4}+3z_{5},z_{1}-3z_{3}.+2z_{4},z_{\mathrm{l}}-2z_{2}+3z_{3},-z_{1}+z_{3})Z_{3}=z_{2}+z_{4}+z_{6}-Z_{\mathrm{l}}-Z_{5}\backslash Z_{4}=z_{1}+z_{3}+z_{5}-Z_{2}.-Z_{6}Z_{5}=-1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}(-z_{4}+z_{6},-3z_{l}.+6z_{5}-z_{()}.,-6z_{l}..+3z_{4}-z_{6}-3z_{2}+3z_{l}..-z_{(_{|}}\cdot,-3z_{1}-z_{6})Z_{6}=-\max(-z_{1},-z_{2}+z_{\mathrm{y}}.,-z_{1}.+2z_{5},-2z_{\mathrm{I}}..+z_{4},-z_{5}.+z_{\mathrm{f}},)\end{array}$ (5.17)

$\phi_{ij}^{(k)}(k=0,1,2,3)$ を braid-type $i.9O\mathit{7}\mathfrak{l}\iota or.l$ )$ll’i.9rn$ と \downarrow 手ぶ o

Proo$f$. さて. (5.1) Iこおいて $‘.[perp]‘..$」
$‘.j_{1}\pm \mathrm{f}\cdot\cdot,$

$,$

$c:_{1}c \cdot.\cdot,,.\frac{}{r_{1}\mathrm{r}}‘..[perp]_{-}.\cdot,‘\mp_{2}\cdot‘$. の ultra-discritizatiolls tま

$(_{c_{1}}^{cc}\lrcorner\mapsto+\mathbb{C})$ $=$ $\max(\uparrow)(c_{1}.)+\uparrow)(c.\cdot.\cdot,),$ $\iota’(\mathrm{r}_{2}..))-?’((:_{1})=111\mathrm{a}\mathrm{x}(\tau)(Ci_{3}), v(c_{2},)-?’(c_{1}))$ ,
$(c_{1}c_{3})$ $=$ $\iota’(c_{1})+\iota)(c:_{3})$ ,
$(_{.\prime_{\Phi}[perp]},\underline{c}_{\mathrm{L}^{\mathrm{C}}=_{r\mathrm{n}}})$ $=$ $\uparrow’(c_{1})+\uparrow)(c_{2})-111\mathrm{a}\mathrm{x}(\uparrow)(r:_{1})+\uparrow)(c_{?}..),$ $\uparrow’(‘\cdot.2))=-\max(v(c_{\mathrm{I}}.‘.)-v(c_{2}), -\iota’(c_{1}))$

$\vee\backslash _{c_{1}c\mathrm{a}+c_{2}\prime}$

-

$-\backslash \backslash \cdot$
, . $\backslash -\prime\prime$ . .

で与えられる。 ここで $\text{、}$ .|7((�を $z_{i}$ とすると (5.向を得る。
同様 [こして、 (5.2) and (5.3) Cこおいて ($l_{i}$ の ultra-discrifization を考えると (5.16) を

得る。 Proposition 53(iii) $\}$こおいて $\langle\alpha_{i}^{\vee}, \alpha_{j}\rangle=-1,$ $\langle\alpha_{j}^{\vee}, \alpha_{i}\rangle=-2$ として $\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ る力瓢 これ

は Proposition 5.1(ii) の Langlands dual である。
最後に $G_{2}$-case であるが、 この場合には少し注意が必要である。 (5.17) において例

えば $v(d_{1})$ は

$v(d_{1})$ $=$ $1\mathrm{I}1\mathrm{a}\mathrm{x}(-2z_{2}+3z\cdot,,$$-|3z_{1}+\approx_{2},\cdot 3\approx.r_{1}-z_{1}.,$ $-3z.\cdot,$ $+2z_{1}.,$ $z_{\mathrm{t};}$ , (5.18)
$z_{4}-z_{2},$ $z_{4}-z_{1}-z:$” $z.r_{)}-z_{1},$ $z_{\}}.\cdot+z_{5}.-z_{2}$ ) $(\tau’(c_{j},)=z_{j})$ ,

となるが、 これは (5.17) における $Z_{1}$ とは見かけが異なる。 しかし、 次のことに注意

すれば、実は一致していることがわかる :
$m_{1},$ $\cdots,$

$m_{k}\in \mathbb{R}$ と $t_{1}+\cdots+t_{k}.$. $=1$ をみたす $t_{1},$ $\cdots,$
$t_{k}.\in \mathbb{R}_{\geq \mathrm{t}\}}$ (こ対して

$\max(7’ l_{1},$ $\cdots,$ $\uparrow\}\iota_{k},$ $\sum_{j=1}^{\mathrm{A}}.t_{j^{7\mathfrak{l}l}j)}=111i1\mathrm{X}(’ \mathfrak{l}l_{\mathrm{l}}, \cdots, m_{k})$

実際、 (5.18) において

$z_{4}-z_{2}= \frac{1}{\frac{21}{\mathrm{r})}}A_{1}z_{5}-z_{1}=A_{1}+.\frac{1}{\frac{21}{}}A_{4}.’.\cdot,z_{1}.\cdot-z_{1}.-\approx.?=_{41_{1}+\frac{1}{3}A_{2}+.A_{4}}\frac{1}{\{}\grave,\mathrm{A}+.,.4_{2}+\frac{1}{}t1.’+\frac{1}{\mathrm{r})}.4_{1},Z:’\dagger z_{\mathrm{d}}r-\cdot z_{2}.=.\frac{\frac{1}{21}}{2}A_{1}’+\frac{1}{3}A.\cdot,$

$+ \frac{1}{6}A_{4}$ ,

ここで $A_{1}:=-2z_{2}+3z_{3},$ $A_{2}$ $:=-3\approx_{1}+z_{2}.,$ $A_{:\mathrm{I}}:=3z_{5}-z_{1}.,$ $A_{4}:=-3z_{3}+2z_{4}$ である。

よって、. $Z_{1}=\uparrow$ ) $(d_{1})$ となり、 他のものも同様の考察により得られる。 $\square$
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