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1 序
リーマン多様体が hyperk\"ahlerであるとは、四元数の関係式を満たす複素構造 $I_{1}$ , I2, I3

が存在し、 リーマン計量が $I_{1},$ $I_{2}$ , I3 のそれぞれについてケーラーであるときをいう。
Hyperk\"ahlerの最も基本的な例は $\mathrm{H}^{N}$ である。 このような多様体を構或する方法として
Hitchin, Karlhede, Lindstr\"om, $\mathrm{R}\mathrm{o}\check{\mathrm{c}}\mathrm{e}\mathrm{k}$ Iこよる hyperk\"ahler商が知られている $[5, \S 3.(\mathrm{D})]_{0}$

Bielawski と Dancer は、 四元数の空間のトーラスによる hyperk\"ahler商を考察し、それ
を Toric Hyperk\"ahler 多様体と呼んだ $[1]_{\text{。}}K$ をトーラス $T^{N}$ の部分トーラスとする。

$\mathrm{H}^{N}$ には $K$ が右から対角的に作用する。その作用に対する hyperk\"ahler 運動量写像を
$\mu_{K}$ : HN\rightarrow 架 $\otimes \mathrm{R}^{3}$ で表す。 $\nu\in \mathrm{f}^{*}\otimes \mathrm{R}^{3}$ を $\mu_{K}$ の正則値とし、 $K$ が $\mu_{K}^{-1}(\nu)$ 上に自由
に作用しているとすると、Toric Hyperk\"ahler 多様体 $X(\nu)=\mu_{K}^{-1}(\nu)/K$ が得られる。
$4n$次元の多様体 $X(\nu)$ にはトーラス $T^{n}=T^{N}/K$が自然に作用し、その作用は $X(\nu)$ 上

の hyperk\"ahler構造を保つ。
ここでは、論文 [1] で得られた Toric Hyperk\"ahler 多様体の複素構造に関わるいくつ

かの結果を紹介したい。証明の詳細は [1] に譲る。
まず第 2節で Toric Hyperk\"ahler 多様体の定義を復習する。$p={}^{t}(p_{1},p_{2},p_{3})$ を $\mathrm{R}^{3}$ の単

位ベクトルとすると、 $I_{p}:= \sum_{i=1}^{3}p_{i}I_{i}$ は $X(\nu)$ 上の複素構造を定義する。したがって、 2
次元球面によってパラメトライズされた複素構造の族を得る。第 3節では、これらの複素
構造のうちでコンパクトな複素部分多様体が埋め込まれるようなものを完全に決定する
$($定理 3 $3)_{\text{。}}$ このような複素構造は以下のようにして見つけることができる。 $\iota$ : $\mathrm{f}arrow \mathrm{R}^{N}$

を包含写像とし、 $\{e_{1}, \ldots, e_{N}\}$ を $\mathrm{R}^{N}$ の標準的な基底とする。{ $\iota^{*}e_{j}$化 $\in J$} が架の基底を
なしていると仮定する。ただし $J\subset\{1, \ldots, N\}$ である。 $\nu=\sum_{j\in J}\iota^{*}e_{j}\otimes u_{j},$ $u_{j}\in \mathrm{R}^{3}$ ,
と表すとき、各 $j\in J$ に対して $\mathrm{C}\mathrm{P}^{1}$ が $(X(\nu), I_{u_{\mathrm{j}}/||u_{\mathrm{j}}||})$ に埋め込まれる $($命題$3.4)_{\text{。}}$

Bielawski と Dancer は [2] において、Toric Hyperk\"ahler 多様体がアフイン多様体にな
るための十分条件を求めている [2, Theorem 5.1]。その結果を用いると、上で見つけた
複素構造を除けば. Toric Hyperkiler 多様体はアフイン多様体になることがわかる。
第 4 節では、Toric Hyperk\"ahler 多様体の例を与え、第 3 節で得られた結果をそれらの
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例に適用する。最後の第 5節では複素構造の同値性を論じる。 コンパクトな複素部分
多様体を許容する複素構造がちょうど 2 つだけ存在するときは、 それ例外の複素構造
が互いに同値になることがわかる (定理 52(1))。 しかしながら一般の場合につ $\nu$、ては

わかっていない。

2Toric Hyperk\"ahler 多様体
はじめに Toric Hyperk\"ahler 多様体の定義を復習する。 $\{1, i,j, k\}$ を $\mathrm{H}$ の標準的な基

底とする。的, $k$ を左からかけることによって得られる $\mathrm{H}^{N}$ 上の複素構造を $I,$ $J,$ $K$ に

よって表す。 $\mathrm{H}^{N}$ は、最も基本的な Hyperk\"ahler 多様体である。 $\sqrt{-1}\in \mathrm{C}$ と $i\in \mathrm{H}$ を

同一視し、 $(z, w)\in \mathrm{C}\oplus \mathrm{C}$ と $\xi\in \mathrm{H}$ を $\xi=z+wj$ によって同一視する。 このとき複素
構造 $I,$ $J,$ $K$ は、

$I(z, w)$ $=$ $(\sqrt{-1}z, \sqrt{-1}w)$ ,
$J(z, w)$ $=$ $(-\overline{w},\overline{z})$ ,

$K(z, w)$ $=$ $(-\sqrt{-1}\overline{w}, \sqrt{-1}\overline{z})$

と表される。 ただし、 $z=(z_{1}, \ldots, z_{N}),$ $w=(w_{1}, \ldots, w_{N})\in \mathrm{C}^{N}$ である。 トーラス

$T^{N}=$ { $\alpha=(\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{N})\in \mathrm{C}^{N}||\alpha_{i}|=1$ for each $1\leq i\leq N$}

は、 $\mathrm{H}^{N}$ に右から対角的に作用する。この作用は $\mathrm{H}^{N}$ 上の Hyperk\"ahler 構造を保つ。
$\{e_{1}, \ldots, e_{N}\}$ を $\mathrm{R}^{N}$ の標準的な基底とすると、 この作用に対する Hyperk\"ahler 運動量
写像

$\mu_{T^{N}}=(\mu_{T^{N},1}, \mu_{T^{N},2}, \mu_{T^{N},3})$ : $\mathrm{H}^{N}arrow \mathrm{R}^{N}\otimes \mathrm{R}^{3}$

は、

$\mu_{T^{N},1}(z, w)=\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{N}(|z_{i}|^{2}-|w_{i}|^{2})e_{\dot{l}}$ ,

$( \mu_{T^{N},2}+\sqrt{-1}\mu_{T^{N},3})(z, w)=-\sqrt{-1}\sum_{\dot{\iota}=1}^{N}(z_{i:}w)e$ :

と表すことができる。ただし、 $\mu_{T^{N},1},$ $\mu_{T^{N},2},$ $\mu_{\mathrm{T}^{N},3}$ は、 それぞれ $I,$ $J,$ $K$ に対応する
K\"ahler 運動量写像である。

$K$ を $T^{N}$ の部分トーラスとし、 $\mathrm{f}\subset \mathrm{R}^{N}$ をそのリー環とする。さらに $T^{\mathrm{n}}=T^{N}/K$ と

おく。 このときリー環の完全系列

$0arrow \mathrm{f}arrow^{\iota}\mathrm{R}^{N}arrow^{\pi}\mathrm{R}^{n}arrow 0$
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と、 その dual
$0arrow \mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}^{N}\pi^{*}arrow \mathrm{f}^{*}\iota^{\mathrm{r}}arrow 0$

を得る。ただし、 $\iota$ は包含写像を、 $\pi$ は射影を表している。部分トーラス $K$ の作用に対
する Hyperk\"ahler 運動量写像

$\mu_{K}=(\mu_{K,1}, \mu_{K,2}, \mu_{K,3})$ : $\mathrm{H}^{N}arrow \mathrm{f}^{*}\otimes \mathrm{R}^{3}$

は、
$\mu_{K,i}=\iota^{*}\circ\mu_{T^{N},i}$ , $1\leq i\leq 3$

となる。

Bielawski と Dancer は、 [2, fi3] において Toric Hyperkiler 多様体を以下のように定
義した。

定義 2.1 (Toric Hyperk\"ahler 多様体) $\nu\in \mathrm{f}^{*}\otimes \mathrm{R}^{3}$ を Hyperk\"ahler 運動量写像 $\mu_{K}$ の正

則値とし、さらに $K$ が $\mu_{K}^{-1}(\nu)$ に自由に作用しているとする。このとき Hyperk\"ahler商

$X(\nu)=\mu_{K}^{-1}(\nu)/K$

は $4n$次元の滑らかな Hyperk\"ahler 多様体になり、 これを Toric Hyperk\"ahler 多様体と
呼ぶ。その Hyperk\"ahler構造を ($g;I_{1_{\rangle}}I_{2}$ , I3) で表す。

トーラス $T^{n}$ が $X(\nu)$ に Hyperk\"ahler 構造を保って自然に作用していることに注意
する.

3 主結果
$X(\nu)$ を Toric Hyperk\"ahler 多様体としよう。$p={}^{t}(p_{1},p_{2},p_{3})$ を $\mathrm{R}^{3}$ の単位ベクトルと

すると、

$( \sum_{i=1}^{3}p_{i}I_{i})^{2}=-1$

が成り立つ。 したがって、 2 次元球面によってパラメトライズされた複素構造の族を
得る。複素構造 $\sum_{i=1}^{3}p_{i}I_{i}$ を $I_{p}$ で表す。 この節では、 これらの複素構造のうちでコンパ
クトな複素部分多様体が埋め込まれるようなものを完全に決定する。

$m$ を非負整数とし、

$\Lambda_{m}=$ { $J\subset\{1,$
$\ldots,$ $N\}|\# J=\dim$ span{\iota *ej $|j\in J\}=m$}

とおく。各 $J\in\Lambda_{\dim K-1}$ に対して、架の中の超平面 $\mathcal{H}_{J}$ を $\mathcal{H}_{J}=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{\iota^{*}e_{j}|j\in J\}$ に

よって定義する。
Bielawski と Dancer は、 [2, Theorem 51] #こおいて以下の命題を証明した o
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命題 3.1 $\nu\ovalbox{\tt\small REJECT}(\nu_{1}, \nu_{2}, \nu_{3})$ とおく。各 $J\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\dim K-1}$ に対して、 $\nu_{2}$ と $\nu_{3}$ が同時に $\mathcal{H}_{J}$ 上に

存在することはないものとする。このとき、 $(X(\nu)J,)$ はアフイン多様体 $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A[\ovalbox{\tt\small REJECT}^{K^{\mathrm{C}}}$

に双正則である。 ただし、 $K^{\mathrm{C}}$ は $K$ の複素化であり、 $V$ は方程式

$- \sqrt{-1}\sum_{i=1}^{N}(z_{\dot{\iota}}w_{i})\iota^{*}e_{i}=\nu_{2}+\sqrt{-1}\nu_{3}$

によって定義されている。

$P=(p_{jj})\in SO(3)$ とする。 $P$ の第 $i$ 行、 l\leq i\leq 3、 を $p$: によって表す。 さらに、各
$\lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \lambda_{3})\in \mathrm{f}^{*}\otimes \mathrm{R}^{3}$ に対して、

$P \lambda=(\sum_{j=1}^{3}p_{1j}\lambda_{j}, \sum_{j=1}^{3}p_{2j}\lambda_{j}, \sum_{j=1}^{3}p_{3j}\lambda_{j})$

とおく。 $\nu\in \mathrm{f}^{*}\otimes \mathrm{R}^{3}$ が $\mu_{K}$ の正則値ならば、 $P\nu$ も $\mu_{K}$ の正則値になることに注意する。
架 $\otimes \mathrm{R}^{3}$ の元と複素構造との関係は、以下のように記述される。

定理 32 次の条件を満たす写像 $\Psi$ : $X(\nu)arrow X(P\nu)$ が存在する。

(1). $\Psi$ は $X(\nu)$ から $X(P\nu)$ への isometry である $\text{。}$

(2). 各 $1\leq i\leq 3$ に対して、 $\Psi$ は $(X(\nu), I_{p}.\cdot)$ から $(X(P\nu),I_{i})$ への双正則写像である $\text{。}$

$J\in\Lambda_{\dim K}$ とする。 $\nu$ を

$\nu=\sum_{j\in J}\iota^{*}e_{j}\otimes u_{j}$
, $u_{j}\in \mathrm{R}^{3}$

と表すとき、
$U_{J}=\{\pm u_{j}/||u_{j}|||j\in J\}$

とおく。 [7, Proposition 2.1] により $u_{j}\neq 0_{\text{、}}$ j\in J、 であることに注意する。さらに、

$\mathrm{C}_{\nu}=$ {$p\in S^{2}|(X(\nu),$ $I_{p})$ にはコンパクトな複素部分多様体が埋め込まれる}

とおく。 ただし、 ここでは $S^{2}$ を $\mathrm{R}^{3}$ 内の半径 1 の球と考えている。
主定理は以下である。

定理 3.3 $X(\nu)$ を $\dim_{\mathrm{R}}X(\nu)>0$ の toric hyperk\"ahler多様体とする $\text{。}$
このとき $\text{、}$

$\mathrm{C}_{\nu}=\cup U_{J}J\in\Lambda_{\dim K}$

が成り立つ。
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証明 証明の方針を述べる。
$uj/||uj||\in U_{J}$ とする $\text{。}$ 定理 32 により、 $P\in SO(3)$ が存在して $(X(\nu), I_{u_{j}/||u_{j}||})$ は

$(X(P\nu), I_{1})$ に双正則になる。 したがって、 $(X(P\nu), I_{1})$ にコンパクトな複素部分多様体
が埋め込まれることを示せばよい。

$X(P\nu)$ 上の $T^{n}$ 作用に対する Hyperk\"ahler運動量写像を $\mu_{T^{n}}$ : $X(P\nu)arrow \mathrm{R}^{n}\otimes \mathrm{R}^{3}$ で

表す。このとき、 $\mathrm{R}^{n}$ 内の線分 $\Delta$ が存在して、 $\mu T\text{、}$ -1(\Delta , 0, 0) が $(X(P\nu), I_{1})$ のコンパク

トな複素部分多様体になることが示される。
逆の包含関係は命題 3.1 からわかる。 口

さらに、

命題 3.4 部分多様体財$n$貞 $\triangle$ , 0, 0) は $\mathrm{C}\mathrm{P}^{1}$ に双正則である。

証明 証明の方針を述べる。
$\mu_{T^{n}}^{-1}(\Delta, 0,0)$ が $\mathrm{C}\mathrm{P}^{1}$ に同相であることを示せばよい。 $T^{n}$ の 1 次元部分トーラス $S^{1}$

を適当に定めると、 $\mu_{T^{n}}^{-1}(\Delta, 0,0)$ 上の $S^{1}$ 作用が自然に定義され、 その作用に対する
運動量写像が臨界点をちょうど 2 つ持つモース関数であることが示される。 口

定理 33 から 3 つの系が得られる。

系 35 $X(\nu)$ を $\dim_{\mathrm{R}}X(\nu)>0$ の toric hyperk\"ahler多様体とする。$p\in S^{2}\backslash \mathrm{C}_{\nu}$ ならば、
$(X(\nu), I_{p})$ はアフィン多様体である。

次の命題は命題 3.1 の逆である。 これは、KOnnO[8,COrOllary 6.12] によっても証明され
ている。

系 36 $X(\nu)$ を $\dim_{\mathrm{R}}X(\nu)>0$ の toric hyperk\"ahler多様体とする。 もし $(X(\nu), I_{1})$ が

アフイン多様体ならば、各 $J\in\Lambda_{\dim K-1}$ に対して、 $\nu_{2}$ と $\nu_{3}$ が同時に $\mathcal{H}_{J}$ 上に存在する
ことはない。

系 37 $X(\nu)$ を $4N>\dim_{\mathrm{R}}X(\nu)>0$ の toric hyperk\"ahler多様体とする。 このとき $\mathrm{C}_{\nu}$

の元の個数は偶数であり、不等式

$1 \leq\frac{\#\mathrm{C}_{\nu}}{2}\leq\#\{\mathcal{H}_{J}|J\in\Lambda_{\dim K-1}\}$

が成り立つ。
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4 例

この節では、Toric Hyperk\"ahler 多様体の例を与える。

例 4.1 最初の例は $N=n+1$ の場合である。次の条件を満たす線型写像を $\pi$ : $\mathrm{R}^{n+1}arrow$

$\mathrm{R}^{n}$ とする。

(i). $\{\pi(e_{i})|i=1, \ldots, n\}$ は $\mathrm{R}^{n}$ の基底をなす.

(ii). $\pi(e_{n+1})=-\pi(e_{1})-\cdots-\pi(e_{n})$ .

リー環 $\mathrm{f}$ は $e_{1}+\cdots+e_{n+1}$ によって生或され、 $\iota^{*}e_{1}=\cdots=\iota^{*}e_{n+1}$ が成り立つ。 さらに

運動量写像は、

$\mu_{K,1}(z, w)=\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{n+1}(|z_{i}|^{2}-|w_{i}|^{2})\iota^{*}e_{1}$ ,

$( \mu_{K,2}+\sqrt{-1}\mu_{K,3})(z, w)=-\sqrt{-1}\sum_{i=1}^{n+1}(z_{i}w_{i})\iota^{*}e_{1}$

となる。 $\nu$ を架 $\otimes \mathrm{R}^{3}$ の 0 でない元とする。 [7, Proposition 2.1] により $\nu$ は $\mu_{K}$ の正則値
になる。 さらに [7, Proposition 24] から、 $\mu_{K}^{-1}(\nu)$ 上に $K$ は自由に作用していること
がわかる。 $\nu=\iota^{*}e_{1}\otimes u_{\text{、}}$ u\neq 0\in R3、 と表すと定理 33 から

$\mathrm{C}_{\nu}=\{\pm u/||u||\}$

となる。 $(X(\nu), I_{\pm u/||u||})$ は $T^{*}\mathrm{C}\mathrm{P}^{n}$ に双正則である。

例 42 次に $n=1$ の場合を考える。次の条件を満たす線型写像を $\pi$ : $\mathrm{R}^{N}arrow \mathrm{R}$ とする。

(i). $\pi(e_{N})\neq 0$ .

(ii). $\pi(e_{1})=\cdots=\pi(e_{N-1})=-\pi(e_{N})$ .

リー環 $\mathrm{f}$ は $e_{1}+e_{N},$ $\ldots,$ $e_{N-1}+e_{N}$ }こよって生或され、 $\iota^{*}e_{N}=\sum_{i=1}^{N-1}\iota^{*}e_{i}$ が成り立つ。
さらに運動量写像は、

$\mu_{K,1}(z, w)=\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{N-1}(|z_{i}|^{2}-|w_{i}|^{2}+|z_{N}|^{2}-|w_{N}|^{2})\iota^{*}e:$ ,

$( \mu_{K,2}+\sqrt{-1}\mu_{K,3})(z, w)=-\sqrt{-1}\sum_{i=1}^{N-1}(z:w_{i}+z_{N}w_{N})\iota^{*}e_{1}$.
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となる。 $\nu\in \mathrm{f}^{*}\otimes \mathrm{R}^{3}$ を

$\nu=\sum_{i=1}^{N-1}\iota^{*}e_{i}\otimes u_{i}$ , $u_{i}\in \mathrm{R}^{3}$

と表し、各 $1\leq i\leq N-1$ に対して ui\neq 0、 さらに各 $1\leq i\neq j\leq N-1$ に対して
$u_{i}\neq u_{j}$ を仮定する。 このとき、 [7, Proposition 21] から $\nu$ は $\mu_{K}$ の正則値になり、 ま
た [7, Proposition 24] から、 $\mu_{K}^{-1}(\nu)$ 上に $K$ が自由に作用していることがわかる。定
理 33 から、

$\mathrm{C}_{\nu}$ $=$ $\{\pm u_{i}/||u_{i}|||1\leq i\leq N-1\}\cup\{(u_{i}-u_{j})/||u_{\dot{l}}-uj|||1\leq i\neq j\leq N-1\}$

となる。
ここで、各 $1\leq i\leq N-1$ に対して写像 $\tau_{i}$ : $S^{2}arrow\hat{\mathrm{C}}=\mathrm{C}\cup\{\infty\}$ を次のように定義

する。各 $p\in S^{2}\backslash \{\pm u_{N-1}/||u_{N-1}||\}$ に対して、 $P\in SO(3)$ を、 その第 1 行が ${}^{t}p$ に等
しくなるようにとる。 $P$ の第 2 行、 第 3 行をそれぞれ $p_{2},$ $p_{3}$ によって表し、

$\tau_{i}(p)=\frac{\langle {}^{t}p_{2},u_{i}\rangle+\sqrt{-1}\langle {}^{t}p_{3},u_{i}\rangle}{\langle {}^{t}p_{2},u_{N-1}\rangle+\sqrt{-1}\langle {}^{t}p_{3},u_{N-1}\rangle}$

とおく。 $\tau_{i}(p)$ が $P$ の選び方によらないことに注意する。$p=\pm u_{N-1}/||u_{N-1}||$ のときは
$\tau_{i}(p)=\infty$ とする。南極を中心とする立体射影によって $\hat{\mathrm{C}}$ と $S^{2}$ を同一視すれば、 $\tau$ を
$\hat{\mathrm{C}}$ から $\hat{\mathrm{C}}$ への写像と考えることができる。
命題 3.1 から以下の命題を得る。

命題 4.3 $p\in S^{2}\backslash \mathrm{C}_{\nu}$ とする $\text{。}$ このとき $(X(\nu), I_{p})$ は、

$xy=z \prod_{i=1}^{N-1}(\tau_{i}(p)-z)$

に双正則である。

写像 $\tau$ は、 具体的な計算から次のように表される。

命題 44 $\{u_{i}, u_{N-1}\}$ が線型独立となるような $u_{i}$ に対して、一次分数変換 $S_{i},$ $T_{i}$ が存在
して

$S_{i}\circ\tau_{1}$. $\mathrm{o}T_{i}(z)=z+\frac{1}{z}$ for each $z\in\hat{\mathrm{C}}$

が成り立つ。
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5 複素構造の同値性
この節では、複素構造 $I_{p},$ $p\in S^{2}$ , の同値性を議論する。

$X(\nu)$ を Toric Hyperk\"ahler 多様体とし、 $\nu$ が $(\nu_{1},0,0)$ という形をしているものとす
る。 このとき $\mathrm{C}_{\nu}=\{^{t}(\pm 1,0,0)\}$ である。 $X(\nu)$ 上の 2 通りの $S^{1}$ 作用を

(5.1) $[z, w]\cdot e^{\sqrt{-1}\theta}=[ze^{\sqrt{-1}\theta}, w]$ ,

(5.2) $[z, w]*e^{\sqrt{-1}\theta}=[z, we^{\sqrt{-1}\theta}]$

によって定義する。ただし、 $\theta\in \mathrm{R}$ であり、 $[z, w]$ は、 $(z, w)\in\mu_{K}-1(\nu)$ の $X(\nu)$ にお

ける同値類を表している。 $\nu=(\nu_{1},0,0)$ なので、 この作用は well-defind である。 これ
らの作用は計量およびケーラー形式 $\omega_{1}$ を保つ。作用 $(5.1)_{\text{、}}$ (5.2) に対する運動量写像
は、 それぞれ

$f_{1}([z, w])= \frac{1}{2}\sum_{i=1}^{N}|z|^{2}$ ,

$f_{2}([z, w])= \frac{1}{2}\sum_{i=1}^{N}|w|^{2}$

となる。 ただし、 これらの運動量写像は $\omega_{1}$ に関するものである。
作用 $(5.1)_{\text{、}}$ (5.2) に対して、 $1\in \mathrm{R}$ に対応する基本ベクトル場を $X_{1}^{\#},$ $X_{2}^{\#}$ によって

表すことにする。 このとき以下の命題が成り立つ。

命題 5.1 各 $i=1,2$ に対して

$L_{X^{\#}}\dot{.}\omega_{1}=0,$ $L_{X^{\#}}.\cdot\omega_{2}=-\omega_{3},$ $L_{X^{\#}}.\cdot\omega_{3}=-\omega_{2}$

が成り立つ。

この節の主定理は以下である。

定理 5.2 $X(\nu)$ を $\#\mathrm{C}_{\nu}=2$ の toric hyperk\"ahler多様体とする。

(1). 各乃 $q\in S^{2}\backslash \mathrm{C}_{\nu}$ に対して、 $(X(\nu), I_{p})$ は $(X(\nu), I_{q})$ に双正則である $\text{。}$

(2). 各 $p$ $\in S^{2}\backslash \mathrm{C}_{\nu}$ #こ対して、 $(X(\nu), I_{p})$ は Stein多様体である。

注意 53 系 35 により定理 5.2(2) は明らかである。この節では strictly plurisubharmonic
exhaustion function を具体的に構或することによって証明する $\text{。}$
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証明 証明の方針のみを述べる。
(1). $\nu$ が $(\nu_{1},0,0)$ という形をしているとする。一般の場合は、 $\#\mathrm{C}_{\nu}$ $=2$ なので定理

32、定理 33 により $\nu=(\nu_{1},0,0)$ の場合に帰着される。
$(\pm 1,0,0)$ が固定されるような標準的な回転によって、 $S^{2}$ 上の $S^{1}$ 作用を定義する。こ

の作用と $X(\nu)$上の作用 (5.1) によって、$X(\nu)\cross S^{2}$ 上の対角作用が定義される。$X(\nu)\cross S^{2}$

上のこの対角作用に対して、 $1\in \mathrm{R}$ に対応する基本ベクトル場を $\tilde{X}$ によって表すこと
にする。

$I_{S^{2}}$ を $S^{2}$ 上の標準的な複素構造とする。また、 $X(\nu)\cross S^{2}$ 上の自然な複素構造を $\tilde{I}$ で

表す $[5, \S 3.(\mathrm{F})]_{\text{。}}X(\nu)\cross S^{2}$ 上の $S^{1}$ 作用は複素構造 $\tilde{I}$ を保つので、第 1 或分が 0 である
ような各乃 $q\in S^{2}$ に対して、 $(X(\nu), I_{p})$ は $(X(\nu), I_{q})$ に双正則である。 したがってベ
クトル場 $\tilde{I}\tilde{X}$ が完備であることを示せばよい。その証明方法は [5. Proposition 9.1 (i)]
と同様である。

(2). $\nu$ が $(\nu_{1},0,0)$ という形をしていると仮定してよい。 (1) lこより複素構造 $I_{2}$ につい

てのみ考えれぼよ $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\text{。}}$ [ $5$ . Proposition 9.1 (ii)] と同様の議論によって、 $f1+f_{2}$ が $I_{2}$ に

関する strictly plurisubharmonic exhaustion function となっていることがわかる $\text{。}$
口

例 5.4 例 4.1 の Toric Hyperk\"ahler 多様体を考える。 $\#\mathrm{C}_{\nu}=2$ なので、各乃 $q\in S^{2}\backslash$

$\{\pm u/||u||\}$ に対して、 $(X(\nu), I_{p})$ は $(X(\nu), I_{q})$ に双正則である。

問題 55 $\#\mathrm{C}_{\nu}$ $>2$ の場合はまだ未解決である。 とくに例 42 の Toric Hyperk\"ahler 多様
体を考える。 この場合、 $S^{2}\backslash \mathrm{C}_{\nu}$ によってパラメトライズされたアフイン多様体の族を
得る。 これらのアフイン多様体が互いに双正則であるかどうかはまだ知られていない。

最後に、 $\#\mathrm{C}_{\nu}$ $>2$ の Toric Hyperk\"ahler 多様体で、定理 5.2(1) が成り立つような例を与
える。

例 5.6 $X(\nu^{(1)}),$
$\ldots,$

$X(\nu^{(m)})$ を例 4.1 の Toric Hyperk\"ahler 多様体とする。簡単のため
$\dim_{\mathrm{R}}X(\nu^{(1)})=\cdots=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{R}X(\nu^{(m)})$ と仮定する $\text{。}$ 各 $1\leq i\leq m$ に対して

$\nu^{(i)}=\iota^{*}e_{1}\otimes u^{(i)}$ , $u^{(i)}\neq 0\in \mathrm{R}^{3}$

と表す。 また、各 $1\leq i\neq j\leq m$ に対して $\{u_{i}, u_{j}\}$ が線型独立であると仮定する。
$\nu=(\nu^{(1)}, \ldots, \nu^{(m)})$ とおくと、定理 33 により $\mathrm{H}^{mN}$ の $K\cross\cdots\cross K$ ($m$ times) による
Hyperk\"ahler商 $X(\nu)$ に対して

$\mathrm{C}_{\nu}=\{\pm u^{(i)}/||u^{(i)}|||1\leq i\leq m\}$ .

が成り立つ。仮定により $\mathrm{C}_{\nu}$ は $2m$ に等しい。各 $p$ , q\in S2\C\mbox{\boldmath $\nu$}。) に対して、 $(X(\nu^{(1)}.), I_{p})$

と $(X(\nu^{(:)}), I_{q}),$ $\cdot 1\leq i\leq m$ , は双正則である。 したがって各 $p,$ $q\in S^{2}\backslash \mathrm{C}_{\nu}$ に対して、
$(X(\nu), I_{p})$ は $(X(\nu), I_{q})$ に双正則である $\text{。}$
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