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51. はじめに
江戸時代の数学者関孝和 (1640 ?\sim 1708) の f括要算法 1 は関自身が 1680年\sim 1683年
に書いたものをもとに、関の没後の 1712年、関流の門弟、荒木村英、大高由昌によって編

集、出版されたものである。(注 1) この r括要算法\sim は、 7-IyCA、 $\overline{\overline{\doteqdot}}$’、 {?}91、 g\mbox{\boldmath $\tau$}\iota ’の 4 巻からな
$r.\mathrm{r}\mathrm{r}$

っており、 4 巻それぞれの内容は、元巻 (第 1 巻) は累裁招差法、鰺積総術など、亨巻
(第 2 巻) は諸約術 (互約、逐約、他)剰一術、鼎管術、利巻 (第 3 巻) は角術、 そして

貞巻 (第 4 巻) は求円周率、求弧術、求立円周積術、即ち円理となっている。

本著は亨巻で述べられている 「剪管術」を現代の数学の式を用いて表し解説し、合わせて

中国のいくつかの算書から関の「剪管術」への流れを探り、 関が「艙管術」 を考えていた

当時の数学的背景についての考察を深め、特に秦九龍の「大行総数術」との照応について

検証することを目的としている。

92. 藺管術とその流れ
「剪管術」とは、連立 1 次合同式「 $x\equiv r1$ (mod $\mathrm{m}_{1}$ ), $\cdots$ , $\chi\equiv r_{\mathrm{n}}$ (nod $\mathrm{m}_{\mathrm{n}}$ ) 」

(以下、剰余方程式と呼ぶ)の解法のことであり、現在「中国剰余定理」、又或いは中国

では「孫子定理」 と呼ばれているものである。「剪管術」という名称は、中国、南宋の
$\mathrm{r}$楊輝算法 j (1274\sim 1275年, 楊輝) の中の「績古摘奇算法」G275年)が始まりとされ、

この中には「剪管術」の名で剰余方程式 5 題が紹介されている。 ただし、中国の算書にお
ける剰余方程式の問題としては古くは r孫子算経 J (400年頃, 著者不詳)の中で「物不知
其総数」 として 1 題あるのに始まり、 『数書九章 J (1247年, 秦九龍)の中では「大行総数
術」として 9 題、 次いで上述の 『楊輝算法\sim の 5 題、 さらに時代を下って、 T算法統宗』
(1592年, 程大位) にも 3 題収められている。 もともと、 中国では暦学上の必要により早く
から剰余方程式の解法が確立し、伝えられたものと思われる。 そして、その時代や地域に

よって剰余方程式及びその解法は「物不知其総数」「大行総数術」「剪管術」さらには
「秦王暗鮎兵」「韓信鮎兵」「鬼谷算」など様々に呼ばれてきたものてあった。
ただ、 このような古くからの多くの研究戒果の中で算書という形で現在に伝えられてい
るものは一部であり、更にその中で日本まで伝来し、和算の「剪管術」に影響があったこ
とが確認されているものは、『楊輝算法』 と $\mathrm{r}$算法統宗』のみであるとされている。実際
に r楊輝算法』は 1673年又は 1661年に関本人が写本した (注 2) とされるものの写しが残

っており、又『算法統宗」 は r括要算法』の中にその名を明記し、引用されている。 従っ
て、関をはじめ当時の和算家達がこの 2 冊の算書を学習し、少なからず示唆を受けていた
ことは確かであろう。
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以下、 整数 a $\text{、}$

$\mathrm{b}$ に対して、 $\dot{\mathrm{t}}_{-}\mathrm{a}$ , b) は a と $\mathrm{b}$ の最犬公約数を、 1a’ $\mathrm{b}\mathrm{J}1$. は a と $\mathrm{b}$ の最

小公倍数を表すものとする。

剰余方程式 「 $x\equiv r1\mathrm{t}_{\backslash }$.mod $\mathrm{I}\mathrm{n}\underline{1}$ )
$\text{、}$

$x\equiv\Gamma.\mathrm{z}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \ln_{B}.\cdot)$
$\text{、}\mathrm{c}\cdot\cdot\text{、}$ $x\equiv r$ 。

$(_{\mathrm{c}}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{m}_{\mathrm{n}}\grave{)}$

{旦し、 $i\neq i$ で $(\mathrm{m}i, \mathrm{m}i.\cdot)=1$ 」 $\ldots$ $(1. )$

についての中国の算書に伝わる解法を以下に述べる。
$i=1,‘ 2,$ $\cdots,$ $\mathrm{n}$ fこ対し $|-xi\equiv 1$ $\mathfrak{i}$ mod $\mathrm{m}j$ ). ,$\mathrm{v}_{\acute{\nu}}\equiv 0$ (、mod 111 $j1$ $(i\neq i)$ 」 $\ldots\ldots$ (2.1

となる $xi$を求めた後、 $x\equiv i^{\frac{\nabla^{11}}{- 1}}‘ riXi$ (mod $\mathrm{M}\grave{)}\mathrm{r}_{\backslash }$但し、 $\mathrm{b}\mathrm{I}=\mathrm{m}_{\rfloor}\mathrm{x}\mathrm{m}_{2}\mathrm{X}\cdots \mathrm{X}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}_{\mathrm{n}}$) を満た

す最小の正の整数 $X$を答とするものである。各々の $i$ に対して $(_{\backslash }2)$ を満たす $Xi$ は、

不定方程式 $\text{「}\frac{\mathrm{M}}{\mathrm{m}}X-\mathrm{m}iiy=1$ 」 を解き、 $\frac{\mathrm{M}}{\mathrm{m}}.xj$ を,\kappa $j$. とすることによって求めている。

又この不定方程式の解法を、 [数書九章」$|$ [lこおいては「大行求一術」、関の『括要算法』

では「剰一術」と呼んでいる。

『楊輝算法.$||$ の「鯛管術」の第 1 間は $\mathrm{f}$孫子算経 $\sim$ の中で 1 題だけ紹介されているものと
全く同じ問題であり、原文は以下のものである。
「物不知総数只云三三数之剰二、五五数之剰三、七七数之剰二、間本総数幾何。

答日二十三」 以下術文が続く。 この問題文を合同式で表せば、
$\lceil x\cdot\equiv 2$ ( $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}$ $.\llcorner\neg\urcorner\grave{)}$ , $x\equiv 3$ ( md $5\backslash ,1$ , $x\equiv 2$ $\acute{(}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}$ $7$ ) $\rfloor$ を満たす $X$を求める二とで

あり、 $x=9.3$を答としている。 $\chi\equiv \mathrm{Z}3$ (mod 105) とは答えていない。

又『算法統宗\sim には同じ問題が

孫子歌 「三人同行七十稀 五樹梅花甘一枝

七子圓圓正半月 除百令五便得知-」 と共に紹介されている。
この七言絶句は、 剰余方程式 ( 1 $\dot{\grave{)}}$ で、 「 $\mathrm{n}=3\text{、}\mathrm{m}_{1}=3\text{、}\mathrm{m}_{2}---5\text{、}\mathrm{m}_{\mathrm{b}}=7$ 」 の場合に

は、 (2)を満たす $Xi(’i=1, 2, 3)$それぞれは、 $x_{1}=70_{\backslash }$ $x2^{=}21\text{、}$ X3=15(’半月) 、
$\mathrm{m}1\nu.\mathrm{m}_{2}\mathrm{x}\mathrm{m}_{3}---105$ となることを覚えやすく歌に込めたものである。従って、 この場合の

剰奈方程式の答は、合同式 「 $X–=70r1\dashv- 21r2+15r\mathrm{s}$ (.mod $105\overline{J}$ 」 を満たす最小の正の

整数であり、 70 $r_{1}+21r-+\dot{\ell}15r$ 。から 105を引けるだけ引いた余りを答えればよいとし
ている。 ここで最後に引く数が 105であることから、 このような剰余方程式及びその解法
は「百五減算」とも呼ばれていた。

『孫子算経』 $\text{、}$

[数書九章』
$\text{、}$ 『楊輝算法』 $\text{、}$ 『算法統宗 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に伝わる剰余方程式の解法に

ついて以 Tの 3 点を留意しておきたい。
1. 与えられた条件を満たす正の最小数のみを答としており、不定方程式の一般解を答え
るという意識は窺えない。

2. 問題の解法の中で、 $Xj$. $(i—1,2, \cdots, \mathrm{n})$を求める方法についての説明があるのは、
『数書九章\sim だけである。

3. T数書九章 $\sim$ 以外の算書では、すべての問題は「 $i\neq j$ で $(\mathrm{m}i, \mathrm{m},)---1$」であるこ

とを前提としている。
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53. 関孝和の「諸約の法」 $\text{、}$
「剰一術」

関孝和は「括要算法」亨巻の中で、まず前編において 「諸約の法」とし, て、互約、 逐約、

斉約、遍約、増約、損約、零約、遍通、剰一の諸約術 (公約数、公倍数、不定方程式など)

について述べ、続く後編「剪管術解」 において前編の約術を道具立てとして、 9 題の剰余
方程式及びその解法「術」を示している。

前編「諸約の法」で述べられいる約術のうち「剪管術」 につながるものを以下に解説する。
. 互約 $\ldots$ ?. つの自然数、 a $\text{、}\mathrm{b}$ の最小公倍数を変えずに、互いに素である $\mathrm{a}’\text{、}\mathrm{b}’$

に約すこと。即ち、 2 $’\supset$ の自然数 a $\text{、}\mathrm{b}$ に対して、
$(’\mathrm{a}’, \acute{\mathrm{b}})=1\text{、}$ $\mathrm{a}’\mathrm{x}\mathrm{b}^{J}=\{\mathrm{a}, \mathrm{b}\}$ となる $\mathrm{a}’\text{、}$

$\mathrm{b}’$ [こ約すこと。

[例] 6 と 8 を互約ずると 3 と 8 に、 36と 48を互約すると 9 と 16 になる。
30 と 54を互約すると 5 と 54、或いは、 10 と 27 と 2 通りの互約が可能。
従って、互約の結果は必ずしも一通りではない。

. 逐約 $\ldots$ 3 つ以上の自然数について互約と同様に約すこと。
[例] $105_{\text{、}}112_{\backslash }126$ を逐約すると、 5 $\text{、}$

$16_{\text{、}}$ 6‘3 としている。. 斉約 $\ldots$ いくつかの自然数の最小公倍数を求めること。
. 遍約 $\ldots$ いくつかの自然数をそれらの最大公約数で約すこと。

(例] 8 $\text{、}10$を遍約すると 4 $\text{、}$

$5$ (こなる。 $1_{\text{、}^{})}‘.30_{\text{、}}39$は、 4 $\text{、}10_{\text{、}}13$ となる。

. 等数 $\ldots$ 特に原文中に用語としての説明はないが、 最大公約数を「等数」と呼び、諸

約術の解説の中で使っている。 2 つの自然数の「等数」は互いに減じること
を繰り返せば求まるとしている。

. 増約、 損約、零約、遍通の各約術は剪管術に直接利用されているものではないので、
本稿では割愛する。

. 剰一 $\ldots$ 剰一とは 「’一を aeb*Jす」 という意味で、 1 次不定方程式 (. $\mathrm{D}$ iophantus方程式,

「 $\mathrm{A},\mathrm{v}-\mathrm{B}y=1$ (.ただし、 A 、
$\mathrm{B}$ は自然数の定数で、 $(_{\backslash }\mathrm{A},$ $\mathrm{B},1=1\text{、}$ $\mathrm{A}<\mathrm{B}\dot{J}$ 」

の自然数解を求める「術」方法のことである。 「剰一」の第 1 間は、
「今有以左十九累加之得数、以右二十七累減之、剰一、 間左総数幾何。答日左総数百九十」
とある。 これを読み下すと

$|^{-}$今左 19を
$\grave{\mathrm{E}}_{\backslash }\gamma_{\mathrm{J}}\mathrm{g}$ね加えて得た数がある。この数から右 27を $\#_{\backslash }\theta\backslash \mathrm{S}$.ね減じてーを $\#_{\backslash }\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{a}\mathrm{e}$す、左総数は

幾何か。 答は左総数 $190$」 となる。 これは、不定方程式 口 9 $x-27y=1$ 」 に於いて、

19 $X$ \iota 左総数)がいくつかと問う問題で、答を「左総数 19x $=190$」としているものである。

又、累ね加えた回数 $X$、減ずる回数 $y$ それぞれを左段数、右段数と呼んでいる。
この間に続く 「術日」と始まる「-術文」では、以下のような解法を述べている。

$\epsilon\underline{.}.\# 2\overline{7}1\overline{9}=1\ldots 8$ の計算を「甲」と名付け、その商 1 を甲商、余り 8 を甲不尽とする。
ffi $\mathbb{R}^{-}\mathrm{f}\backslash \hslash\backslash$

$19\div 8=2\ldots 3$ の計算を「乙」と名付け、その商 2 を乙商、余り 3 を乙不尽とする。
以下、 (甲不尽) -.$\cdot$ (乙不尽)を「丙」 $\text{、}$

(乙不尽) $i$. (.丙不尽) を「 $\mathrm{T}$ 」 と名付け計算を進める。

はじめの計算「甲」を右側とし、次の計算「乙」を左側、以下次々交互に右、左と考えて
計算を続け、左側で余り 1 となった「 $\mathrm{T}$」 で計算を止める。この計算を表にすると以下の
ようになる。
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$B\mathrm{i}$ 18 $\not\in \mathrm{i}$ 27
’2 $7\div 19=1\ldots$ $\mathrm{b}^{\tau}$ $(_{\mathrm{c}} \mathrm{f}\mathrm{F})$

$19\div 8=2\cdots$ 3 $\dot{\mathrm{t}}^{\underline{\mathcal{T}}}$ $j$

8 -
$\cdot$. $3=2\cdots$ 2 i5)

3 $\div 2=1\ldots$ 1 (T)

$arrow$ 甲商 1 、甲不尽 8
一乙商 2 、乙不尽 3
$arrow$ 丙商 2 、丙不尽 2
$-\vec{J}$ T商 1 、 T不尽 1

更に、「子 $=$ 甲商 $\mathrm{x}$ 乙商 $+1=3-$]
$\backslash$ 「丑 $=$ 子 $\mathrm{x}$ 丙商 $+$ 甲商 $=7$ 」とおくと、

「左段数 $x=$ 丑 $\cross$ T商 $+$ 子 $=10\mathrm{J}\ldots\ldots$ (’ 3 $\dot{j}$ と求まり、従って「左総数 19 $x=190$」が

求める答であるとしている。

「術文」 の中の (3)式に到る過程に $\vee\supset$ いて若干補足しておく。甲、乙、丙、 $\mathrm{T}4$ 回の計算

それぞれから $\mathrm{a}\tau$ 1 fl 1

$\{$

甲不尽 $=$ 右数 -左数 $\mathrm{x}$ 甲商

乙
$7\mathrm{s}$‘-尽 $=\epsilon^{\mathrm{J}9}-\Phi$

– 甲 $7^{-}8\backslash$尽 $\cross$ aa商
丙 $\mathcal{T}{}^{t}l$‘尽 $=$ 中 78‘\rightarrow 尽一乙 Ts$\backslash$尽

$\cross \mathrm{f}\mathrm{f}2$商

$\mathrm{T}$不尽 $=$ 乙不尽一丙不尽 $\cross \mathrm{T}1$商

以上 4 つの関係式が得られ、 これらの式を順次代人し、 $\mathrm{T}$不尽を表せば

T71‘-尽 $=. \text{左}.\acute{\text{数}}\mathrm{X}\acute{\mathrm{t}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}1\mathrm{J}1\dot{\circ}^{1}\ell \mathrm{r}.72\wedge\frac{}7\cross}{\check{\text{左}}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}x^{\wedge}\pm-\Phi\pm\overline{\mathrm{f}}_{\wedge}\dot{)}-\text{右数}\cross\{\ovalbox{\tt\small REJECT}.\underline{\mathrm{t}}1\overline{\pm}.\mathrm{a}_{\mathcal{Y}}^{9\ell 1}\tilde{\tilde{\text{右}}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{f}\text{数^{}\mathrm{f}\mathrm{i}\underline{\cross}\mathrm{H}_{arrow\wedge\sim}S\mathrm{H}-1}\vee.\hslash.1\cross\iota\neg$

.

となることから、 「左段数 $x=$ 丑 $\cross$ T商 $.+$子」 即ち、 $(3,)$式が得られる。

ここで、「関の剰一術」 を一般化して考えると、

「不定方程式 A $\chi-\mathrm{B}y=1$ (A
$\backslash$

$\mathrm{B}$ は自然数の定数、 ( $\mathrm{A}$ , $\mathrm{B})=1\text{、}\mathrm{A}<\mathrm{B}$ ) 」 に

於いて $\mathrm{B}-\cdot$. A $=q1^{\cdot}$ .. $r1$

$\mathrm{A}\overline{.}.r1---- q2^{\cdot}$ .. $r2$

以下 $\mathrm{n}$ 回目の計算を $r_{\mathfrak{n}-2}\div\cdot r_{1},-1=q\mathrm{n}$ $\ldots$ $r\prime 1$ とする。

奇数回日の計算を右、偶数回目の計算を左とし、右、左と順次計算を進め、
左 (偶数回目)の計算の余りが 1 になったところでこの計算を止める。 最後の余り 1 を、

$\mathrm{A}_{\text{、}}\mathrm{B}$ 及び $q1\backslash \cdots\cdots q_{11}$を用いて表すことによって、 $|^{-}$左総数 A $X$」を答えている。

関が「剰一」と呼んだ、 この術の本質は「ユークリッドの互除法」そのものである。但
し、 「関孝和の剰一術」と [ユークリツドの互除法による今日の不定方程式の解法」 には、

大きな相違点がある。それは、「剰一術」ではあくまでも「最小の正の整数解を求めるこ
とを目的としている」ということであり、このことは当時の和算の世界には

1. 「一般解を答える」 という意識がなかったこと
2. 負の数の概念が全くなかった訳ではないが、限定的な認識に留まり、少なくとも答
の対象としての「負の数」を認識するに至っていなかったこと

以上、 2 点を示しているものである。
たとえば、前述の「百五滅算」 という 「剰余方程式」の呼び方は、ある意味で一般解を

視野に収めているものと云えるが、「一般解で答える」 という意識には至っていない。暦
をはじめとした現実的な問題解決の手段として発達した中国数学の流れを受けた和算の世
界では一般解を求める必要がなかったこと、更に数式の表記法、 notationが確立していな

かったことが本質的な限界となっていたものと推察される。
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術文に 「左止め」とあり、右側で余り 1 になった場合には、 もう 1 回計算を進め、必ず
左側の余り 1 で止める。 このように左右に拘泥するのも答が負の数になろことを避けるた

めに編み出された手続きといえる。

「剰一」 の第 2 間は、左数 A=179、右数 B=74、即ち、「179 x–74 $y=$ 沖を解く問題

である。 まず、 A $\backslash _{-}\prime’$. $\mathrm{B}$ なので $\mathrm{A}\div \mathrm{B}$ の余り 31を左数と置き換えてから計算を始め、以下の

表のように進めている。

左 $17_{\iota}9arrow 31$ 右 74 $\mathrm{A}=179arrow \mathrm{A}=31_{\text{、}}\mathrm{B}--\prime 74$

$74$ -.$\cdot$ $31=2\ldots 12$ (中) $q1=2_{\text{、}}r_{1}---12$

$31$ -i- $1_{\grave{\mathrm{a}}}^{7\underline{-}}=\cdots 7$ (乙) . $q_{2}=2_{\text{、}}r$ 。 $=7$

12-.$\cdot$ $7=1\ldots 5$ (丙
$’$

) $q[mathring]_{.}=1\text{、}r_{3}=5$

$\mathrm{f}$ $17_{\iota}9arrow 31$ $fi^{\sim}$ 74
74-.$\cdot$ $31=2\ldots$ 12 (F)

$31$ -i- $1_{\grave{\mathrm{a}}}^{7\underline{}}=\cdots$ 7 $(-\angle_{A},)$

12-.$\cdot$ $7=1\ldots$ 5 $\mathrm{t}\mathrm{T},$)

$7\div 5=1\cdots$ 2 (T)

5 -.$\cdot$ $2=2\ldots$ 1 (.
$\cdot$

oe)

2.-.. $\cdot$ $1=1\cdots$ 1 $(\mathrm{E}\mathrm{J}$

$q_{4}$. $=1\backslash r_{4}=2$

$q_{\mathrm{s}}=2_{\text{、}}r_{\mathrm{S}}=1$

$q\mathrm{G}=1\text{、}$ $r8=1$

成のところで余り 1 となっているが、止めずにもう 1 回計算を続け、己の余り 1 、即ち、
左側で計算を止める。先に述べたとおり、答が負の数となるのを避けるための手続きであ
る。以下第 1 間と同様に子、丑、寅、卯、辰と順次計算式に名前をつけ,、代入計算を繰り
返し、 $|^{-}$左総数 $179\cross x=7897\mathrm{t}x=43_{\text{、}}y=104$月を答としている。答に至る計算の流れ

は正に「ユークリッドの互除法」と同様である。

佳 4. 関孝和の「剪管術」
関孝和の [括要算法 4 亨巻の後編には『楊輝算法 4 の中の「繭管術」という名前を援用

して、剰余方程式 9 題が収録されている。

(1)
$\{$

$x\equiv 2$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 7)$ 1 $x\equiv 14$

$x\equiv 1$ $(’\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 5)$

$*\mathrm{C}2)\{x\equiv 2$
$\langle \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{t}_{\mathrm{L}}’\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 48_{/}^{\backslash }.|3^{1}\mathrm{b}’)$

$\mathrm{C}\mathrm{s}\{\begin{array}{l}-x\equiv 2(\mathrm{m}\alpha \mathrm{l}3\grave{)}x\equiv 1(\mathrm{m}\alpha \mathrm{l}5)X-=- \mathrm{Q}^{\ulcorner}(\mathrm{m}\alpha \mathrm{l}7)\end{array}$

答 $x=16$ 答 $x=110$ 答 $x=26$

$*[egg4]\{$ $x\equiv 3$ $(_{\backslash }\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 8)$ (’m聞 77
$x\equiv 3$

$(’\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 6)$

0
$|’\chi\equiv\chi\equiv 32$

$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}$ $5j$

$*[egg6]\{$

$x\equiv 5$ $\mathrm{t}_{\backslash }’\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 10)$

$1x\equiv x\equiv 27$

(.
$\cdot$

m聞 9)

(mod 11)

.
$35x\equiv 3544x\equiv 28$

$(_{\backslash }\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4‘.))$

$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 32)$

$45x\equiv 35$ (mod50)

答 $x=75$ 答 $x=$. $1_{u}^{9}8$ 答 $x=13$

�
$\{$

.
$8x\equiv 7\chi\equiv 32$

$(.\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3)5.)$

$*[egg8]\{\begin{array}{l}34x\equiv 634x’\equiv \mathrm{l}434x^{\prime\equiv^{q}}..3\end{array}$

$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 20)$$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4\dot{)}$

$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}$ $8\grave{)}$

$\mathrm{f}\supset 9\{$

$|\mathrm{t}6x\equiv 3$
$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 27)$

13 $x.\equiv 3$ (mod 7)

13 $x\equiv 8$ $(’\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 9)$

答 $.\mathrm{t}=13$ 答 $x=11$ 答 $x=11$

関はそれぞれに特色のある 9題の問題を作って取り上げている。 しかも�、、$\subseteq 6\mathrm{J}$ 、�

と $*$印をつけた偶数番の問題すべては法 modullls が互いに素でない問題となっている。
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第 1 間、 剰奈方程式 「 $x\equiv 1$ $(.\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 5)\backslash x=-2$ Cmocl 7 $\dot{\grave{)}}$ 」 の原文は

「今有物、不知総数、只云、五除余 $-arrow$箇、七除余二箇、 間総数幾何。答日総数一拾六箇」

とある。 \S 2. の $\acute{\mathrm{t}}1$ )式の表記を用いれば 「 $\mathrm{n}=\mathrm{r}\backslash t$
)

$\mathrm{m}\mathrm{I}=\tilde{\mathrm{d}}$

「 $\text{、}r\downarrow=1\backslash \mathrm{m}_{2}=7\text{、}r2--- 2$ 」
$rt1$ 2 15 .$\cdot$d $c$

l $\alpha$

であり、 間と答に続く $|^{-}$術文」では $|^{-}r1\mathrm{x}x_{1}+r_{\dot{\mathrm{r}}}\cross x_{2}=51\text{、}$ $51-\mathrm{m}_{1}\cross \mathrm{m}\supseteq=16$ 」

という計算式を述べ、 16が答であるとしている。

ここで関は、 $x_{1}=21$ (5 で割ると 1 余り、 7 で割り切れる数) を「五除法」 $\text{、}x_{2}=15\mathrm{t}..7$

で割ると 1 余り,
$\backslash$ 5 で割り切れる数)を「七除法」 $\text{、}\mathrm{m}_{\mathrm{J}}\mathrm{x}\mathrm{m}_{\nu}$

」
$=35$を「去法」と呼び、–

般に \S 2. のO)式の $x1$ を「 $\mathrm{m}\mathrm{i}$除法」 、最小公倍数 $\{\mathrm{m}_{1}, \mathrm{m}\mathrm{e}’., \cdots. \mathrm{m}_{\mathrm{n}}\}$ を「去法」 と

名付けている。

「術文」 に続く 「解文」では五除法 $x_{1}=21$、七除法 $x_{2}=15$の求め方が述べられている。
即ち、「剰一術」 によって

不定方程式 [7 $x-5y=1$ 」 から「左総数 7 $x=21_{\lrcorner}^{\mathfrak{l}}$‘ を得、 これを五除法 $x_{1}$ とし、

不定方程式「 5 $x-73^{\prime=}1$ 」 から「左総数 5X=15」を得、 これを七除法 $x_{2}$ とし、

更に $\mathrm{m}_{1}\mathrm{x}\mathrm{m}_{l}.=35$ が去法 $\{\mathrm{m}_{1}, \mathrm{m}\circ‘\}$ であるとしている。

このように定めれば、

五除法 $x_{1}$ は、 $\text{「}x\mathrm{t}\sim=-1$ $\mathrm{t}.\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 5$ ’) $\text{、}x_{t}\equiv 0$ Cmod 7) 」 を

七除法 $x_{2}$ は、 「 $\chi_{2}\equiv 0$ (mod 5 $\dot{)}\backslash x_{2}\equiv 1$ (mod 7月 を満たしている。
1 .11 $\mathrm{p},$. $\underline{1}s’$

従って、 合同式 $\mathrm{I}^{-}x\equiv r1\mathrm{x}\chi_{1}+\gamma_{l}\prime \mathrm{X}X\mathrm{z}$ (mod35‘)」 による数 $X$ は

$|^{-}\chi$ � $r1$ $(’\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 5)$

、 $x\equiv r$ a $\mathrm{t}_{1}.\cdot \mathfrak{n}\alpha 1$ $7\backslash ,$) 」 を満たしていることになる。

そこで、 この $\wedge \mathrm{r}$の中の「正の最小数 16」を答としている。
ここで関が示している解法は、 [孫子算経 $\sim$ を始め古く中国で確立された中国剰奈定理に
よる典型的な解法であるといえる。

第 2 間、 剰余方程式 「 $X-=-2$ (mod $s^{\mathrm{q}}6.\cdot j$

、
$x\equiv 14$ (mod 48)」は、 82. の (D式の記号

を用いれば、 「
$\mathrm{n}=2\text{、}\mathrm{m}_{1}.=36_{\text{、}}r1-3\hslash 48-- 2_{\text{、}}$

m2=48、 $r\mathrm{B}=14_{\lrcorner}^{\iota}$ である。

ここで注目ずべきは点は「 $(\mathrm{m}_{1\text{、}}\mathrm{m}_{2},)\neq 1-$」 となっていることである。
$p$ 64 14 61

「術文」 は、計算式 「 $r1\mathrm{x}x_{1}+r_{2}\mathrm{x}\chi_{2}\cong 126^{\backslash }2$ 」 を述べた後、去法 $\{\mathrm{m}’\text{、}\mathrm{m}_{2}\}=144$を

1262から $5|$ けるだけ引いた余り 110 を答としている。
続く 「解文」では、 36除法 $64x_{1}^{-}$ と 48除法 $81X\mathrm{z}$

、

$\text{去^{}\vee}\text{法}\mathrm{l}44$

. それぞれの求め方を述べている。
8 $\mathrm{b}$

. 48

即ち、まず、 $\mathrm{m}_{1}$ と $\mathrm{m}_{I}$ は、 $\backslash \cdot.\mathrm{m}_{1},$
$\mathrm{m}_{2}$ ) $\neq 1$ なので「互約術」を使い、 $\mathrm{m}_{\iota}^{j}=9_{\text{、}}\mathrm{m}_{\mathit{1}}^{f}$

. $=16$

と置き換えて ( $\mathrm{m}_{1}^{\nearrow}$ , In’2 $\backslash .$) $=1$ としてから、「剰一術」を用いている。

不定方程式 「 $16x-9y=1$ 」 から「左総数 $16x=64$」 を得、 これを 36除法 $(X_{1})$ とし、

不定方程式「 $9$ x-16 $y=1$ 」 から「左総数 9 $x=81$ 」 を得、 これを 48除法 (X2) とし、

更に、 $\mathrm{n}\mathrm{f}_{1}\mathrm{x}\mathrm{m}_{2}.=144$を去法としている。 このように定めれば「剰一術」の性質から、
[ $\chi_{1}\equiv 1$ (mod 9). $x_{1}\equiv 0$ $\langle.\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 16)\rfloor\text{、}$ $\lceil \mathrm{x}_{2}\equiv 0$ $\langle$ mod 9)、 $\chi_{2}\equiv 1$ (mod 16)」

であり、 又互約の性質から、ml $\mathrm{x}\mathrm{m}_{l}$ $=\{\mathrm{m}1\text{、}\mathrm{m}_{2}$ \‘I となっていることがわかるので

「 $x\equiv r^{2}\mathrm{J}.\backslash \acute{..}\mathrm{b}.4148r_{1}+r\mathrm{g}\mathrm{x}x_{2}^{1}$ (Ill何 $\mathrm{m}_{1}^{\nearrow}\cross \mathrm{m}_{2}^{J^{\backslash }}.$)
$144$

」 となる $X$の中の正の最小数は、 1262から
144を引けるだけ引いた余り、 110と求められる。
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一方、関が「剰一」と呼んでいる不定方程式 「 $\mathrm{m}_{1}x-\mathrm{m}_{2}y=1$ 」 が解 $(\chi, y)$を持つた

めには、 $(\mathrm{m}_{1}, \mathrm{m}_{2})=1$ であることが必要十分条件である。 (注 3)

関はこのことをよく承知した上で、 敢えて $\mathrm{m}_{1\text{、}}\mathrm{m}_{2}$が互いに素でない場合を取り上げ、

まずml $\text{、}\mathrm{m}_{2}$ を互約し、互いに素である 2 数 $\mathrm{m}_{1}’$ $\text{、}\mathrm{m}_{2}^{/}$ に置き換えてから「剰一」を使え

ば良いとしていると思われる。

しかし、 例えば $(\mathrm{m}_{1}, \mathrm{m}_{2})\neq 1$ である $\mathrm{m}_{1\backslash }\mathrm{m}_{2}$を互約して $\mathrm{m}_{1}’\text{、}\mathrm{m}_{2}’$ に置き換えた後に

「剰一」 を使った場合、
その時の剰余方程式 「 $\chi\equiv r1$

$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{m}_{1}’)_{\text{、}}\chi\equiv r2$
$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{m}_{2}’)$ 」 $\ldots\ldots$ (4) が、

もとの剰余方程式 「 $\chi\equiv r1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{m}_{1})_{\text{、}}x\equiv r_{2}$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{m}_{2})$」 $\ldots\ldots(4)$ と同値

であるとは一般には云えない。剰余方程式 (4 ) が (4) と同値であるための必要十分条件

は、 「 $r1-r2\equiv 0$ (nod $(\mathrm{m}_{1\text{、}}\mathrm{m}_{2})$ )」 $\ldots\ldots\ldots\ldots(5)$である。

従って 「 $\chi\equiv r1$ (sod $\mathrm{m}_{1}$ ) $\text{、}\chi\equiv r\mathrm{g}$ (mod $\mathrm{m}_{2}$ )」が解を持つための

必要十分条件も条件 ( 5)である。

関が作った法 modulus が互いに素でない問題 4 題 I4. の $*$印)はすべてこの条件(5) を

満たしている。 この種の剰余方程式は、中国の算書では 『数書九章 $l$ (1247) に詳しい解法

と共に紹介されているのが始まりであり、 r孫子算経 4 (400年頃)
$\text{、}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$楊輝算法 $\mathrm{J}$ (1275)
、

『算法統宗 $\mathrm{j}$ (1592)などには 1 題も収められていないものである。

95. 関の「繭管術」と r数書九章 1 の「大桁総数術」
秦九龍の r数書九章」 (1247)は全 1噂からなり、その冒頭の第 1 巻、第 2 巻「大桁類」
は剰余方程式 9 題からなっている。 (注 4 ) 「大行類」の 9題はみな易、暦、測量などそ
れぞれに特色のある実際的な問題である。
最後の第 9 問余米推数 [ $\chi\equiv 1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 19)$

、
$\chi\equiv 14$ $($ mod $17)_{\text{、}}x\equiv 1$ (mod 12) 」 を

除く 8 題はすべて逐約 (互約)を必要とする問題で、それらの法mUulusは「互いに素でな

い」だけでなく、分数や小数、或いは桁の大きな数など多岐に渡っている。

例えば、第 5 問 $\dot{\text{分}}\ \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{原}\mathrm{A}\mathrm{A}5\mathrm{g}\delta \mathrm{f}/\vee I\mathrm{h}$

は、 「甲、乙、丙の 3 人が収穫し、等分した穀物をそれぞれ
異なる地方の解 (ます)を使って売った。甲は官解 (八斗三升入り)で売って三斗二升余し、

乙は安吉魅 (一石一斗入り)で売って七斗余し、丙は平江魅 (一石三斗五升入り)で売って三

斗余した。 このとき、 もとの穀物の量はいくらか」と問う問題である。

原文を合同式で表せば、
「 $x\equiv 0.32$ (N何 0. 83)

、
$x\equiv 0.70$ (m聞 1. 10)、 $x\equiv 0.30$ (n何 1. 35)」 となる。

これを同値な合同式
「 $x\equiv 32$ $($ mad $83)_{\text{、}}x\equiv 70(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 110)$

、
$x\equiv 30$ (mod 135)」 と置き換えて解いている。

一方、 r括要算法』 G712)以前の和算の世界では、『算法統宗 $\mathrm{J}$ をもとにしたと云われ

る『塵劫記\sim (吉田光由 1627)等で「百五減算」は広く知られていた。

しかし、 法が互いに素でない剰余方程式となると、星野実宣の $\mathrm{r}\underline{.}\Re^{\check{arrow}}’\Phi^{1f\mathrm{A}}\mathrm{f}\mathrm{f}^{\mathrm{b}\mathrm{z}}\theta’ 4$ (1672年) に

1 題「 $\chi\equiv$ 5 (mod 6). $\chi\equiv 7$ (mod 8) . $\chi\equiv 5$ (mod 10) 」 が紹介されているが、

ここでは答 95だけが書かれており解法は示されていない。 (注 5)
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このような状況の中で関は「剪管術」 としてそれぞれに特徴のある 9 題 (内 4 題は互約、
逐約を必要とする問題)を取り上げ、それらの明解な解法を示した。

その解法は、「互約・逐約」 –「剰一術」 – 「 $\blacksquare$管術」 という系統立てられた、整然とし

た流れの中で述べられている。

これは正に秦九藷が『数書九章 $\sim$ で、 「連環求等」 –「大行求一術」 –「大行総数術」

と名付け用いた解法の流れと呼応するものである。更に術の実質的組立てに於いても、例
えば関が「剰一術」で左右に拘泥するところなど、『数書九章 $\sim$ の「大行総数術」でも全
く同様の手続きで進められている。又、「製管術」以外の分野、例えば高次方程式の解法、

「ホーナー法」に於いても関の方法は 『数書九章』と基本的に同じだと云える。 (注 6)

以上の点から関孝和は『数書九章 $\sim$ 或いはその流れの書物を手にし、感化を受けていた
のではないかという推論が得られる。 それとも、時空の隔たりを超えた、数学的真理の必
然的帰結であるのだろうか。

多くの著述によって関は r数書九章』を見ていない、従って剰一術及ひ繭管術の解法を
示したのは関の独自の功績であるとされている。 (注 7)

例えば、『明治前日本数学史\sim (参考文献 $[\mathrm{B}2$ ])巻 1P358 では法が互いに素でない問
題を提示し「かかる場合を一般的に解いたのは関孝和である...... 」 とあり、 更に同書巻 2
P172 には「中国にあっては宋の秦加$\#$が数書九章で大行求一術なる名称の下に繭管術を
一般的に論じている。 しかし、 この書は我国に入った形跡がないから、孝和の研究は独自
のものである。」 (注 8) とある。 しかし、「我国に入った形跡がない」ことから直ちに
「実際に日本に伝来しなかった」と判断することは少なからず疑念の生ずるところである。
一方、 会田安明 (1747\sim 1817)はその著書 r豊島算経評林 4 の中で、関が中国より伝来の

書物を見て、 r括要算法\sim を書き、 自らの功績とし、 もとの書物を焼き捨てたと伝えて
いる。 (注 9)

事の真偽は定かではないが、会田の証言を否定する根拠として、 例えば『関孝和 $\mathrm{J}$ (参

考文献 $[\mathrm{B}3])\mathrm{P}11$ には 「 $\cdots$ この書 (r楊輝算法 $\sim$ 筆者注) こそ孝和が奈良で写し取ったも
のと断定されるが、孝和は楊輝算法を研究して、数字係数方程式の解法を完成した。 孝和
は写し取った本を焼き捨ててはいない $\circ\cdot$ .....孝和の学術を詳細に検討した結果、孝和には
楊輝算法のほかには写し取るべき算書のなかったことをわれわれは断言できる」とある。

或いは、同書の P238 には関が影響を受けた中国の算書は「楊輝算法と算学啓蒙の二書
でその他はほんの僅かに過ぎないことを知った」 とあるが、関が他の算書を見なかったと

する説得力のある論拠は示されていない。
関の写したものが基とされる r楊輝算法 $\sim$ が今日こ残されていることは、関が他の算書

を見ていない、或いは焼却していないということの根拠たり得ない。
更に、 もし『数書九章 $\sim$ であれ、他の算書であれ、関が手にし、学習した後に故意或いは

事故により焼失したとすれば、伝来した形跡が残っていないのは寧ろ自然なことである。
以上の考察によって、関が r数書九章 $\sim$ を見ていなかったと断定することには疑念を持

つものである。

又、不定方程式を一般的に解いたことが、関の功績とされていることについても検証の必
要があろう。何故なら、
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1, 法が互いに素でない問題を取り上げ互約、逐約することによる解法を示しているか、

それはあくまで条件 $i5$ )の下での問題に限定されている。

関自身は条件 (5 $\dot{j}$ の仕組みをある程度認識していた上で敢えて条件 $\mathrm{f}_{\mathrm{t}}’5\dot{)}$を満たす 4 題を
取り上げたとも考えられる。 しかし、条件 $(5’.)$そのものには全く触れておらず、 また

条件 (.
$\cdot$

5)を満たさない場合についての言及もない。

2. 去法を取り除くという点で法modulusで同じという意識が窺えるものの、最小の自然
数だけを答としていること。 (. この点は、中国数学の流れの中にある和算の限界か)

3, 少なくとも『括要算法 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ( $]$ $712\grave{)}$ に先んずること 450年以上の中国、南宋に於て秦九龍

が、互約、逐約を必要とする剰余方程式を扱い、その解法を示している。 しかも関の示

した解法は『数書九章』 と類似しており、秦のあげた 9 題の方が数値的にはるかに複雑
なものであった。

以上 3 点によって、不定方程式を一般的に解いたことを関孝和の功績とすることにも疑義
があると思われる。

\S 6. 結ひ
関孝和が『数書九章\sim 或いはその流れを汲む中国数学の何かを知り得ていたか否かは別

として、 たとえ関力 $\mathrm{a}^{\grave{\tau}}$

$\text{『}$数書九章] を見知っていたとしても『数書九章 $\mathrm{q}$ の「大行総数術」
と『括要算法] の「曹管術」は、解法こそ類似している点か多くあるが、それぞれの 9 題
は実に趣きの異なるものとなっている。

[数書九章 4 は易、暦をはじめとした具体的、実際的な問題を例とし、その数値は極め
て煩雑なものばかりである。
これに対して『括要算法』の 9 題はすべて完全に抽象化された問題であり、数値は 『数

書九章 4 と較べて平易なものはかりである。
しかし、『括要算法』では問題が一般化され、数値が単純、平易であるが故に、「剰一」

や「剪管術」の本質が却って際立ち、 明快に提示されていると云える。

このことこそ、 関の数学的資質を物語っているものであろう。
「数学」の本質とも云える一般化する力、抽象化する感性を関は備えていた。これが関

の心髄であり、 この抽象性の純度の高さによってこそ、 関は評価されるべきものである。
『数書九章』を見たか見ないか、何かを焼却したか否か、ということではなく、又、
「不定方程式の一般解を確立した」という過大評価でもなく、関の生きたその時代背景の
中にあって傑出した抽象数学の感性、 資質を持った数学者として敬意を表したいと考える
ものである。

注釈 ( $[\mathrm{A}11$は参考文献の [A 1]を表す)

(注 1) $[\mathrm{B}\dot{\omega}\supset]\mathrm{p}13\overline{|}$

$[\mathrm{B}2]$ 第 2 巻 p146 他
ただし、 p146に「刊行は正徳二壬辰年 (西紀 1702) 」 とある。

西紀垣 02は西紀 1712の誤り。
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$\mathrm{t}’\backslash$注 2 $\grave{)}$ 関孝和が『楊輝算法』を写本した年について。
「関孝和」の署名のある写本には奥付の記載の異なるものがある。薮内清氏所蔵であっ

た写本には「寛文突丑仲夏下 ${ }$日訂写屹」 とあり、石黒文庫の流れのもの、例えば [A3–

などには [寛文辛丑仲夏下 ${ }$日訂写胞」$|$ とある 1、 筆者も東京大学川原秀城氏の研究室で異
なる 2 つの奥付を偶然目にすることができた。
この奥付の中の 1 文字「発」と「辛」の違いは、寛文年間が寛文 13年 (突丑、 1673年.) の

9 月 2田に改元され延宝元年となったため、暦上は「寛文発丑」 はありえないものとの誤
解から「寛文辛丑」 (.寛文元年、 1661年.) と書き換えられて $\mathrm{t}$, まったのではないかとの推察

がある。 $\overline{\mathrm{L}}\mathrm{B}6$ ] $\mathrm{p}$

)$.0\iota 2$

仮に、 関孝和の生年を 1640年とすると、「寛文突丑」であれば、関 33才、 「寛文辛丑」

であれば関 21才のときに『楊輝算法』を写本したことになる。

(注 3) $[\mathrm{C}1]\mathrm{p}33\sim 34$

$[\mathrm{C}21\mathrm{p}133\sim 137$

$i$注 4) 第 3 巻天時類に収められている 1 題「治歴演紀」も不定方程式の問題であるが、
ここでは中国剰余定理を用いずに解いている。
$[\mathrm{C}4]\mathrm{p}593$ (川原秀城)

{.
$\cdot$

注 5.} $[\mathrm{B}2]$ 第 1 巻 $\mathrm{p}358$

[ $\mathrm{B}5$ -\rfloor 第 1 巻 (1) $\mathrm{p}90$

(注 6) 「. $\mathrm{B}?$ ] $\mathrm{p}126$

(注 7) $[\mathrm{B}2]$ 第 1 巻 $\mathrm{p}358$
、 第 2 巻 p7 、 $\mathrm{p}172$

$[\mathrm{B}3]\mathrm{p}176_{\backslash }[\mathrm{C}31$ $\mathrm{p}891$、他

(注 8) ここで「大行求–術」を「羽管術」に対応する名称としているのは誤りである。

秦の「大行求一術」は関の「剰一術」に当たる用語であり、「繭管術」 に対応
ずる 『数書九章 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ での用語は「大竹総数術 $-|$ である。

(注 9 $\grave{)}$ $[\mathrm{B}3]\mathrm{p}9$
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