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\S 1. $SL(2, \mathrm{R})$ 上のWhittaker 関数

(1.1) Maass form $fl_{1}=\{z=x+\sqrt{-1}y|y>0\}$ を上半空間, $G=SL(2, \mathrm{R}),$ $\Gamma=SL(2, \mathrm{Z})$

とする. $G$ は $\mathfrak{H}_{1}$ [こ 1 次分数変換で作用する: $g\langle z\rangle:=(az+b)/(cz+d),$ $g.=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in G$,

$z\in fl_{1}$ .
Definition Ll 以下の 3条件を満たす $\mathfrak{H}_{1}$ 上の $C^{\infty}$ 関数 $F$ を重さ $k(\in 2\mathrm{Z}\geq 0)$ の Maass form
という.

(i) $F( \gamma\langle z\rangle)=(\frac{cz+d}{|cz+d|})^{k}F(z)$ $\forall\gamma=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in\Gamma$ ,

(ii) $F$ は $fl_{1}$ 上の重さ $k$ の Laplacian の固有関数, すなわちある $\lambda\in \mathrm{C}$ が存在して,

$\Delta_{k}F=\lambda F$ ただし $\Delta_{k}=-y^{2}(\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}}{\partial y^{2}})+\sqrt{-1}ky\frac{\partial}{\partial x}$,

(iii) ある $N>0$ が存在して, $|F(z)|=O(y^{N})(yarrow\infty)$ .

Remark 1 $F$ が重さ $k$ の正則保型形式 $\Rightarrow y^{\frac{k}{2}}F$ は重さ $k$ の Maass form.

Remark 2(Maass 作用素 $Rk,$ $Lk$ )

$R_{k}= \sqrt{-1}y\frac{\partial}{\partial x}+y\frac{\partial}{\partial y}+\frac{k}{2}$, $L_{k}= \sqrt{-1}y\frac{\partial}{\partial x}-y\frac{\partial}{\partial y}+\frac{k}{2}$

とおくと, $R_{k},$ $L_{k}$ [ま重さ $k$ の Maass form をそれぞれ重さ $k+2,$ $k-2$ の Maass form !こうつし,
また, $\Delta_{k}=L_{k+2}\circ R_{k}-\frac{k}{2}(1+\frac{k}{2})=R_{k-2}\circ L_{k}+\frac{k}{2}(1-\frac{k}{2})$ が威り立つ.

(1.2) Maass form の Fourier 展開 $F$ を重さ $k$ の Maass form とする. Definition 11(i) より,
$F(z+1)=F(z)$ を満たすから, $F(z)= \sum_{n\in \mathrm{Z}}a_{n}(y)e^{2\pi\sqrt{-1}nx}$ と $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う Fourier展開を持つ. さら
に (ii) より, $\lambda=(1-\nu^{2})/4$ とおくと, $a_{n}(y)$ は以下の微分方程式を満たす.

(i) $n\neq 0$ のとき: $[ \frac{d^{2}}{dt^{2}}+\{-\frac{1}{4}+\frac{k/2}{t}+\frac{(1-\nu^{2})/4}{t^{2}}\}]$果 (t) $=0(t=4\pi|n|y)$ ,

(ii) $n=0$ のとき: $[y^{2} \frac{d^{2}}{dy^{2}}+\frac{1-\nu^{2}}{4}]a0(y)=0$ .

(i) の微分方程式はWhittakerの微分方程式と言われ, その 1 次独立な解は $\{M_{\frac{k}{2}\frac{\nu}{2}},(t), M_{\frac{k}{2}-\frac{\nu}{2}},(t)\}$

で与えられる. ここで $(a)_{n}=\Gamma(a+n)/\Gamma(a)$ と書くと,

M。(t) $=t^{(\nu+1)/2}e^{-t/2} \sum_{n=0}^{\infty}\frac{(\frac{1}{2}(\nu-k+1))_{n}}{(\nu+1)_{n}}\frac{t^{n}}{n!}$ .
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このうち, (iii) の増大条件に適合する解はW。$(t)(\sim\ovalbox{\tt\small REJECT}\sim(tarrow\otimes))$ で与えられ,
2 $2$

$W_{\frac{k}{2}\frac{\nu}{2}},(t)= \frac{\Gamma(-\nu)}{\Gamma(\frac{1}{2}(1-k-\nu))}M_{\frac{k}{2}\frac{\nu}{2}},(t)+\frac{\Gamma(\nu)}{\Gamma(\frac{1}{2}(1-k+\nu))}M_{\frac{k}{2}-\frac{\nu}{2}},(t)$

が成り立つ (Whittaker 関数については [11] などを参照). 以上により,

Proposition 12 重さ $k$ の Maass form $F$ は次のような Fourier 展開を持つ.

$F(z)=a_{F}x^{(\nu+1)/2}+b_{F}x^{(-\nu+1)/2}+ \sum_{n\in \mathrm{Z}\backslash \{0\}}a_{n,F}W_{\frac{k}{2}\prime\frac{\nu}{2}}(4\pi|n|y)$
.

(1.3) 群への持ち上げ Maass form $F$ という $\mathfrak{H}_{1}$ 上の関数から $G$ 上の関数 $f_{F}$ を構成する. よ

く知られているように, Iwasawa 分解 $G=NAK$,

$N=\{(\begin{array}{ll}1 x0 1\end{array})|x\in \mathrm{R}\},$ $A=\{$ $(^{a}$ $a^{-1)}|a>0\},$ $K=\{$ $\kappa_{\theta}=(\begin{array}{ll}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\theta \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta-\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\theta\end{array})\}$

が成り立つので $g\in G$ は

$g=(\begin{array}{ll}1 x0 1\end{array})(\sqrt{y} 1/\sqrt{y})\kappa_{\theta}$

と書ける. $g-\neq g\langle\sqrt{-1}\rangle=x+\sqrt{-1}y$ により, $G/K\cong fl_{1}$ を得る.

$J$ : $G\mathrm{x}fl_{1}arrow GL(1, \mathrm{C})=\mathrm{C}^{\mathrm{x}}$ を $J(g, z)=cz+d,$ $g=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})$ [こよって定義すると $J$ は保

型因子 [こなる, つまり $J(g_{1}g_{2}, z)=J(g_{1}, g_{2}\langle z\rangle)J(g_{2}, z)$ が成り立つ. $GL(1, \mathrm{C})$ の 1 次元表現 $\rho$

を $\rho(x)=(\frac{x}{|x|})^{k}$ によって定め, $\kappa_{\theta}-*e^{-\sqrt{-1}\theta}$ によって $K$ を $GL(1, \mathrm{C})$ の部分群とみなしたと

き, $\rho$ の $K$ への制限も $\rho$ と書く. さらに $J_{\rho}(g, z):=\rho(J(g, z))$ とおくと, $J_{\rho}$ も保型因子になる.

Proposition 13 $F\in C^{\infty}(\mathfrak{H}_{1}, \mathrm{C})$ ( $=\mathfrak{H}_{1}$ 上の $\mathrm{C}$ 値 $C^{\infty}$ 関数の空間) に対して, $G$ 上の関数 $f_{F}$

を

$f_{F}(g):=J_{\rho}(g, \sqrt{-1})^{-1}F(g\langle\sqrt{-1}\rangle)$

によって定める. $F\vdasharrow f_{F}$ は $\{F\in C"(\mathfrak{H}_{1}, \mathrm{C})|F(\gamma\langle z\rangle)=J_{\rho}(\gamma, z)F(z)\forall\gamma\in\Gamma, \forall z\in \mathfrak{H}_{1}\}$ と
$\{f\in C"(G, \mathrm{C})|f(\gamma gk)=\rho(k^{-1})f(g)\forall\gamma\in\Gamma, \forall g\in G, \forall k\in K\}$ の間の同型を $5|$ き起こす.

次に, 群へ持ち上げたときに Definition l.l(ii) の条件がどうなるか考える. $\mathfrak{g}=\epsilon 1(2, \mathrm{R})=$

$\{X\in M(2,\mathrm{R})|\mathrm{t}\mathrm{r}(X)=0\}$ を $G$ の Lie環とする. $\mathfrak{g}$ は $C^{\infty}(G)$ に $(Xf)(g):= \frac{d}{dt}|t=0f(g\exp tX)$

($X\in 9,$ $f\in C$“ (G)) で作用し, この作用は $\mathfrak{g}\mathrm{c}=\epsilon 1(2, \mathrm{C})$ の作用に自然に伸ひる. $U(9\mathrm{c})$ を $\mathrm{G}\mathrm{C}$

の.universal enveloping algebra とすると, 上の作用はさら (こ $U(\mathfrak{g}\mathrm{c})$ の作用まで (申ひ, $U(\mathfrak{g}\mathrm{c})$ は
$G$ 上の左不変微分作用素全体とみなせる. $\mathfrak{g}\mathrm{c}$ の $\mathrm{C}$ 上の基底は,

$H=-\sqrt{-1}(\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array})$ , $X= \frac{1}{2}(_{\sqrt{-1}}^{1}$ 幻, $\overline{X}=\frac{1}{2}(_{-\sqrt{-1}}^{1}$ 一屋
で与えられる. $Z(\mathfrak{g}\mathrm{c})$ を $U(\mathfrak{g}\mathrm{c})$ の中心とする. $C=H^{2}+2(X\overline{X}+\overline{X}X)$ とおくと, $Z(\mathfrak{g}\mathrm{c})=\mathrm{C}[C]$

となる. $C$ を Casimir 元という. $G$ の座標を上に述べたように入れておくと, $C$ の $C^{\infty}(G)$ への

作用は

$Cf=4[y^{2}( \frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}}{\partial y^{2}})-y\frac{\partial^{2}}{\partial x\partial\theta}]f$ $(f\in C^{\infty}(G))$
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と書 $t\mathrm{J}$ る. さら [こ $f(g\kappa\theta)=e^{\sqrt{-1}k\theta}f(g)$ から $\mathcal{T}\theta\partial f=\sqrt{-1}kf$ となるから, 結局 $Cf=-4\Delta_{k}f$ を

得る.

固有値について述べるために, まず $G$ の主系列表現 (principal series representation) につい
て思い出す. $M=\{\pm 1_{2}\}$ とすると, $B=MAN$ は $G$ の標準的な極小放物部分群. $\sigma$ : $Marrow\{\pm 1\}$

を $M$ の指標, $\nu\in,\mathrm{C}$ に対して $e^{\nu}$ : $Aarrow \mathrm{C}$ を $e^{\nu}(a)=\exp\nu(\log a)$ によって定める. このとき誘
導表現

$\pi_{\sigma,\nu}:=L^{2}- \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{B}^{G}(\sigma\otimes e^{\nu+1}\otimes 1_{N})$

を $G$ の主系列表現という. $Z(\mathfrak{g}\mathrm{c})$ はこの空間にスカラー倍で作用する (Schur の補題) ので, $\mathrm{X}\sigma,\nu$ :
$Z(\mathfrak{g}\mathrm{c})arrow \mathrm{C}$ という algebra homomorphism を得る. これを $\pi_{\sigma,\nu}$ の無限小指標 (infinitesimal
character) という. $\chi_{\sigma,\nu}(C)=\nu^{2}-1$ となることがわかるので, $\Delta_{k}F=\frac{1-\nu^{2}}{4}F\Leftrightarrow Cf_{F}=$

$\chi_{\sigma,\nu}(C)f_{F}$ となる. 以上のことを踏まえて, $G$ 上の Maass form を次のように定義する.

Definition 1.4 $f\in C^{\infty}(G, \mathrm{C})$ が, 重さ $\rho\in\hat{K}$ の Maass form であるとは次を満たすこと.

(i) $f(\gamma gk)=\rho(k^{-1})f(g)$ $\forall\gamma\in\Gamma,$ $\forall g\in G,$ $\forall k\in K$ ,

(ii) $Cf=\chi_{\sigma,\nu}(C)f$ ,

(iii) $f$ は緩増カ $\square$ , すなわちある $c>0$ と $N\in \mathrm{Z}\geq 0$ が存在して $|f(g)|\leq c|\mathrm{t}\mathrm{r}(^{t}gg)|^{N},$ $g\in G$ .
(1.4) $SL(2, \mathrm{R})$ 上のWhittaker 関数 再ひMaass form $f$ の Fourier展開を考える. $\eta$ を $G$ の

極大ベキ単部分群 $N$ の既約ユニタリ表現とする. 今の場合 $N$ はアーベル群だから $\eta$ は指標に
なり, ある定数 $c\in \mathrm{R}$ を用いて

$\eta((\begin{array}{ll}1 x0 1\end{array}))=\exp(2\pi\sqrt{-1}cx)$

と書ける.

$a_{\eta}^{f}(g):= \int_{\Gamma\cap N\backslash N}f(ng)\eta(n)^{-1}dn$

( $\eta$ に対する Fourier係数) とおくと, Fourier展開

$f(ng)= \sum_{\eta\in\hat{N},\eta|_{\Gamma}\equiv 1}a_{\eta}^{f}(g)\eta(n)$

を得る. Fourier係数 $a_{\eta}^{f}$ は次の性質を満たす.

(i) $a_{\eta}^{f}(ng)=\eta(n)a_{\eta}^{f}(g)$ $\forall n\in N,$ $\forall g\in G$ ,

(ii) $a_{\eta}^{f}(g\kappa_{\theta})=\rho(\kappa_{\theta})^{-1}a_{\eta}^{f}(g)(=e^{\sqrt{-1}k\theta}a_{\eta}^{f}(g))$ $\forall\kappa_{\theta}\in K,$ $\forall g\in G$ ,

(iii) $Ca_{\eta}^{f}=\chi_{\sigma,\nu}(C)a_{\eta}^{f}$ ,

(iv) 緩増加.

(i), (ii) およひ Iwasawa分解 $G=NAK$ から $a_{\eta}^{f}$ は $A$ への制限で決まり, (iii) から (1.2) で述べ
たものと同様の微分方程式を満たし,

$a_{\eta}^{f}(g)=a_{\eta}^{f}\cdot e^{2\pi\sqrt{-1}\mathrm{c}x}e^{\sqrt{-1}k\theta}W_{\frac{k}{2}\frac{\nu}{2}},(4\pi|c|y)$

となり, Fourier展開を得る. 上の $(\mathrm{i})-(\mathrm{i}\mathrm{v})$ を満たす $G$ 上の $C^{\infty}$ 関数を $G$ 上の (主系列)Whittaker
関数という.
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\S 2. $Sp(2, \mathrm{R})$ 上のWhittaker 関数

(2.1) $Sp(2, \mathrm{R})$ の構造 以下 $G$ を実 2 次シンプレクテイツク群とする:

$G=Sp(2, \mathrm{R})=\{g\in SL(4, \mathrm{R})|{}^{t}gJ_{2}g=J_{2}=(\begin{array}{ll}0 1_{2}-1_{2} 0\end{array})\}$ .

$G$ の極大コンパクト部分群は

$K=\{k(A, B)=(\begin{array}{ll}A B-B A\end{array})\in G|A,$ $B\in M(2, \mathrm{R})\}$

で与えられ, $K\ni k(A, B)\vdash*A+\sqrt{-1}B\in U(2)$ によって, ユニタリ群 $U(2)$ に同型にな
る. $GL(2, \mathrm{C})$ の有限次元既約表現 $\tau(\lambda_{1},\lambda_{2})$

を $\tau_{(\lambda_{1},\lambda_{2})}=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{\lambda_{1}-\lambda_{2}}\otimes\det^{\lambda_{2}}$ によって定義し
$(\dim\tau_{(\lambda_{1},\lambda_{2})}=\lambda_{1}-\lambda_{2}+1),$ $K\cong U(2)\mathrm{c}arrow GL(2, \mathrm{C})$ によって対応する $K$ の表現も $\tau(\lambda_{1},\lambda_{2})$

と

書くと,

$\hat{K}=\{\tau_{(\lambda_{1\prime}\lambda_{2})}|\lambda_{1}, \lambda_{2}\in \mathrm{Z}, \lambda_{1}\geq\lambda_{2}\}$ .

$G$ の極大ベキ単部分群は

$N=\{n(n_{0}, n_{1}, n_{2}, n_{3})=(^{1n_{1}0}+_{-n_{0}1}1)\cdot(\begin{array}{llll}1 n_{1} n_{2} 1 n_{2} n_{3} 1 1\end{array})|n:\in \mathrm{R}\}$ .
1

1
$n_{1}$ $n_{2}$

$n_{2}$ $n_{3}$

1
1

であって, $N$ のユニタリ指標 $\eta(1$ 次元でない既約表現も存在するが, ここでは指標の場合のみ
を考える) は, 実数 $c0,$ $c3$ を用いて

$\eta(n(n_{0}, n_{1}, n_{2}, n_{3}))=\exp\{2\pi\sqrt{-1}(c0n_{0}+c3n_{3})\}$

と書かれる. 本稿では $\eta$ が非退化である, すなわち $c_{0}c_{3}\neq 0$ と仮定する. $G$ の極大トーラスは

$A=$ { $a$ ( $a1$ , a2) $=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(a_{1}$ , a2 , $a_{1}^{-1},$ $a_{2}^{-1})|a_{i}>0$ }.

であって, $SL(2, \mathrm{R})$ のときと同様に Iwasawa分解 $G=NAK$ を得る.

(2.2) 主系列表現 $P_{0}=MAN$ を $G$ の標準的極小放物部分群の Langlands 分解とする. ただ
し $M=\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, \epsilon_{1}, \epsilon_{2})|\epsilon_{i}\in\{\pm 1\}\}$ . $\sigma$ : $Marrow\{\pm 1\}$ を $M$ の指標とする. $\nu=(\nu 1, \nu 2)\in$

$a^{*}\otimes {}_{\mathrm{R}}\mathrm{C}\cong \mathrm{C}^{2}$ $(a=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(A))$ [こ対して, $e^{\nu}$ : $Aarrow \mathrm{C}^{(1)}$ を $e^{\nu}$ ( $a(a_{1}$ , a2)) $=\exp(\nu_{1}(\log a_{1})+$

$\nu_{2}$ ( $\log$ a2) $)$ で定める. $\rho=(2,1)$ を制限正ルートの半分和とする. このとき誘導表現

$\pi_{\sigma,\nu}:=L^{2}- \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P_{0}}^{G}(\sigma\otimes e^{\nu+\rho}\otimes 1_{N})$

を $G$ の主系列表現という. $\pi_{\sigma,\nu}$ の $K$-type($\pi_{\sigma,\nu}|K$ に現れる $K$ の既約表現) は $\sigma$ で決まる:

Lemma 21([8, Proposition 32]) $\gamma_{1}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(-1, 1, -1,1),$ $\gamma_{2}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1, -1, 1, -1)$ とする.

(a) (i) $\sigma(\gamma_{1})=\sigma(\gamma_{2})=1$ のとき $\tau_{(\lambda,\lambda)}$ ( $\lambda$ は偶数) は $\pi_{\sigma,\nu}$ に重複度 1 で現れる.

(ii) $\sigma(\gamma_{1})=\sigma(\gamma_{2})=-1$ のとき $\tau_{(\lambda,\lambda)}$ ( $\lambda$ は奇数) は $\pi_{\sigma,\nu}$ に重複度 1 で現れる.

(b) $\sigma(\gamma_{1})=-\sigma(\gamma_{2})$ のとき $\tau_{(\lambda+1,\lambda)}$ は $\pi_{\sigma,\nu}$ に重複度 1 で現れる.
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Remark $\pi_{\sigma,\nu}$ の極小 $K$-type は, (a) (i) : $\tau(0,0)’(\mathrm{a})(\mathrm{i}\mathrm{i})$ : $\tau(\pm 1,\pm 1)’(\mathrm{b})$ : $\tau(1,0)’\tau(0,-1)$ .
(2.3) Whittaker 関数の定義

Definition 22 $(\tau^{*}, V_{\tau}*)\in\hat{K}$ を $G$ の主系列表現 $\pi_{\sigma,\nu}$
の $K$-type とする ( $\tau^{*}$ は $\tau$ の反傾表現,

$V_{\tau}*$ はその表現空間). $G$ 上の $C^{\infty}$ 関数 $w=w_{\eta,\tau}$ : $Garrow V_{\tau}$ が $K$-type $\tau^{*}$ に付随する主系列
Whittaker 関数であるとは以下を満たすこと.

(i) $w(ngk)=\eta(n)\tau(k)^{-1}w(g)$ $\forall(n, g, k)\in N\cross G\cross K$ ,

(ii) $Zw=\chi_{\nu}(Z)w$ $\forall Z\in Z(\mathfrak{g}\mathrm{c})$ .

Wh$($ \pi \sigma ,\mbox{\boldmath $\nu$}; $\eta,$ $\tau)$ を $K$-type $\tau^{*}$ に付随する主系列Whittaker 関数の空間とし, さらにその中で緩増
加となるもの全体を Wh$($ \pi \sigma ,\mbox{\boldmath $\nu$}; $\eta,$

$\tau)^{\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}}$ と書く.

Remark $G=SL(2, \mathrm{R})$ のときと同様に, (i) と Iwasawa 分解から $w\in \mathrm{W}\mathrm{h}(\pi_{\sigma,\nu}; \eta, \tau)$ は $A$ へ

の制限 $w|A$ で決まり, これを $w$ の radial part と呼ぶ.

Theorem 23([3], [2]) dimc Wh $($ \pi \sigma ,\mbox{\boldmath $\nu$}; $\eta,$ $\tau)=|W|(=8)$ ( $\mathrm{W}[]\mathrm{h}$ Weyl ffl), $\text{さら}|^{\vee}$.
dimc Wh $($ \pi \sigma ,\mbox{\boldmath $\nu$}; $\eta,$

$\tau)^{\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}}\leq 1$ ,

で, その唯一の元は (定数倍を除いて)Jacquet積分で書かれる:

$W_{\eta,\sigma,\nu}^{\tau}(g)= \int_{N}a(s_{0}^{-1}ng)^{\nu+\rho}\eta(n)^{-1}\tau(k(s_{0}^{-1}ng))dn$.

ここで, $s_{0}\in W$ は最長元 (今の場合 $J_{2}$ ), $g=n(g)a(g)k(g)$ は $g$ の Iwasawa分解.

(2.4) Whittaker 関数の満たす偏微分方程式系 $G=Sp(2, \mathrm{R})$ の場合, $Z(\mathfrak{g}\mathrm{c})\cong \mathrm{C}[C_{2}, C_{4}]$ で,

その生成元 $C_{2},$ $C_{4}$ はそれぞれ 2 次 (Casimir 元), 4次の元である. $C_{2},$ $C_{4}$ は共に Shift 作用素と
言われる微分作用素の合成で記述される. これはWhittalcer 関数の $K$-type のパラメータを動
かすもので, 1 変数の場合の Maass 作用素の拡張とみなせる. Miyazaki-Oda([8]) はこの Shift
作用素を具体的に計算して Whittaker 関数の満たすべき偏微分方程式系を得た. 以 T簡単のた
めに, $c_{0}=c_{3}=1$ とする (この仮定は一般性を失わない).

Theorem 24([8, Theorem 101]) $\sigma(\gamma 1)=\sigma(\gamma 2)$ とする. $\phi(a)$ を 1 次元 $K$-type $\tau_{(\lambda,\lambda)}$ に付随
する主系タリ Whittaker 関数の radial part とする. $y=(y_{1}, y_{2})=(a_{1}/a_{2}, a_{2}^{2}),$ $\phi(y)=y_{1}^{2}y_{2}^{3/2}\psi(y)$

とおき, $\partial_{i}=y_{i}^{\partial_{-}}Fy.\cdot(i=1,2)$ という記号を用いると

(i) $[ \partial_{1}^{2}+2\partial_{2}^{2}-2\partial_{1}\partial_{2}-(2\pi y_{1})^{2}-2(2\pi y_{2})^{2}+2\lambda(2\pi y_{2})]\psi(y)=\frac{1}{2}(\nu_{1}^{2}+\nu_{2}^{2})\psi(y)$,

(ii) $[(\partial_{1}+\lambda-1)(\partial_{1}-\lambda+1)(\partial_{1}-2\ +\lambda-1)(\partial_{1}-2\partial_{2}-\lambda+1)$

$+(2\pi y_{1})^{4}-2(2\pi y_{1})^{2}\{(\partial_{1}+1)(\partial_{1}-2\partial_{2}+1)-\lambda(\lambda-2)\}$

$-4\lambda(2\pi y_{1})^{2}(2\pi y_{2})-4(2\pi y_{2})(2\pi y_{2}-\lambda)(\partial_{1}+\lambda-1)(\partial_{1}-\lambda+1)]\psi(y)$

$=\{\nu_{1}^{2}\dashv\lambda-1)^{2}\}\{\nu_{2}^{2}-(\lambda-1)^{2}\}]\psi(y)$ .

Remark $\sigma(\gamma_{1})=-\sigma(\gamma_{2})$ の場合の微分方程式は, [8, Theorem 113] を参照.

\S 3. Whittaker 関数の明示公式

\S 2 に続き $\sigma(\gamma_{1})=\sigma(\gamma_{2})$ の場合のみを扱う. この場合 Shift 作用素によって, Whittaker 関数の
$K$-type のパラメータを $(\lambda, \lambda)\vdasharrow(\lambda\pm 2, \lambda\pm 2)$ と動かすことができるので $\lambda_{1}=\lambda_{2}=0,$ $\pm 1$ の

場合, すなわち極小 $K$-type の場合のみを考えれば十分であることがわかる.

70



( $3.\mathfrak{y}$ $M$-Whittaker 関数 Theorem $2\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の微分方程式系の確定特異点 $y_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT} y_{2}\ovalbox{\tt\small REJECT}\circ$ の周りで

の解を考える.

$\psi(y)=\sum_{m,n\geq 0}a_{m,n}(2\pi y_{1})^{m+\tau_{1}}(2\pi y_{2})^{n+\tau_{2}}$

とおくと, 特性根は

$( \tau_{1}, \tau_{2})=\{w(\nu_{1}, \frac{1}{2}(\nu_{1}+\nu_{2}))|w\in W\cong \mathfrak{S}_{2}\ltimes(\mathrm{Z}/2\mathrm{Z})^{2}\}$

$= \{(\epsilon_{1}\nu_{1}, \frac{1}{2}(\epsilon_{1}\nu_{1}+\epsilon_{2}\nu_{2})), (\epsilon_{2}\nu_{2}, \frac{1}{2}(\epsilon_{1}\nu_{1}+\epsilon_{2}\nu_{2}))|\epsilon_{1}, \epsilon_{2}\in\{\pm 1\}\}$ .

となる. $\lambda=0,$ $\pm 1$ のときに微分方程式系から決まる $a_{m,n}$ の間の差分方程式を解いて, 次を得
る. まず一般超幾何級数を次のように書く :

$\mathrm{p}qF(_{b_{1}’}a_{1},\cdot$. $.\cdot\cdot$

.
$,’ a_{p}b_{q}|z):= \sum_{n\geq 0}\frac{(a_{1})_{n}\cdots(a_{p})_{n}}{(b_{1})_{n}\cdots(b_{q})_{n}}\frac{z^{n}}{n!}$

Theorem 31 $(\lambda=0)\nu_{1},$ $\nu_{2},$ $\nu_{1}\pm\nu_{2}\not\in \mathrm{Z}$ とする.

$\psi_{\nu}^{0}(y)=y_{1^{1}}^{\nu}y_{2}2$
$- \nu\mapsto+\nu\sum_{m,n\geq 0}3F2(-n,$ $-m-^{\nu_{2}\nu_{2}}\lrcorner\nu_{22}+1\lrcorner,$$’ \mathrm{a}_{+1}m+\lrcorner+1|1)\frac{(\pi y_{1})^{2m}(\pi y_{2})^{2n}}{m!n!(^{\nu}[perp]\frac{-\nu_{2}}{2}+1)_{m}(_{2}^{\nu+\nu}\mapsto+1)_{n}}$

とおくと, $\{\psi_{w(\nu)}^{0}(y)|w\in W\}$ は Theorem 24 $(\lambda=0)$ の解空間の基底をなす.

Theorem 32 $(\lambda=\pm 1)\nu_{1},$ $\nu_{2},$ $\nu_{1}\pm\nu_{2}\not\in \mathrm{Z}$ とする.

$\psi_{\nu}^{\epsilon}(y)=y_{1}^{\nu_{1}}y^{\frac{\nu}{2}[perp]_{2}}\sum_{m,n\geq 0}+\infty(p_{m,n}+\epsilon q_{m,n}(\pi y_{2}))\frac{(\pi y_{1})^{2m}(\pi y_{2})^{2n}}{m!n!(_{2}\nu-\mapsto\nu+1)_{m}(_{2^{-\mathrm{a}}}\nurightarrow+\underline{\nu}+1)_{n}}$

とお $\langle$ . ここで,

$p_{m,n}=3F2(-n,$ $m+ \underline{\nu}+,’-\nu_{2}\frac{\nu+1}{\mapsto\not\in,2}-m-\mapsto+1\frac{\nu+1}{2}|1)$ ,

$q_{m,n}=- \frac{2(2m+\nu_{1}+1)}{(\nu_{1}+1)(\nu_{2}+1)}\mathrm{s}^{F_{2}}$ ( $-n,$
$m+^{\underline{\nu}_{\mapsto+3}},’-m\underline{\nu}_{2}\mathrm{B}\xi\nu_{2}-\mapsto+3$

一

$\underline{\nu}_{2}arrow-1|1$ ).
すると $\{\psi_{w(\nu)}^{\epsilon}(y)|w\in W\}$ は, Theorem 24 $(\lambda=\epsilon\in\{\pm 1\})$ の解空間の基底をなす.

Remark ここに出てくる一般超幾何級数 $3F2(1)$ はいずれも terminating であるが, $\Gamma$ 関数の

商にはならない. 同じ階数が 2 の群でも $SL(3, \mathrm{R})$ の場合には, もつと簡単で $\Gamma$ 関数の商になる

([1], [10], [6]).

(3.2) $W$-Whittaker 関数 $\lambda=0,$ $\pm 1$ の場合に Jacquet積分の radial part $W_{\nu}^{\lambda}(a)=W_{\eta,\sigma,\nu}^{\tau_{(\lambda,\lambda)}}(a)$

を具体的に書き Tすと以下のようになる:

$W_{\nu}^{0}(a)=(a_{1}a_{2})^{\nu_{1}+2} \int_{\mathrm{R}^{4}}\Delta_{1}^{-\nu_{1}+\nu_{2}-1}\Delta_{2}^{-\nu_{2}-1}\exp(-2\pi\sqrt{-1}(c_{0}n_{0}+c_{3}n_{3}))dn_{0}dn_{1}dn_{2}dn_{3}$ ,

$W_{\nu}^{1}(a)+W_{\nu}^{-1}(a)=2(a_{1}a_{2})^{\nu_{1}+2} \int_{\mathrm{R}^{4}}\Delta_{1}^{-\nu_{1}+\nu_{2}-1}\Delta_{2}^{-\nu_{2}-2}(n_{1}n_{3}-n_{2}^{2}-a_{1}^{2}a_{2}^{2})$

. $\exp(-2\pi\sqrt{-1}(c_{0}n_{0}+c_{3}n_{3}))dn_{0}dn_{1}dn_{2}dn_{3}$ ,

$W_{\nu}^{1}(a)-W_{\nu}^{-1}(a)=-2 \sqrt{-1}(a_{1}a_{2})^{\nu_{1}+2}\int_{\mathrm{R}^{4}}\Delta_{1}^{-\nu_{1}+\nu_{2}-1}\Delta_{2}^{-\nu_{2}-2}(a_{1}^{2}n_{3}+a_{2}^{2}n_{1})$
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. $\exp(-2\pi\sqrt{-1}(c0^{n}0+c3n3))dn0dn1dn2dn3$ .

ここで,

$\Delta_{1}=\{a_{1}^{4}a_{2}^{2}+a_{1}^{2}a_{2}^{4}n_{0}^{2}+a_{1}^{2}(n_{2}+n0n3)^{2}+a_{2}^{2}(n_{1}+n0n_{2})^{2}\}^{1/2}$ ,
$\Delta_{2}=\{a_{1}^{4}a_{2}^{4}+a_{1}^{4}n_{3}^{2}+2a_{1}^{2}a_{2}^{2}n_{2}^{2}+a_{2}^{4}n_{1}^{2}+(n_{2}^{2}-n_{1}n\mathrm{s})^{2}\}^{1/2}$ .

$G=Sp(2, \mathrm{C})$ の場合 [こ Proskurin ([9, pp.162-166]) はクラス IWhittaker 関数 ( $\sigma$ が trivial な
場合の極小 $K$-type に付随する Whittaker 関数で, 上の $W_{\nu}^{0}$ に相当) の Jacquet 積分を変形し,
その積分表示を得ている. 今の場合もそれとほぼ同様の計算をすることで以下の明示形を得る
ことができる.

Theorem 33 $c_{0}=c_{3}=1$ とする.

$W_{\nu}^{0}(y)= \frac{4\pi^{\underline{\theta}\nu}22[perp]+^{\nu}z_{+2}}{\Gamma(\frac{\nu+1}{2})\Gamma(^{\underline{\nu}_{2}}\mapsto^{+1})\Gamma(_{2}^{\nu+\nu\underline{+1}}\lrcorner \mathrm{A})\Gamma(\frac{\nu-\nu+}{2})}y_{1}^{2+\nu_{1}/2}y_{2}^{(3-\nu_{1})/2}$

. $\int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}K_{\nu_{1}/2}(2\pi y_{1}\sqrt{1+x+y})K_{\nu_{2}/2}(2\pi y_{2}\sqrt{(1+1/x)(1+1/y)})$

. $( \frac{x^{2}y^{2}}{1+x+y})^{\nu_{1}/4}(\frac{x(1+x)}{y(1+y)})^{\nu_{2}/4}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

Theorem 34 $c_{0}=c_{3}=1$ とする.

$W_{\nu}^{\epsilon}(y)= \frac{4\pi^{\frac{3\nu}{2}+_{2}^{2}+3}}{\Gamma(^{\frac{\nu+2}{2}})\Gamma(^{\frac{\nu+2}{2}})\Gamma(\frac{\nu+\nu+}{2})\Gamma(^{\frac{\nu-\nu}{2}\mapsto+1})}y_{1}^{(5+\nu_{1})/2}y_{2}^{2-\nu_{1}/2}$

. $[ \int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}K_{(\nu_{1}-1)/2}(2\pi y_{1}\sqrt{1+x+y})K_{(\nu_{2}+1)/2}(2\pi y_{2}\sqrt{(1+1/x)(1+1/y)})$

. $( \frac{x^{2}y^{2}}{1+x+y})^{\nu_{1}/4}(\frac{x(1+x)}{y(1+y)})^{\nu_{2}/4}(\frac{y(1+x)}{x(1+y)}(1+x+y))^{1/4}\frac{dx}{x}\frac{dy}{y}$

$+ \epsilon\int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}K_{(\nu_{1}-1)/2}(2\pi y_{1}\sqrt{1+x+y})K_{(\nu_{2}-1)/2}(2\pi y_{2}\sqrt{(1+1/x)(1+1/y)})$

. $( \frac{x^{2}y^{2}}{1+x+y})^{\nu_{1}/4}(\frac{x(1+x)}{y(1+y)})^{\nu_{2}/4}(\frac{x(1+y)}{y(1+x)}(1+x+y))^{1/4}\frac{dx}{x}\frac{dy}{y}]$

Remark Niwa ([7]) ではWe垣表現を用いて, SO $(\mathit{2}, 2)$ のWhittaker 関数から $Sp(2, \mathrm{R})$ のWhit-
taker 関数を構成し, Theorem 33 と同様の式を得ている (cf. [5]).

(3.3) $M$-Whittaker 関数と $W$-Whittaker関数の関係式 $W$-Whittaker関数を M-Whittaker
関数の線形結合で表す式は [3], [2] によって与えられているが, ここでは (3.1), (3.2) で得た明
示公式を用いより初等的な方法で求める (cf. [10]). まず $W_{\nu}^{*}(y)$ の Mellin 変換を計算し, その
Mellin-Barnes型積分表示を求める.

Proposition 35

$W_{\nu}^{0}(y)= \frac{4\pi^{\frac{3\nu}{2}[perp] z_{+2}}+^{\nu_{2}}}{\Gamma(^{\lrcorner}\nu_{2}\pm\underline{1})\Gamma(^{\nu_{2}+1}=)\Gamma(_{2}^{\nu \mathrm{L}^{\nu}\mathrm{B}^{1}}\lrcorner)\Gamma(^{\frac{\nu-\nu}{2}2\mathrm{L}^{1}})}$

$. \frac{y_{1}^{2}y_{2}^{3/2}}{(2\pi\sqrt-\neg 12}\int_{\sigma_{1}-\sqrt{-1}\infty}^{\sigma_{1}+\prime-1\infty}\int_{\sigma_{2}-\sqrt{-1}\infty}^{\sigma_{2}+\sqrt{-1}\infty}V_{\nu}^{0}(s)(\pi y_{1})^{-s_{1}}(\pi y_{2})^{-s_{2}}ds_{1}ds_{2}$ .
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$V_{\nu}^{0}(s)=2^{-4} \Gamma(\frac{s_{1}}{2})\Gamma(\frac{s_{1}+\nu_{1}}{2})\Gamma(\frac{s_{1}+\nu_{2}}{2})\Gamma(\frac{s_{1}-\nu_{2}}{2})$

. $\Gamma(\frac{s_{2}}{2}+\frac{\nu_{1}+\nu_{2}}{4})\Gamma(\frac{s_{2}}{2}-\frac{\nu_{1}+\nu_{2}}{4})\Gamma(\frac{s_{2}}{2}+\frac{\nu_{1}-\nu_{2}}{4})\Gamma(\frac{s_{2}}{2}-\frac{\nu_{1}-\nu_{2}}{4})$

. $( \Gamma(\frac{s_{1}+s_{2}}{2}+\frac{\nu_{1}+\nu_{2}}{4})\Gamma(\frac{s_{1}+s_{2}}{2}+\frac{\nu_{1}-\nu_{2}}{4}))^{-1}$

. $3F2( \frac{s+\nu}{\mapsto s+s2,2},s_{2}\mathrm{z}+\frac{\nu+\nu}{4},’ s_{2}A+^{\nu+\nu\underline{s}_{\lrcornerarrow+S}}[perp]_{\vec{4}2}++\frac{\nu-[perp]\nu\frac{-\nu}{4\nu}\mathrm{Z}}{4}|1)$

$=2^{-4} \Gamma(\frac{s_{1}+\nu_{1}}{2})\Gamma(\frac{s_{1}-\nu_{1}}{2})\Gamma(\frac{s_{1}+\nu_{2}}{2})\Gamma(\frac{s_{1}-\nu_{2}}{2})$

. $\Gamma(\frac{s_{2}}{2}+\frac{\nu_{1}+\nu_{2}}{4})\Gamma(\frac{s_{2}}{2}-\frac{\nu_{1}+\nu_{2}}{4})\Gamma(\frac{s_{2}}{2}+\frac{\nu_{1}-\nu_{2}}{4})\Gamma(\frac{s_{2}}{2}-\frac{\nu_{1}-\nu_{2}}{4})$

. $( \Gamma(\frac{s_{1}+s_{2}}{2}+\frac{\nu_{1}+\nu_{2}}{4})\Gamma(\frac{s_{1}+s_{2}}{2}-\frac{\nu_{1}+\nu_{2}}{4}))^{-1}$

. $3F2$ ( $\frac{\epsilon+s\lrcorner s_{2}}{2},+_{4\vec{2}}^{\underline{\nu}_{\llcorner}+\nu s+s}\underline{s}_{242}\mathrm{a}+\mapsto\nu-,\nu,\underline{\mathit{8}}2r\lrcorner$一一$-\nu[perp]_{\vec{4}}^{-\nu}\underline{\nu}_{4}\mapsto+\nu$ $|1$ ).
また $\sigma_{1},$ $\sigma 2$ は, 積分路が $V_{\nu}^{0}(s)$ のすべての極の右側になるようにとる.

Remark 上の $V_{\nu}^{0}$ の形から, $W_{\nu}^{0}$ の Weyl群の作用による対称性がわかる, すなわち定数倍を除
いて $W_{w(\nu)}^{0}(y)=W_{\nu}^{0}(y)(\forall w\in W)$ .

積分路を左に動かし, $V_{\nu}^{0}(s)$ の極での留数を足し合わせて次の定理を得る.

Theorem 36 $M_{\nu}^{0}(y)=y_{1}^{2}y_{2}^{3/2}\psi_{\nu}^{0}(y)$ とおくと,

$W_{\nu}^{0}(y)= \frac{\pi^{\underline{\mathrm{a}}_{22}}[perp]^{\nu\nu}+-z_{+2}}{4\Gamma(_{2}^{\nu+1}arrow)\Gamma(_{2}^{z\mathrm{a}+\underline{1}})\Gamma(_{2}^{\nu+}rightarrow \mathrm{B}\underline{+1})\Gamma(_{2}^{\nu}\lrcorner-\mathrm{A}\underline{+1})}$

.
$\sum_{w\in W}w(\Gamma(-\frac{\nu_{1}}{2})\Gamma(-\frac{\nu_{2}}{2})\Gamma(-\frac{\nu_{1}+\nu_{2}}{2})\Gamma(-\frac{\nu_{1}-\nu_{2}}{2}))M_{w(\nu)}^{0}(y)$

.

$\lambda=\pm 1$ の場合にも同様にして以下を得る.

Theorem 37 $M_{\nu}^{\epsilon}(y)=y_{1}^{2}y_{2}^{3/2}\psi_{\nu}^{\epsilon}(y)$ とおくと,

$W_{\nu}^{\epsilon}(y)=. \frac{\pi^{\frac{3\nu}{2}[perp] A}+^{\nu_{2}}+3}{4\Gamma(^{\nu}[perp]_{2}\pm)\Gamma(^{2\mathrm{u}_{2}+\underline{2}})\Gamma(\underline{+1})\Gamma(\underline{+1}),\sum_{w\in W}^{2}\epsilon^{\rho(w)}w(\mathrm{r}(-\frac{\nu_{1}-1\lrcorner\nu\dagger \mathrm{A}2}{2})\Gamma(-\frac{\nu_{2}-1\lrcorner\nu-\nu\vec{2}}{2})\Gamma}(-\frac{\nu_{1}+\nu_{2}}{2})\Gamma(-\frac{\nu_{1}-\nu_{2}}{2}))M_{w(\nu)}^{\epsilon}(y)$

.

ここで, $\rho(w)=w(\nu 1)w(\nu 2)/(\nu 1\nu 2)\in\{\pm 1\}$ .
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