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1 序

$d(n)$ を約数関数とし, $\Delta(x)$ を次で定義される誤差項とする:

$\Delta(x)=\sum_{n\leq x}d(n)-x(\log x+2\gamma-1)$
. (1.1)

ここで $\gamma$ は Euler 定数である. Dirichlet の約数問題とは, この誤差項 $\Delta(x)$ の最良評
価を求める問題である. 歴史的には, Dirichlet 自身により $\Delta(x)=O(x^{1/2})$ がまず最初
に得られ, その後いくつもの改良を重ね, 例えば評価

$\Delta(x)=O(x^{23/73}(\log x)^{461/146})$ (1.2)

が知られている. この評価は Huxley [2] によって得られたものである. また, $\Delta(x)$ の

平均値定理については, 例えば以下のような漸近公式が知られている:

$\int_{1}^{x}\Delta(u)du=\frac{1}{4}x+\frac{1}{2\sqrt{2}\pi^{2}}x^{3/4}\sum_{n=1}^{\infty}d(n)n^{-5/4}\cos(4\pi\sqrt{nx}-\frac{\pi}{4})+O(x^{1/4})$, (1.3)

$\int_{1}^{\prime x}\Delta(u)^{2}du=(\frac{1}{6\pi^{2}}\sum_{n=1}^{\infty}d(n)^{2}n^{-\mathrm{s}/2})x^{3/2}+O(x\log^{4}x)$ . (1.4)

これらの平均値の研究には 「予想 $\Delta(x)=O(x^{1/4+\epsilon})$ ( $\epsilon$ は十分小さい任意の正の実数)
の根拠を与える」 ということと共に「振動関数 $\Delta(x)$ の挙動を平均的に考察する」 と

いう意味も含まれている.
ここでは $\Delta(x)$ の平均値定理として上で取り扱ったものとは違う種類のものとして

$\sum_{n\leq x}\Delta(n)^{k}$

のタイプの平均値定理を考えていくことにする. ここで $x$ は $x>0$ である実数, $k$ は

(固定された) 任意の自然数とする. $k=1$ について, Vorono.i は

$\sum_{n\leq x}\Delta(n)=\frac{1}{2}x\log x+(\gamma-\frac{1}{2})x+O(x^{3/4})$
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を証明した. この式を見ると, $\Delta(n)$ の average order は (1.3) 式というよりはむしろ
(1.1) 式 (こ似ているといえる. すなわち 「 $\sum_{n\leq x}\Delta(n)$ と $\int_{1}^{x}\Delta(u)du$ がほぼ同じであ
る」 とは言えないこと (こなる. $k=2$ の場合 {こ $\vee\supset|_{\sqrt}$ )ては Hardy [1] は, $\sum_{n\leq x}\Delta(n)^{2}$ と
$\int_{1}^{x}\Delta(u)^{2}du$ の間の関係として次の式を証明した:

$\sum_{n\leq x}\Delta(n)^{2}=\int_{1}^{x}\triangle(u)^{2}du+O(x^{1+\epsilon})$ . (1.5)

この式と (1.4) 式より, $\sum_{n<x}\Delta(n)^{2}$ と $\int_{1}^{x}$ \Delta (x)2d。は同じ。rder $(=x^{3/2})$ を持って $\mathrm{A}$ 、

ることが分かる, すなわち $\overline{k}=2$ の場合は, $k=1$ の場合とは異なり離散型平均と連続
型平均の挙動は「同じものである」 と言っても良いことになる.
ここで, まず (1.5) 式の誤差項の挙動についてさらに詳しく見ることにする. すると

以下の theorem を証明することができる:

Theorem 1. $\Delta(x)$ を (1.1) 式で定義される誤差項とする. このとき $x\geq 2$ に対して

$\sum_{n\leq x}\Delta(n)^{2}=\int_{1}^{x}\Delta(u)^{2}du+\frac{1}{6}x\log 2x+c_{1}x\log x+c_{2}x+\{\begin{array}{l}O\Omega_{\pm}\end{array}\}(x^{3/4}\log x)$

が成立する. ここで係数 $c_{j}$ は $c_{1}=(8\gamma-1)/12,$ $c_{2}=(8\gamma^{2}-2\gamma+1)/12$ とする.

次に, $\triangle(x)^{k}(k\geq 3)$ の離散型平均と連続型平均の差について考えていく. 例えば,

$\sum_{n\leq x}\Delta(n)^{k}=\int_{1}^{x}\triangle(u)^{k}du+O(x^{(k+3)/4+\text{\’{e}}})$ $(3\leq k\leq 9)$

となることが容易に分かるが, $k=3$ については上式の誤差項は更に精密なものに置き
換えることができる. すなわち:

Theorem 2. $x\geq 2$ 1こ対して

$\sum_{n\leq x}\Delta(n)^{3}=\int_{1}^{x}\Delta(u)^{3}du+c_{3}x^{3/2}\log x+O(x^{3/2})$

となる. ここで $c_{3}$ はある定数である.

約数問題では, (1.1) 式の代わりに, 次の式で定義される誤差項 $\tilde{\Delta}(x)$ を $\triangle(x)$ の定
義として用いることがある:

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(x)=\sum_{n\leq x}d(n)-x’(\log x+2\gamma-1)-\frac{1}{4}$ . (1.6)

ここで記号 $\sum_{n\leq x}’$ は $x$ が整数のときは $d(x)$ を $d(x)/2$ にすることを示す記号である.
$\overline{\Delta}(x)$ が (1.2) 式のような評価を持っことは $d(n)\ll n^{\epsilon}$ より明らかである. また平均値
定理に関しては

$\int_{1}^{x}\triangle(u)du=\sim\frac{1}{2\sqrt{2}\pi^{2}}x^{3/4}\sum_{n=1}^{\infty}d(n)n^{-5/4}\cos(4\pi\sqrt{nx}-\frac{\pi}{4})+O(x^{1/4})$
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がわかる. $\int_{\underline{1}}^{x}\triangle(u)^{2}du-$ については (1.4) 式と同じ漸近公式が戒立することもわかる.
ここで, $\Delta(n)^{k}$ の average order を $k=1,2$ の場合について考えてみると, 以下の

theorem を得ることができる.

Theorem 1’. $x\geq 2$ に対して

$\sum_{n\leq x}\overline{\Delta}(n)=\{\begin{array}{l}O\Omega_{\pm}\end{array}\}(x^{3/4})$ ,

$\sum_{n\leq x}\sim\triangle(n)^{2}=\int_{1}^{x}\triangle(u)^{2}du-\frac{1}{4\pi^{2}}x\log 3x+c_{4}x\log 2x+c_{5}x\log x+c_{6^{X}}$

$+\{\begin{array}{l}O\Omega_{\pm}\end{array}\}(x^{3/4}\log x)$

が成立する.

従って, この theorem より, $\sum_{n\leq x}\Delta(n)$ と $\sum_{n\leq x}\tilde{\Delta}(n)$ の間の関係は $\int_{1}^{x}\Delta(u)du$ と

$\int_{1}^{x}\overline{\Delta}(u)du$ のそれと非常 (こ似ていることがわかる . また, $\sum_{n<x}\overline{\Delta}(n)^{2}$ と $\sum_{n<x}\triangle(n)^{2}$

の挙動は同じものであるがこれらの average order のそれぞ iと $\int_{1}^{x}\triangle(u)^{2}du$ との差は
全く違うものであるという事が見て取れる.

2 証明の準備

以下, $\Xi$ は十分小さい任意の正の実数, $k$ は (固定された) 任意の自然数とし, 記号
$O()$ , $\Omega_{\pm}$ に含まれる定数は $\epsilon,$

$k$ にのみ依存するものとする. 実数 $x$ に対し, $\psi(x)$ を

$\psi(x)=x-[x]-1/2$ で定義する ( $[x]$ は $x$ を越えない最大の整数を表す).

主結果の証明の準備として, まずは, 誤差項の average order &こ対する恒等式を一般
的な設定のもとで考えてみる. $f(n)$ を (任意の) 数論的関数とし, $E(x)$ を

$E(x)= \sum_{n\leq x}f(n)-g(x)$
, (2.1)

で定義する. ここで, $g(x)$ はある関数とする 1. この関数 $E(x)$ の average order &こ関す
る漸近公式は [7, Lemma], [3, Lemma 1] などにおいて, $g(x)$ の微分に関する種々の仮
定の下で得られている. ここでは) 一般の $k$ に関する $E(n)^{k}$ の average order について
の恒等式を考えることにする:

Lemma 1. $E(x),$ $g(x)$ を (2.1) 式で定義される関数とし, また $g(x)$ は 1 回連続微分可
能であると仮定する. このとき任意の自然数 $k$ に対して

$\sum_{n\leq x}E(n)^{k}=(\frac{1}{2}-\psi(x))E^{k}(x)+\int_{1}^{x}E(u)^{k}du+k\int_{1}^{x}(\frac{1}{2}-\psi(u))g’(u)E(u)^{k-1}du$

が成り立つ.

1特に本稿では, $g(x)$ は 1 回連続微分可能としておく.
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この lemma は帰納法を用いることで証明することができる
次に $\Delta(x)$ を $\psi-$関数の和で書き表すことを考える. 良く知られているように

$\Delta(x)=-2\sum_{n\leq x^{1/2}}\psi(\frac{x}{n})+O(1)$

が戒り立つが, この式の誤差項 $O(1)$ は我々の目標に対しては大きすぎる. さらに,
Theorem 2 の証明に対してはこの部分の微分に対する漸近公式も用いる必要がある.
そこで, 以下の lemma を用いることにする:

Lemma 2. $R(x)\text{を}$

$\Delta(x)=-2\sum_{n\leq x^{1/2}}\psi(\frac{x}{n})+R(x)$

で定義する. このとき

$R(x)=-4 \psi_{1}(x^{1/2})+\frac{1}{4}+O(x^{-1/2})$ , (2.2)

$R’(x)=-2x^{-1/2} \psi(x^{1/2})+\frac{1}{4}x^{-1}+O(x^{-3/2})$ (2.3)

となる. ここで $\psi_{1}(x)$ は $\psi_{1}(u)=\int_{1}^{u}\psi(t)dt$ とする.

この lemma は Euler-Maclaurin の和公式, Dirichlet の “hyperbola method”, 及び,
公式 $\psi(u)^{2}=2\psi_{1}(u)+1/4$ と

$\int_{1}^{y}\psi_{1}(u)du=\frac{1}{12}y+O(1)$ (2.4)

を用いることにより容易に証明することができる.
さらなる準備として, $\psi-$関数を含むいくつかの積分に対する積分公式を考える.

Lemma 3. $y\geq 1$ なる実数 $y$ と自然数 $n$ に対して

$\int_{1}^{y}\psi(u)\psi(\frac{u}{n})du=\frac{1}{12n}y-\frac{1}{6n}\psi(y)^{3}+\frac{1}{2}\psi(y)^{2}\psi(\frac{y}{n})-\frac{1}{8}\psi(\frac{y}{n})$

$+ \frac{1}{24n}\psi(y)-\frac{1}{12n}$

が成立する. 2

2実際は, Theorem 1 の証明に対しては Lemma 3 のような明示公式でなく漸近公式

$\int_{1}^{y}\psi(u)\psi(\frac{u}{n})du=\frac{1}{12n}y+O(1)$ (2.5)

を用いれば十分である. しかしながら, Theorem 2 の証明に対して, 特に次の lemma を証明するのに対
して, Lemma 3 の明示公式を用いることが必要になる.
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Lemma 4. $y\geq 1$ なる実数 $y,$ $n_{1}\leq n_{2}$ なる自然数 $n_{1},$ $n_{2}$ に対して

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{y}\psi(u)\psi(\frac{u}{n_{1}}\models(\frac{u}{n_{2}})du=\frac{n_{2}}{24n_{1}}\psi(\frac{y}{n_{2}})^{2}-\frac{n_{2}}{96n_{1}}+O(1)$ .

Lemma 3 は $\psi$-関数の定義と部分積分により, また Lemma 4 は Lemma 3 と公式

$\int_{1}^{y}u\psi(u)\psi(\frac{u}{n})du=\frac{1}{24n}y^{2}-\frac{1}{6n}y\psi(y)^{3}+\frac{1}{2}y\psi(y)^{2}\psi(\frac{y}{n})-\frac{1}{8}y\psi(\frac{y}{n})+\frac{1}{24n}y\psi(y)$

$+ \frac{1}{12n}\psi(y)^{4}-\frac{1}{48}n\psi(\frac{y}{n})^{2}+\frac{1}{192}n-\frac{7}{192}-\frac{1}{6}\psi(y)^{3}\psi(\frac{y}{n})$

$+ \frac{1}{24}\psi(y)\psi(\frac{y}{n})+\frac{1}{16}\psi(\frac{y}{n})^{2}-\frac{1}{16n^{2}}-\frac{1}{24n}\psi(y)^{2}+\frac{3}{64n}$

を用いて証明される.

3Theorem 1 と Theorem 2 の証明の概略

この章で, Theorem 1 と 2 の証明の概略を述べる. まず Theorem 1 について考え
る. Lemma 11こおいて $k=2,$ $E(x)=\Delta(x)$ (よって $g(u)=u(\log u+2\gamma-1)$ となる)
とおく. このとき, 評価 $\Delta(x)=O(x^{1/3})$ を用いると

$\sum_{n\leq x}\Delta(n)^{2}=\int_{1}^{x}\triangle(u)^{2}du-2\int_{1}^{x}\psi(u)(\log u+2\gamma)\Delta(u)du$

$+ \int_{1}^{x}(\log u+2\gamma)\Delta(u)du+O(x^{2/3})$

$= \int_{1}^{x}\Delta(u)^{2}du+T_{1}+T_{2}+O(x^{2/3})$ ,

を得る. $T_{1},$ $T_{2}$ の漸近公式を考える. $T_{2}$ については, (1.3) 式と部分積分により

$T_{2}= \frac{1}{4}x(\log x+2\gamma-1)+\frac{1}{2\sqrt{2}\pi^{2}}x^{3/4}\log x\sum_{n=1}^{\infty}d(n)n^{-5/4}\cos(4\pi\sqrt{nx}-\frac{\pi}{4})$

$+O(x^{3/4})$

を得る. $T_{1}$ について, Lemma 2 の式を代入すると

$T_{1}=4 \sum_{n\leq x^{1/2}}\int_{n^{2}}^{x}\psi(u)\psi(\frac{u}{n})(\log u+2\gamma)du+O(x^{1/2}\log x)$

となる. ここで, 部分積分及び Lemma 3(正確には, 注 2 の (2.5) 式) より

$\int_{n^{2}}^{x}\psi(u)\psi(\frac{u}{n})(\log u+2\gamma)du=\frac{1}{12n}x\log x+\frac{1}{12n}(2\gamma-1)x-\frac{1}{6}n\log n$

$- \frac{1}{12}(2\gamma-1)n+O(\log x)$
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となるので, この式を $T_{1}$ の積分部分に代人し, Euler-Maclaurin の和公式を適用すると

$T_{1}= \frac{1}{6}x\log^{2}x+\frac{1}{3}(2\gamma-1)x\log x+\frac{1}{3}(2\gamma^{2}-2\gamma+1)x+O(x^{1/2}\log x)$

を得る. 従って

$\sum_{n\leq x}\Delta(n)^{2}=\int_{1}^{x}\Delta(u)^{2}du+\frac{1}{6}x\log^{2}x+c_{1}x\log x+c_{0}x$

$+ \frac{1}{2\sqrt{2}\pi^{2}}x^{3/4}\log x\sum_{n=1}^{\infty}d(n)n^{-5/4}\cos(4\pi\sqrt{nx}-\frac{\pi}{4})+O(x^{3/4})$ ,

を得る. ここで定数 $c_{1},$ $c_{2}$ は Theorem 1 中で定義されているものである. この式より
Theorem 1 の誤差項の $O$-評価は直ちに従う. また, $\Omega$-評価は [4, (1.7) 式] から直ちに
導かれる. すなわち, Theorem 1 は証明された.

次に, Theorem 2 の証明について考える. Lemma 1 において, $k=3,$ $E(u)=\Delta(u)$

とおく. このとき, (1.4) 式を利用すると

$\sum_{n\leq x}\Delta(n)^{3}=\int_{1}^{x}\triangle(u)^{3}du+U+\frac{3}{2}Cx^{3/2}\log x+O(x^{3/2})$

が得られる. ここで $C$ は (1.4) 式の主要項の係数であり, また

$U=-3 \int_{1}^{x}\psi(u)(\log u+2\gamma)\Delta(u)^{2}du$

である. 以下, この関数の変形を考えてい $\langle$ . Lemma 2 より

$U=-12 \int_{1}^{x}\psi(u.)(\log u+2\gamma)\sum\sum\psi(\frac{u}{m_{1}})\psi(\frac{u}{m_{2}})du$

$m_{1},m_{2}\leq u^{1/2}$

+12 $\sum_{m\leq x^{1/2}}\int_{m^{2}}^{x}R(u)(\log u+2\gamma)\psi(u)\psi(\frac{u}{m})du+O(x^{1/2}\log x)$

$=U_{21}+U_{22}+O(x^{1/2}\log x)$ .

関数 $U_{22}$ に対しては, (2.2), (2.3), (2.5) 式と評価 $R(x)=O(1)$ より $U_{22}=O(x\log^{2}x)$

が得られる. $U_{21}$ については

$U_{21}=- \log x\sum_{m\leq x^{1/2}}\psi(\frac{x}{m})^{2}m\log m+O(x\log 2x)$

が Lemma 3, Lemma 4, 公式 $\psi(u)^{2}=2\psi_{1}(u)+1/4$ など{こより得られる. また

$\int_{1}^{x^{1/2}}u^{-2}\psi(\frac{x}{u})\sum_{m\leq v}m\log mdu=O(\log^{2}x)$
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より $U_{21}\ovalbox{\tt\small REJECT} O(x\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}’ x)$ となるので Theorem 2 を得ることができる.

4Theorem $\mathrm{P}$ の証明

まずは (1.6) 式において $x=m\in \mathbb{N}$ とすると

$\tilde{\Delta}(m)=\triangle(m)-\frac{1}{2}d(m)-\frac{1}{4}$ (4.1)

がわかる. この式を利用すると

$\sum_{n\leq x}\sim\triangle(n)=\frac{1}{2\sqrt{2}\pi^{2}}x^{3/4}\sum_{n=1}^{\infty}d(n)n^{-5/4}\cos(4\pi\sqrt{nx}-\frac{\pi}{4})+O(x^{1/3})$

を得る. 従ってこの式より $k=1$ のときの Theorem 1’ を証明することができる.
$k=2$ については, まず (4.1) 式より

$\sum_{n\leq x}\tilde{\Delta}(n)^{2}=\sum_{n\leq x}\Delta(n)^{2}+\frac{1}{4}\sum_{n\leq x}d(n)^{2}-\sum_{n\leq x}d(n)\Delta(n)-\frac{1}{2}\sum_{n\leq x}\Delta(n)$

$- \frac{1}{4}x\log$ $x+ \frac{1}{16}(5-8\gamma)x+O(x^{1/3})$

となることがわかる. この式の右辺第 1,4 項は Lemma 1 より漸近公式が分かり, 右
辺第 2 項は良く知られているように漸近公式として書き下すことができる. 右辺第 3
項について考えると

$\sum_{n\leq x}d(n)\Delta(n)=\frac{1}{2}\sum_{n\leq x}d(n)^{2}+\int_{1}^{x}(\log u+2\gamma)\triangle(u)du+O(x^{3/2})$

となり, やはり漸近公式として書き下すことが可能である. (右辺の積分に関しては 3
章で扱っている ) よって $k=2$ についても Theorem 1’ の主張は証明することができ
る. 3

5 双曲型領域へのある種の応用

Dirichlet の約数問題は双曲領域 $\xi\eta\leq x$ における格子点問題に対応している. ここ
では, 上述の種々の結果の, 双曲型領域へのある種の応用として 2 種類の応用を考えて
いくことにする.

3一般の $k$ について $\sum_{n<x}\tilde{\Delta}(n)^{k}$ を考える. 特に $k=3$ について考えてみると $\sum_{n<x}d(n)^{2}\Delta(n)$ の

漸近公式を用いる必要が出そくる. しかしこの和は 2 章 (Lemma 1) のような方法では取り扱うことがで
きないため, $\sum_{n\leq x}\overline{\Delta}(n)^{3}$ の漸近公式を得ることができなかった. 同様に一般の $k$ については

$\sum_{n\leq x}d(n)^{b}\Delta(n)^{a}$

$(1 \leq a\leq k-1,1\leq b\leq k-a)$ の漸近公式を求めることが必要となる.
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5.1 領域 $\xi^{2}-\eta^{2}\leq x$ への応用

$\rho(n)$ を自然数 $n$ を $n_{1}^{2}-n_{2}^{2}=n$ (ただし, $(n_{1},$ $n_{2})\in \mathbb{N}\cross \mathbb{Z}$) と書き表す方法の数を
示す数論的関数とする. この関数に対して, $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{i}\acute{\mathrm{n}}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}[8]$ は

$\rho(n)=d(n)-2d(\frac{n}{2})+2d(\frac{n}{4})$

を示した. ここで, $d(x)$ は $x$ が整数のときには約数関数を表し, それ以外のときは 0 を

表すものとする. さらに, $\theta(x)$ を $\sum_{n\leq x}p(n)$ から生じる誤差項とすると, $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{i}\acute{\mathrm{n}}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}$ の

恒等式より

$\theta(x)=\Delta(x)-2\triangle(\frac{x}{2})+2\Delta(\frac{x}{4})$ (5.1)

となることが分かる. (5.1) 式は, $\theta(x)$ の挙動が $\Delta(x)$ のそれと密接な関係にあること
を支持しているものである. 例えば, 上からの評価に関しては (1.2) 式から直ちに

$\theta(x)=O(x^{23/73}(\log x)^{461/135})$

なるものが得られる事が分かる. また $\theta(x)$ の下からの評価, 特に \Omega -結果に対しては
K\"uhleitner [5] [6] により $\triangle(x)$ における結果の類似の結果が証明されている.

$\theta(x)$ の平均値に対しては, 例えば (1.3) 式および (5.1) 式より直ちに

$\int_{1}^{x}\theta(u)du=\frac{1}{4}x+\frac{1}{\pi^{2}}x^{3/4}\sum_{n=1}^{\infty}d(n)n^{-5/4}\{\frac{1}{2\sqrt{2}}\cos(4\pi\sqrt{nx}-\frac{\pi}{4})$

$- \frac{1}{2^{1/4}}\cos(2\pi\sqrt{2nx}-\frac{\pi}{4})+\cos(2\pi\sqrt{nx}-\frac{\pi}{4})\}+O(x^{1/4})$ (5.2)

となることが見れる. また, Theorem 1 の結果の拡張として次の theorem を得ること
ができる.
Theorem 3. $x\geq 2$ に対して

$\sum_{n\leq x}\theta(n)^{2}=\int_{1}^{x}\theta(u)^{2}du+\frac{1}{12}x\log^{2}x+c_{7}x\log x+c_{8}x+O(x^{3/4}\log x)$

ここで 9 は C7 $=(20\gamma-7)/12,$ $c_{8}=(4\gamma^{2}+2\gamma+3)/12$ で定義する.

この theorem は Theorem 1 における $O$-評価と同様に証明することができる. 実
際, Lemma 1 を利用すると

$\sum_{n\leq x}\theta(n)^{2}=\int_{1}^{x}\theta(u)^{2}du+\int_{1}^{x}(\log u+2\gamma)\theta(u)du$

-2 $\int_{1}^{x}\psi(u)(\log u+2\gamma)\theta(u)du+O(x^{2/3})$
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を得る. 右辺第 2 の積分は (52) 式を利用することによって漸近公式を導くことが可能
である. また, 右辺第 3 の積分は

$\int_{1}^{x}\psi(u)(\log u+2\gamma)\Delta(\frac{u}{2^{j}})du$ $(j=0,1,2)$

のタイプの積分の計算に帰着されるが, これらの積分は 3 章の手法を適用することに
よって, やはり漸近公式を導くことができる. 結果,

$\sum_{n\leq x}\theta(n)^{2}=\int_{1}^{x}\theta(u)^{2}du+\frac{1}{12}x\log^{2}x+\frac{1}{12}(20\gamma-7)x\log x+\frac{1}{12}(4\gamma^{2}+2\gamma+3)x$

$+ \frac{1}{\pi^{2}}x^{3/4}\log x\sum_{n=1}^{\infty}d(n)n^{-5/4}\{\frac{1}{2\sqrt{2}}\cos(4\pi\sqrt{nx}-\frac{\pi}{4})$

$- \frac{1}{2^{1/4}}\cos(2\pi\sqrt{2nx}-\frac{\pi}{4})+\cos(2\pi\sqrt{nx}-\frac{\pi}{4})\}+O(x^{3/4})$ (5.3)

が得られ, Theorem 3 の証明が終わる. 4

5.2 双曲 $\Delta \mathrm{T}\mathrm{F}$域にわたる平均の取り方における average orders
4 章で $\sum_{n<x}d(n)\triangle(n)$ に関する公式を用いたが, この式は「ある種の双曲領域をわた
る和についての誤差項 $\Delta(x)$ の平均値」 というものに, ある意味対応している. それは

$\sum_{n\leq x}d(n)\triangle(n)=\sum_{mn\leq x}\Delta(mn)$

なる関係式から言えることである. ここで, この式の一般化として $\sum_{mn\leq x}\Delta(mn)^{k}$ に

対する公式, すなわち $\sum_{n\leq x}d(n)\triangle(n)^{k}$ について考える. しかしながら更に一般的な設
定として

$\sum_{n\leq x}f(n)E(n)^{k}$

型の和に関する明示公式を考える. これに関して, 以下の公式を導くことができる:

Lemma 5. $E(x),$ $g(x)$ を (2.1) 式で定義される関数とし, また $g(x)$ は 1 回連続微分可
能であると仮定する. このとき任意の自然数 $k$ に対して

$\sum_{n\leq x}f(n)E(n)^{k}=\frac{(-1)^{k+1}}{k+1}\sum_{n\leq x}f(n)^{k+1}+\frac{1}{k+1}E(x)^{k+1}+\frac{(-1)^{k+1}}{k+1}g(1)^{k+1}$

$+ \int_{1}^{x}g’(u)E(u)^{k}du+F_{k}(x)$

$4\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}1$ の $\Omega\pm$-評価の類似をこの場合について求めるためには (5.3) 式の無限級数が $\Omega_{\pm}(1)$ で

あることを示す必要がある. しかしながら現在のところ, $\Omega_{\pm}$ -評価を与える $x$ の取り方を求めることがで
きていないため, Theorem 1 の \Omega \pm -評価の類似をこの場合に求めることができていない.
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が成り立つ. ここで, 関数 $\ovalbox{\tt\small REJECT}(x)$ は $\ovalbox{\tt\small REJECT}(x)\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ , また $k\ovalbox{\tt\small REJECT} 2$ に対しては $c’(2)\ovalbox{\tt\small REJECT} k/2$ ,
$c_{k}(k)\ovalbox{\tt\small REJECT}(-\mathrm{D}^{k}(k\ovalbox{\tt\small REJECT} 2)$ ,

$c_{k}(a)= \frac{k}{k+1}\{c_{k-1}(a)-c_{k-1}(a-1)\}$

$(3\leq a\leq k-1, k\geq 4)$ と定義した $c_{k}(a)$ を用いて

$F_{k}(x)= \sum_{a=2}^{k}c_{k}(a)\sum_{n\leq x}f(n)^{a}E(n)^{k+1-a}$

と定義されるものである.

この lemma も帰納法を用いることにより容易に証明される.
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