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1. 序論

実数 $\alpha$ の単純連分数展開 $\alpha=[a_{0}; a_{1}, a_{2}, \ldots]$の第 n近似を p、/qn $=[a_{0} ; a_{1}, \ldots, a_{n}]$ で表

す。 $p_{n}$ たちや $q_{n}$たちがいろいろな関係式を満たすことはよく知られている。例えば、

$p_{n}=a_{n}p_{n-1}+p_{n-\underline{9}}$ $(n\geq 0)$ , $p_{-1}=1$ , p-2=0ラ

qn=a、qn-l+qn-2 $(n\geq 0)$ , $q_{-1}=0$ , $q_{-2}=1$

や、 また

p、-lqn-p、q、-l $=(-1)^{n}$

$p_{\nu\iota-\underline{\supset}}.q_{n}$ –pnq。-2 $=(-1)^{n-1}a_{n}$

なとである (例えば [2], [3] なとを見よ) 。
Elsner [1] は $\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}\Re$ eについて、その近似分数を 2つ飛ひに取ったものがもとの関係式と類似した関
係を満たすことを見出した。すなわち、連分数展開 $e=[2;1,2,1,1,4,1, \ldots]=[^{\underline{\eta}};\neg 1,2n\cdot,$$1.n=1\infty$ ,
に対して

$P_{n}=p_{3n+1}$ , $Q_{f\iota}=q_{3n+1}$. $(n$. $\geq 0)$

$P_{-1}=P_{-2}=Q_{-1}=1$ , $Q_{-2}=-1$ ,
$P_{-n}=P_{n-3}$ , Q-n=-Q。-3 $(n\geq 3)$

と置くと、任意の整数 (負の場合も含めて) $n$.について

$P_{n}=C_{n}P_{n-1}+P_{n-\underline{9}}.$ , $Q_{n}=C_{n}Q_{n-1}+Q_{n-2}$

$P_{n-1}Q_{n}.-P_{n}Q_{n-1}=2(-1)^{n-1}$ ,
$P_{n-2}Q_{n}-P_{n}Q_{n-2}=2C_{n}(-1)^{n}$

なとが成り立つというものである。ここで、 $C_{n}=\underline{?}(2n.+1)$ . その他にも様々な合同式が成
り立つことが示された。

しかし、同様なことは、 2 つ飛ひでも取り方を変えたり、 また 1 つ飛ひや 6つ飛ひなと別の取り
方にしたのでは成り立たない。また、 $e$以外の実数については、近似分数をとんな飛ひ方で取っ
てももとの漸化関係式と類似の関係が見いだせないことが多い。では、どんなタイプの実数につ
いて $e$ と同様なことが言えるのだろうか。 また、 その場合どんな取り方をすればよいのだろか。

筆者は $e^{1/}\dot{b}$
.

$(.\overline{\mathrm{s}}=2.3\ldots.)$について調べて類似した結果をまず得たが、実はもつと一般の場
合についても拡張することができたので、それをここに述べる。
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2. 漸化関係式

まず最初に
$[a0j\overline{C\iota_{1\backslash }/\iota_{\underline{)}}..c\iota\cdot \mathrm{J}\ldots \mathrm{r}\iota_{\mathrm{A}}\eta.}]_{?-- 1}^{\mathrm{x}},\backslash J’.-$

という形の単純連分数展開について考えよう。ここで、 $a_{0}$ は整数定数で、各 $a_{i}=a_{j}..(\prime rl)$

$(i=1,2, \ldots, h’.)$ は正整数定数か、 $n$ . $=1,9$-, . . . に対して正整数となる n.の関数とする。 ま

た、実数の連分数展開の近似分数を $k$,番ごと (すなわち、連分数展開の周期 $k$ と一致させる)

に取るものとする。

この時、次の結果が成り立つ。

定理 1. もし実数 $\alpha$の連分数展開が $\alpha=[a0;\overline{T(rl\cdot),c_{2},c_{3},\ldots,c_{k^{\sim}}}]_{n=1}^{\infty}$. という形、ただし、
$T(x)$ は、 $T(n)$ が n, $=1,2,$ $\ldots$ に対して正整数となるような関数で、 $k$が奇数、 $c_{2},$ $c_{3},$

$\ldots,$
$c_{k}$

が正整数定数であるならば、近似分数の分子分母に対して、

$p_{kn}=S(n)p_{kn-k}+p_{kn-2k}$ $(n$. $\geq 1)$ , $p0=a0$ , $p_{-k}=u-a0v$ ,
$q_{kn}=S(n.)q_{kn.-k}+q_{k^{\wedge}n}-2k$ $(n$. $\geq 1)$ , $q_{0}=1$ , $q_{-k}=-v$

という関係式が成り立つ。ここで、 $S(n.)=uT(n.)+v+w$ であり、正整数 $u,$ $v,$ $w$ は

$(\begin{array}{ll}u vw x\end{array})=(\begin{array}{ll}c\underline{\cdot)} 11 0\end{array})\cdots(\begin{array}{ll}c_{k\sim} 11 0\end{array})$

を溝たす。

さらにもし $a_{i}(.i=2, \ldots, k)$ が定数か n.の単調増加関数であるならば、上記の連分数は関係
式を溝たす唯一の場合を与える。

注. もし部分商 $c\iota_{i}$ が定数でも増加関数でもなく、あるいは連分数展開の周期が $k$. でないなら、
上記の連分数展開以外にも漸化関係式を満たすようなタイプのものが存在することになる。変
わった形として、後述の例 3 を見ていただきたい。

証明. $n\geq 2$ とする。

$(\begin{array}{ll}u vw \prime.\iota*\end{array})=(\begin{array}{ll}\prime\iota\iota_{n} v_{n}w_{n} X_{J}.n\end{array})=(\begin{array}{ll}a_{kn-k+2} 11 0\end{array})\cdots(\begin{array}{ll}a_{kn} 11 0\end{array})$

また

$(\begin{array}{ll}u’ v’l\angle)’ \prime.r.\end{array})=(\begin{array}{ll}u_{n-1} v_{n-1}w_{n-1} x_{\mathrm{v}\mathrm{z}-1}\end{array})=(\begin{array}{ll}a_{kn-k+2}.-’ 1\mathrm{l} 0\end{array})\cdots(\begin{array}{ll}a_{kn-k} 11 0\end{array})$

と置く。すると

$(\begin{array}{ll}\prime p_{k^{\neg}n}.p_{\mathrm{A}\cdot\tau\iota- 1} q.\mathrm{A}\cdot\tau r\mathit{1}(h\cdot .,|-1\end{array})=(_{q\mathrm{A}\cdot\cdot?-\mathrm{x},q-}^{p_{\mathrm{A}_{7\iota-}k}pk_{ll}k-1}.\cdot..,\cdot \mathrm{A}.’.\tau\iota--\mathrm{A}.\cdot.1)(^{a_{k-k+1}1}n_{10})(_{uJ.\prime}^{\mathrm{e}(.v_{1^{*}}}.)$

$=(_{(,.1l)}^{(r\iota_{\mathrm{A}_{71-}\mathrm{A}\cdot 1^{ll+|l|).\mathrm{t}}}}.|\mathrm{A}^{\cdot}\cdot"-\mathrm{A}\cdot-\}1^{l\mathit{1}.+)_{\mathrm{f}}\prime}.\cdot.l\mathrm{A}"-\mathrm{x}\cdot+\downarrow 1_{l\cdot\prime-}^{l-}’.‘-‘\iota_{\mathrm{A}_{\mathfrak{l}\mathfrak{l}}\mathrm{A}^{\backslash }+1^{lJ+.t.\cdot)_{l\cdot-}\cdot+||_{l\mathrm{A}\cdot f1-\mathrm{A}\cdot-1}^{l^{j}\mathrm{A}\cdot h\cdot-1})}}\mathrm{A},\mathrm{A}\cdot-\prime\prime[perp](.-\mathrm{A}\cdot’\iota- \mathrm{A}.1^{lJ+.r)J_{\mathrm{A}\cdot\prime}}.\cdot l,\cdot\tau-\mathrm{A}\prime\prime \mathrm{A}\iota\cdot+\iota\cdot,’+l^{\prime_{\mathrm{A}\prime 1-\mathrm{A}}}\cdot+\cdot/_{\mathrm{A}\cdot \mathrm{A}^{\vee}1(_{\mathit{0}.\backslash +}\cdot\prime}|-$

.
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A $\gamma$] $\backslash l’\mathrm{A}\prime\prime=(|\mathrm{x}_{\mathrm{A}\cdot-\lambda\cdot\cdot\vdash 1^{ll+\{l\acute{\prime})_{l^{)}\mathrm{x},-\mathrm{x}\cdot+ll}k\mathrm{f}\acute{\mathrm{t}}_{\mathrm{f}}^{\Xi}5_{0}}}\prime\prime\cdot\prime l^{\prime_{\Lambda\cdot\prime\prime}}-\Lambda\cdot-1$

$(\begin{array}{lll}l^{J\bigwedge_{\prime\iota-\mathrm{A}}}\cdot T^{l}\mathrm{A}\cdot n-\mathrm{A}\cdot -1(\mathit{1}.\mathrm{A}\cdot\prime \mathrm{t}-\mathrm{A}\cdot ‘ l\mathrm{A}\prime,-\mathrm{A}^{\neg}-1 \end{array})=(\begin{array}{ll}l^{J}.\mathrm{A}_{7l}.-\underline{.)}\mathrm{A}\cdot l^{J}\mathrm{A}_{l?-\underline{\cdot)}}^{4}h^{\wedge}-[perp],l\mathrm{A}\prime\tau-\underline{.)}\mathrm{A}\cdot (\mathit{1}\mathrm{A}\cdot\prime l_{\sim}^{\urcorner}-.\mathrm{A}\cdot-\rfloor\end{array})(\begin{array}{ll}C\mathrm{l}\bigwedge_{\prime\prime-\underline{\cdot)}}.k-\vdash 1 11 [)\end{array})(\begin{array}{lll}ll’ ()’\mathrm{t}\ell, \cdots \prime\end{array})$

であるから、

$(\begin{array}{ll}l^{J}\kappa-\cdot n-\underline{’}\kappa- p_{k^{\wedge}n-\underline{?}k^{-}-1}q_{karrow n-\underline{\cdot)}karrow} qk-n_{\sim}-.)k^{n}-1\end{array})$

$=(\begin{array}{ll}p_{karrow n-k^{\wedge}} p_{k- n-k-1}.q_{l\cdot n-}|\prime\kappa qkn-k^{\wedge}-1\end{array})(\begin{array}{ll}a_{kn-2k+1}\mathrm{c}\iota’+u\prime’ a_{kn-2k+1}.v’+..r’\mathrm{t}\iota v’\end{array})$

$=(-1)^{k}(\begin{array}{ll}p_{k^{\wedge}n-k} p_{k^{\wedge}n-k^{\wedge}-1}q_{\mathrm{A}^{\wedge}n-k^{\wedge}} q_{kn-k^{-}-1}\end{array})(\begin{array}{ll}v’ -(a_{k^{\wedge}n-2k+1}v’+\prime x’.)-u’ a_{kn-2k+1}..u,+w\end{array})$

$=(-1)^{k}(_{vq_{k^{\wedge}n-k^{\sim}}-uq_{k^{\wedge}n-k-1}}^{v’p_{kn-k}-u’p_{kn-k^{\mathrm{s}}-1}},\cdot,\cdot$ $***)$

Tなわ $\text{ち_{、}}$ $pkn-2k=(-1)^{k}(v’p_{kn-k}-u’p_{kn-k-1})$力城り立つ. $\tilde{}$れを $p_{k- n}=S(n.)pk.n-k+$

$pk^{\mathrm{r}}\cdot n-2k$ [こ代入すると

$(a_{kn-k+1}u+w)p_{kn-k}+up_{kn-k-1}=S(n)p_{kn-k}+(-1)^{k-}(v’p_{kn-k}-u’p_{kn-k-1})$

を得る。よって、

$a_{k\cdot n-k+1}u+w=S(n)+$ (-yゞv’かつ $u=-(-1)^{k}u’$

が導かれる。 $u$ と $u’$ は正整数であるから、 $k$, は奇数で $u=u’$でなければならない。そして、
T(n.)=ak、$-k+1$ と置くことができる。 $\prime n$ は $a_{kn-k+1}$. と無関係であるから、 これは必ずしも
定数である必要はない。故に、 $S(n\cdot)=’uT(n)+v’+w$である。

$u$ の値は $a_{kr\iota-k+2}..,$ $\ldots,$ $a_{kn}$の全て [こよっている。もし、 $a_{i}(\cdot i=1, \ldots, k, )$が定数か 1曽加
関数であるならば、 $u_{1}=u_{2}=\ldots$ より、 $a\kappa..\tau\iota-k+2$ , . . . , (Lk。のすべては定数でな lfればな
らない。

故に、 との $n\geq\underline{9}$に対しても、 $v=v’$ かつ $w=w’$ であり、よって $S(n.)=\tau\iota T(n)+v+w$ と

なる。ここで、 $u=u_{1}=u_{2}=\ldots,$ $v=v_{1}=v_{2}=\ldots,$ $w=w_{1}=u)_{\underline{\circ}=}\ldots$ (そして
$x=x_{1}=x_{2}=\ldots)$ は正整数定数である。

近似分数の分母 $q$についても同様の議論となるので省略する。

また初期値については

$(\begin{array}{ll}p_{k} p_{k-1}q_{k^{\sim}} q_{k-1}\end{array})=(\begin{array}{ll}a\mathrm{o} 11 0\end{array})$ ( $01$ ) $(\begin{array}{ll}u vw x\end{array})$

$=(\begin{array}{ll}a_{0}T(1)u+a_{0}w+\mathrm{e}\iota a_{0}T(1)v+a_{0}\prime x+vT(\mathrm{l})u+w T(1)v+x\end{array})$

であるので、 $p_{k}=a_{0}T(1)u+a_{0}w+u$ かつ $q_{k\sim}=T(1)u+w$を得る $\text{。}$ よって.

$p_{-k}=p_{k}-S(1)p_{0}=a_{0}T(1)u+a_{0}w+u-(uT(1)+v+w)a_{0}=\tau l,$ $-a_{0}v$

かつ

と取ればよい。(l-k..$\square =c_{lk}$

. $-S(1)q_{0}=T(1)’\iota l_{r}$ \dagger $w-(uT(1)+v+w)=-v$

もし定数 $c\underline{\cdot)}_{:}\ldots.c_{\mathrm{A}:}$が明示されるのを好まないのであれば、定理 1 の $\alpha$. の連分数展開は次の
ように書くことも出来る。
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事実 1. 連分数

$’‘\iota$

$(1^{\prime=}\Gamma l_{\zeta\}}+$

1
$S(1)-\eta)+$ 1

$S(2)+$ 1
$S(3)+$

$S(4)+$ . .

であり、 この n/‘欠近似はちょうと $pk\cdot n/q_{kn}$ $(n$. $=0,1,2, \ldots)$ に等しい。

証明.

$\frac{P_{n}}{Q_{n}}=a_{0}+$

$u$

1
$(n, \geq 0)$

$S(1)-v+$

$S(2)+ \frac{1}{S(3)+.+\frac{1}{S(n)}}.$

.

と置く。 一般連分数展開

$\frac{P_{n}}{Q_{n}}=a_{0}+\frac{\epsilon_{1}}{\epsilon_{2}}$

$a_{1}+a_{2}+ \frac{\overline\epsilon_{3}}{a_{3}+.+\frac{\epsilon_{n}}{a_{n}}}.$

.

については

$P_{n}$. $=a_{n}.P_{n-1}+\epsilon_{n}P_{n-\underline{?}}$ $(n, \geq 1)$ , $P_{0}=a_{0}$ , $P_{-1}=1$ ,
$Q_{n}=a_{n}Q_{n-1}+\epsilon_{n}Q_{n-\underline{\cdot)}}$ $(n\geq 1)$ , $Q_{0}=1$ , $Q_{-1}’=0$

が成り立つことに注意すると、 この場合

$\epsilon_{1}=u$ , $\epsilon_{\underline{)}}.=\epsilon_{3}=\cdots=1$ , $a_{1}=S(1)-v$ かつ $a_{n}=S(n.)$ $(n$. $\geq 2)$

である。

$P_{0}=a_{0}=p_{0}$ , $P_{1}=a_{0}S(1)+u-a_{0}v=p_{k}$.
$Q_{0}=1=q_{0}$ , $Q_{1}=S(1)-v=q_{k}$.

であることは容易に確かめられる。 $n\geq 2$ については

$P_{n}=S(n.)P_{7l}.-1+P_{n-\underline{\cdot)}}$ , $p_{kn}=S(n.)p_{kn-k}+p_{\mathrm{A}-\cdot n-2k}$

$Q_{n}.=S(n.)Q,1\cdot-1+Q_{\prime.-2},.$ , $q_{kr\iota}=S(n)q_{k_{l}.-k}.+q_{k}$ 7、-2k

となる。 $P_{l}.,/Q_{f1}$ . $=p_{k\nu},/q_{\mathrm{A}\cdot\tau},$ $arrow\alpha(n$ . $arrow\propto)$より結果が導かれる。 $\square$

各 $\mathrm{A}.$:次近似における分子と分母のお互いの関係については、 このタイブの場合次が成り立つ
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$l^{\mathit{1}\wedge\cdot\prime\prime}- \mathrm{A}’.]\bigwedge,’$

また
$p_{\mathrm{A}-k}:\tau\}\underline’ q_{\mathrm{A}-,\iota}-l^{)}\mathrm{A}.’?^{l}l\Lambda\cdot.’?-\underline{\cdot\}}k=(-1)^{\tau\iota-1}S(_{\Gamma l}’..)_{\{\ell}$. $(n\geq 1)$ .

証明. $n$. $\geq 1$ に対して

Pkn-k $q_{kn}-p_{k\cdot n}q_{kr\iota-k}$

$=pkn-k(S(n.)q_{kn-k}+q_{kn-2k)}-(S(n.)p_{kn-k}+\mathrm{P}kn-2k)qkn-k$

$=-(p_{k^{-}n-\supseteq kq_{kn-k}-pkn-kq_{kn-2k})}$.
$=pkn-3kqk^{-?l}-2k-pkn-2kqkn-3k$

$=\ldots$

$=(-1)^{n-1}(p_{0}q_{k}-p_{k}q_{0})$

$=(-1)^{n-1}(a_{0}T(1)u+a_{0}w-a_{0}T(1)u-u-a_{0}w)$

$=(-1)^{n}u$ .

また $n=\mathrm{O}$ fこ対しては

$p_{-k}q_{0}-p_{0}q_{-k}=(u-a_{0}v)\cdot 1-a_{0}(-v)=u$ .

第二の関係式は、第一の関係式から $n$. $\geq 1$ について

$p_{kn-2k}q_{kn}-p_{kn}q_{k\cdot n-2k}$

$=p_{kn-2k}(S(n)q_{kn-k}+q_{kn-2k})-(S(n.)p_{kn-k}.+p_{kn-2k})q_{kn-2k}$.
$=s(n)(p_{k_{ll}-2kq_{kr\iota-k}-pkn-kq_{kn-2k})}$

$=(-1)^{n-1}S(n.)u$ .

嫁

3. 様々なバリエーシ $\exists$ ン

定理 1 の場合で、周期を $k$. に保ったまま、 1 だけずらしてみる。すると、定理 1 に対応した次
の結果が成り立つ。

定理 3. もし実数 $\alpha$の連分数展開が $\alpha=[a_{0}; \overline{c_{1}}, T(n.), c_{3}, \ldots, c_{k^{\sim}}]_{n=1}^{\infty}$ という形、 た

だし、 $T(x)$ は、 $T(n)$ が $n$. $=1,2,$ $\ldots$ に対して正整数となるような関数で、 $k$ が奇数、
$c_{1},$ $c_{3},$ $\ldots,$ $c_{k}$ が正整数定数であるならば、近似分数の分子分母に対して、

$p_{kr\iota+1}=S(\prime n.)p_{k\tau\iota-k+1}+p_{k\mathrm{r}\iota-2k+1}$ $(n$. $\geq 1)$ , $p_{-k+1}=p_{0}u-p_{1}v$ ,

$q_{k\prime\iota+1}=S(n.)q_{kn-k+1}+q_{kn-2k-+1}$ $(n\geq 1)$ , $q_{-k+1}=q_{0}u-q_{1}.v$

という関係式が成り立つ。ここで、 $S(n\cdot)=\tau\downarrow|T(n)+v+w$ であり、正整数 $8l,$
$,$

$v,$ $w$は

$(\begin{array}{ll}ll \prime IJ?lJ ..1\cdot\end{array})=(\begin{array}{ll}( 11 0\end{array})\cdots(\begin{array}{ll}\mathrm{r}_{\lambda}j 11 0\end{array})(\begin{array}{ll}\mathrm{r}_{1} 11 \mathrm{t}\mathrm{I}\end{array})$
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さらにもし $T\ovalbox{\tt\small REJECT} n\ovalbox{\tt\small REJECT}$以外の部分商が定数か増加関数であるならば、上記の連分数は関係式を満た
す唯一の場合を与える。

証明. $\alpha=[a_{0}; c_{1}, T(n), c_{3}, \ldots, c_{k}, c_{1}]_{=1}^{\infty},,$. と書けることに注意する。 また

$(\begin{array}{ll}p_{karrow+1} p_{k}q_{k+1}. q_{h}..\end{array})=(\begin{array}{ll}p_{\mathrm{l}} p_{0}q_{1} q_{0}\end{array})$ ( $01$ ) $(\begin{array}{ll}1l_{\prime} vuf .\mathit{1}^{*}\end{array})$

$=(_{q_{1}T(1)\tau\iota+q_{1}w+q_{0}u}^{p_{1}T(1)v,+p_{1}w+p_{0}u}$ $p_{1}T(1)v+p_{1}.x.+p_{0}vq_{1}T(1)v+q_{1}x+q_{0}v)$

であるから、

$p_{k+1}=p_{1}T(1)u+p_{1}w+p_{0}u$ かつ $q_{k+1}=q_{1}T(1)u+q_{1}w+q_{0}u$

を得る。よって、初期値を

$p_{-k+1}=p_{k+1}-S(1)p_{1}$

$=p_{1}T(1)u+p_{1}w+p_{0}u-(uT(1)+v+w)p_{1}$

$=p_{0}u-p_{1}v$

そして

$q_{-k+1}=q_{k+1}-S(1)q_{1}$

$=q_{1}T(1)u+q_{1}w+q_{0}u-(uT(1)+v+w)q_{1}$

$=q0u-q_{1}v$

とすればよい。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

定理 4. $\alpha$の連分数展開が定理 3 で与えられるとき、

$pkn-k+1qkn+1-pk^{n}n+1qk.n-k+1=(-1)^{n+1}u$ $(n\geq 0)$

また
$pkn-\underline’ k+1qkn\dagger 1-pkn+1qk- n-2k+1=(-1)^{n}S(n.)u$ $(n\geq 1)$

が成り立つ。

証明. $r\iota$ . $\geq 1$ に対して

$pkn-k+1qkn+1-pkn+1qkn.-k+1=-(pkn-2k+1qkn-k+1-pkn-k+1qk.\mathrm{r}\iota-2k+1)$

$=pkn-3k+1qk\cdot n-\underline{)}k+1-Pk’\iota-2k+1qk.n-3k+1$

$=(.-1)^{\prime\prime+1}(l^{l}1^{(}\overline{l}\mathrm{A}\cdot+1-p\mathrm{A}\cdot\dashv- 1^{(}l1)$

$=(-1^{\cdot})^{\prime\prime|1}(p_{1^{1}}]0-l?\mathrm{u}q_{1})=(-1.)^{\prime+1}’ ll$ .
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n=0|こ対しては

$P-k+1q_{1}-l^{\mathit{1}}1‘ l-k-\vdash 1=(.p0’\{/$ . $-l’ 1^{\cdot}1.’)q_{1}-l^{\mathit{1}}1((.l0’\iota\downarrow$. $-q_{1}u)$

$=(p_{0}q_{1}-p_{1^{\zeta}}l.0)_{ll}’$ . $=-\cdot l4$ .

第二の関係式は、第一の関係式と定理 3 より、 $’\gamma\geq$ 垣こついて

$p_{kn-2k+1}.q_{kn+1}-p_{kn+1}q_{kn-\supseteq k+1}$

$=p_{kn-2k+1}(S(n.)q_{kn-k+1}+q_{kn-2k+1})-(S(n.)p_{kn-k+1}+p_{kn-2k+1})q\iota_{l1}..-2k+1$

=(-l)ロ S(n.)8l,
を得る。

同様の考えで、一般に $.i_{\ell}$ だけずらした場合の次の結果が得られる。

系 1. もし、実数 $\alpha$の連分数展開が $\alpha=[a_{0_{1}}\cdot\overline{c_{1},\ldots,c_{i},T(n.),c_{i+2,\ldots,k}c}]_{n\cdot=1}^{\infty}$ という形、
ただし、 $T(x,)$ は、 $T(n.)$ が $n=1,2,$ $\ldots$ に対して正整数となるような関数で、 $k$. が奇数、
$c_{j}(1\leq j\leq k_{l}, j\neq i)$ が正整数定数であるならば、近似分数の分子分母に対して、

$p_{kn}+i=S(n.)p_{kn-k+i}+p_{kn-2k+i}$. $(n$. $\geq 1)$ , $p_{-k+i}=p_{i-1}u-p_{i}v$ ,
$q_{kn+i}=S(n,)q_{kn-k+i}+q_{k\cdot n-2k+i}$ $(n\geq 1)$ , $q_{-k+i}=q_{i-1}u-q_{i}v$

という関係式が成り立つ。ここで、 $S(n.)=uT(n.)+v+w$であり、正整数 $u,$ $v,$ $w$ は

$(\begin{array}{ll}u vu) x\end{array})=(\begin{array}{ll}c_{i+}\underline{,} 11 0\end{array})\cdots(\begin{array}{ll}c_{k^{\wedge}} \mathrm{l}1 0\end{array})(\begin{array}{ll}c_{1} \mathrm{l}1 0\end{array})\cdots(\begin{array}{ll}c_{i} 1\mathrm{l} 0\end{array})$

を溝たす。

さらにもし $T(n)$以外の部分商が定数か増加関数であるならば、上記の連分数は関係式を満た
す唯一の場合を与える。

系 2. $\alpha$の連分数展開が系 1 で与えられるとき、

$pkn-k+iqk_{7l}+i-p_{kn}+iqkn-k+i=(-1)^{n+i}u$ $(n\geq 0)$

また
$p_{kn-2k+iq_{k^{\wedge}n+i}}-Pkn+iq_{kn-2k+i}=(-1)^{n+i-1}.S(n.)\prime u$ $(n\geq 1)$

が成り立つ。

一般の (純でない) 周期的なあるいは擬似周期的な連分数展開

$[a_{0};b_{1}, \ldots, b_{v\tau\iota}, \overline{a_{n+1},(n.),\ldots,a_{m+k}(n,)}]_{n=1}^{\infty}$.

の場合についても結果を得ることは難しくない。単に

$[a0;b_{1}, \ldots, b_{n\tau}, \overline{T(n.),c|’?\mathit{1}.+\underline{\cdot)}\ldots,c_{l1\mathrm{z}+k}}]_{n=1}^{\infty}$

そして

$p_{k\cdot\prime\iota\{\cdot r\prime\iota}=S(n.)p_{k;\iota-k\dagger?71}+pk’\iota-2k+’?1$ ,

$q_{\mathrm{A}_{\mathit{7}\prime}+?\prime?}.=S(n.)_{l\mathrm{A}\cdot-\mathrm{A}-+\cdot t\}7}/+\prime lq_{h\cdot n-2k+’\prime}$,

という場合を考えればよい。ただし、初期値を少し変える必要はある。
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4. 例

簡単のため、 $h.:=.3$ としよう。最初の例はどの部分商も定数の場合であり、 よく知られている
ように実数 $\prime \mathrm{v}$ が二次無理数となるときである。

伊 $|$」 1. $\alpha=[a0;\overline{c_{1},c_{\underline{)}}.,c.\mathrm{s}}]$ のとき、 $\prime i_{1}=0,1,2$ 1こ対して

$p_{3n+i}=(c_{1}c_{2}c_{3}+c_{1}+c_{2}+c_{3})p_{3n+i-3}+p_{3n+i-6}$

が成り立っ。さらに、

$p_{3n-3}q_{3n}-p_{3n}q_{3n-3}=(-1)^{n}(c_{2}c_{3}+1)$ ,
$p_{3n-6}q_{3n}-p_{\mathrm{d}\cdot n}.q_{3n-6}=(-1)^{n-1}.c_{1}(c_{2}c_{3}+1)$ ,

$p_{3n-2}q_{3n+1}-p_{3n+1}q_{3n-\underline{\cdot)}}=(-1)^{n+1}(c_{1}c_{3}+1)$ ,
$p_{3n-5}q_{3n+1}-p_{3n+1}q_{3n-5}=(-1)^{n}c_{2}(c_{1}c_{3}+1)$ ,

$p_{3n-1}q_{3n+2}-p_{3n+2}q_{3\cdot n-1}=(-1)^{n}(c_{1}c_{2}+1)$ ,
$p_{3n-4}q_{3n+2}-p_{3n+2}q_{3n-4}=(-1)^{r\iota-1}c_{3}(c_{1}c_{-}’+1)$

が成り立つ。

証明. 漸化式 p3n $=S(n.)p_{3n-3}+p_{3n-6}$ については、

$(\begin{array}{ll}\tau\iota lJw x\prime\cdot\end{array})=(\begin{array}{ll}\mathrm{c}\underline{\cdot’} 11 0\end{array})(\begin{array}{ll}\mathrm{c}_{3} 11 0\end{array})=(\begin{array}{lll}c_{-}.’ c_{3} +1 c_{-}.’c_{3} 1\end{array})$

より、

$S(n.)=uT(n,)+v+w$
$=(c_{2}c_{3}+1)c_{1}+c_{2}+c_{3}$

$=c_{1}c_{2}c_{3}+c_{1}+c_{2}+c\mathrm{s}$

を得る。漸化式 p3n+1 $=S(n,)p_{3t\iota-\underline{9}}+p_{3r\iota-5}$ については、

$(\begin{array}{ll}8l vu) *.\Gamma\end{array})=(\begin{array}{ll}c_{3} 11 0\end{array})(\begin{array}{ll}c_{1} \mathrm{l}1 0\end{array})=(\begin{array}{ll}c_{1}c_{3}.+1 \mathrm{c}_{3}\mathrm{c}_{1} 1\end{array})$

より、

$S(rl\cdot)=uT(n.)+v+w$

$=(c_{1}.c_{3}+1)_{\mathrm{C}\underline{\cdot)}}+c_{3}.+ri_{1}$

$=c_{1}c_{\underline{7}}..\mathrm{r}i_{3}+c_{1}+c_{\underline{\lambda}}..+\mathrm{r}i_{3}$.
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を得る。漸化式 $\mathcal{T}^{l_{\mathrm{J}}}\cdot.\mathrm{J},,+2=6’(n)q\overline{)}3,t-1+p_{3n-1}$. については、

仮 $.\cdot\uparrow J1.\cdot)=(\begin{array}{ll}c_{1} 11 0\end{array})(\begin{array}{ll}c\underline{\cdot)} 11 0\end{array})=(\begin{array}{ll}.+1c_{1}\mathrm{r}\underline{)} c_{1}r_{\lrcorner}.\underline{\cdot)} 1\end{array})$

より、

$S(\prime n.)=uT(n.)+v+w$

$=(c_{1}c_{2}+1)c_{3}+c_{1}+c_{2}$

$=c_{1}c_{2}c_{3}+c_{1}+c_{2}+c_{3}$

を得る。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

二番目の例は一 $/s$ (s\geq 2)の連分数展開に関してである。Elsner が扱ったのは $s=1$の場合

だったが、連分数展開のパターンは $s=1$の場合と $s\geq 2$の場合では少し異なる。またこの場合
には、都合がよいことにさらに多くの関係式が成り立つことになるのだが、 ここでは割愛する。

例 2. $e^{1/s}=[1;\overline{s(_{\sim}9n,-1)-1,1,1}]_{\tau \mathrm{z}=1}^{\infty}(s\geq 2)$のとき、 $p_{3n}=2s(2n-1)p_{3n-3}+$

$p_{3n-6}$ が成り立つ。さらに

$p_{3n-3}q_{3n}-p_{3n}q_{3n-3}=2(-1)^{n}$ $(n\geq 0)$

及ひ
$p_{3n-6}q_{3n}-p_{3n}q_{3n-6}=4s(2n|-1)(-1)^{n-1}$ $(n\geq 1)$

証明.

$(\begin{array}{ll}u vw x\end{array})=(\begin{array}{ll}1 1\mathrm{l} 0\end{array})(\begin{array}{ll}1 11 0\end{array})=(\begin{array}{ll}2 11 1\end{array})$

より $\text{、}S(n.)=uT(n.)+v+w=2(s(2n-1)-1)+1+1=2s(2n-1)$ となる。
$\square$

第三の例は幾分変わっている。もし、部分商に現れる関数が増加関数でなくてもよいのであれ
ば、周期を偶数に取ったり長く取ったりすることが可能である。Tの例では近似分数の関係式
が 3つごとであるにもかかわらず、擬似周期が 12である。もつとも、 $S(n)$ は $T(n.)$の線形形

式で表されるが一定ではない。

例 3. $p_{n}/q_{n}$ が連分数展開

$[a_{0}, T(4n-3), 1,6, T(4n-2), 2,3, T(4n, -1), 3,2, T(4n.), 6,1]_{n=1}^{\infty}$

の n.次近似 $(n=0,1,2, \ldots)$、ただし $T(x)$ は、 $T(n.)$ は整数 n $=1,2,$ $\ldots$ に対して正整数

となるような関数であるとき、 $p_{3r\iota}=S(n.)p_{37l}-3+p_{3n-6}(n$. $\geq 1)$が成り立つ。 ここで.

$S(1)=7T(1)+7$ ,

$S(n)=\{$
$7T(n.)+12$ . $\prime r\downarrow$ . $\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)\cdot.$

,

$7T(n.)+4$ . $\not\in \mathrm{h}1^{\backslash },\downarrow\%$

$(r|$. $\geq\underline{|)})$ .
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証明, $\ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot\ovalbox{\tt\small REJECT} 3$とする。 $\ell l_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}\{(,2\ovalbox{\tt\small REJECT}\ldots$ より、 $u-1\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}c_{3}\ovalbox{\tt\small REJECT} c_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{6}\ovalbox{\tt\small REJECT} c_{8}c_{9}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ldots$ である。 こ

こで、 $l’$. $\ovalbox{\tt\small REJECT} 7$ かつ $(v_{I\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathit{1}\mathit{1}}")(n\ovalbox{\tt\small REJECT} 1.2,$ . . $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を

$(c_{\underline{)}}., c_{3})=(1_{7}6)$ , $(c_{5\backslash }c_{\mathrm{t})}.)=(2,3)$ , $(c_{8}, c_{9})=(3,2)_{:}$ $(c_{11\backslash }c_{12})=(6,1.)\backslash$

$(c_{14}, c_{15})=(1,6)_{\mathrm{t}}$ $(c_{17}, c_{18})=(2,3)$ , $(c_{20}, c_{21})=(3,2)_{\mathrm{t}}$ $(c_{23}, c_{24})=(6,1)$ ,

として取る。 $S(n)=uT(n.)+v_{n-1}+\mathrm{u})n(n\geq 2)$であることに注意する。この場合、連分
数展開は

$[a_{0};T(1), 1,6, T(2), 2,3, T(3), 3,2, T(4), 6,1, T(5), 1,6, \ldots]$

であり、

$S(2)=uT(2)+v_{1}+w_{2}=uT(2)+c_{2}+c_{6}=7T(2)+4$

$S(3)=uT(3)+v_{2}+w_{3}=uT(3)+c_{5}+c_{9}=7T(3)+4$

$S(4)=uT(4)+v_{3}+w_{4}=uT(4)+c_{8}+c_{12}=7T(4)+4$

$S(5)=uT(5)+v_{4}+w_{5}=uT(5)+c_{11}+c_{15}=7T(5)+12$

$S(6)=uT(6)+v_{5}+u\prime_{6}=uT(6)+c_{14}+c_{18}=7T(6)+4$

が導かれる。 $\square$
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