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1 はじめに

偏微分方程式を現実的に解く最良の方法は計算機を使った数値解法である. 与えられた
偏微分方程式を計算機で解くためには, 数値計算スキームを作成しなければならない. 信
頼できる計算結果を得るには. 収束性の保証された数値計算スキームを開発する必要があ
る. 偏微分方程式の数値解法には, 差分法, 有限要素法, スペクトル法などがあるが, 汎
用性があり, 多様なスキームの作成が可能であり, 偏微分方程式の理論結果を自然に取り
込むことができるなどの特長を持っている有限要素法について考える. 以下では, 流体問
題を例にとり最近の結果を交えて, 有限要素スキームの開発とその解析について述べる.

・偏微分方程式の一意可解性と離散問題の安定性不等式. 安定性不等式は離散問題の
一意可解性を保証するだけでな $\langle$ , 解の収束性を示す上で本質的な役割を果たす. 安
定性不等式を示すためには, 連続問題のノルムと異なる \nearrow ルムを使わなければなら
ない場合もある. 移流が支配的な移流拡散問題などに現れる安定化有限要素法はそ
の一例である.

・非定常問題における安定性と離散 Gronwall の不等式. 非定常問題の安定性は離散
Gronwallの不等式によって示される. 連続問題の Gronwall の不等式だけでは不十
分で, 時間方向に安定化させる項がしばしば有用になる.

・非線形項の取り扱い. Navier-Stokes方程式には, $(u\cdot\nabla)\prime u$ の非線形項がある. 離散
問題の $L^{2}$-安定性にはこの項の取り扱いは難しくないが, 誤差評価のためにはこの項
から生じる 3重一次形式の評価に工夫がいる. 成功している評価の原理を解析する.

本稿で, $\Omega$ は $\mathrm{R}^{d}$ の有界領域 $(d=\mathrm{I}2,3),$ , その境界� $\Omega$ は区分的に滑らかであるとする.
通常, 有限要素法では $\Omega$ を領域 $\Omega_{h}$ で近似する. この近似から生じる誤差は評価できるの
で [1], とくに $\Omega$ と $\Omega_{h}$ の違いについて言及しない. $T$ は時刻を表すある正数である. $c$ は

細分パラメータに依存しない正定数である. $||\cdot||_{0}$ は $L^{2}(\Omega)- J$ ル\Delta である.
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2 定常移流拡散問題

2.1 安定性不等式

$X$ をヒルベルト空間, $X’$をその双対空間とする. 連続線形作用素 $A$ : $Xarrow X’$ と $f\in X’$

が与えられている.

問題 1 $X’$ での方程式

$Au=f$ (1)

を満たす $u\in X$ を求めよ.

$X$ と $X’$ の双対積を $\langle\cdot, \cdot\rangle$ で表す. 双一次形式 $a:X\mathrm{x}Xarrow \mathrm{R}$ を

$a(u,v):=\langle Au, v\rangle$

で定義すると, $a$ は $X$ 上で連続になり, 問題 1 は次の問題 1\dagger と同値である.

問題 1’

$a(u, v)=\langle f, v\rangle$ $(\forall v\in X)$ (2)

を満たす $u\in X$ を求めよ.

問題 1 の可解性と解の一意性に関して, 次の定理が成立する.

定理 1(i), (ii), (iii) は同値である.

(i)
$A\in \mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}(X, X’)$

(ii) ある正数両が存在して,

$||Au||_{X’}\geq\alpha_{0}||u||_{X}$ (Vu $\in X$ ), $||A’v||x’\geq\alpha_{0}||v||_{X}$ $(\forall v\in X)$

が成立する.

(iii)

$\inf_{u\in X}\sup_{v\in X}\frac{a(u,v)}{||u||_{X}||v||_{X}}>0$, $\inf_{v\in X}\sup_{u\in X}\frac{a(u_{\dot{l}}^{l}v)}{||u||_{X}||v||_{X}}>0$ (3)

が成立する.

注意 1 $a$ が強圧的

$\inf_{u\in}\frac{a(u,\prime u)}{||u||_{X}^{2}}>0$ (4)

であれば, (3) が成立するので, 問題 1 は一意可解である. これは, Lax-Milgramの定理
[2] に他ならない.
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有限次元近似問題の列を考える. $X_{h}$ を $X$ を近似する有限次元空間 1, $X\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を $X_{h}$ の双対
空間とする. $A,$ $\ovalbox{\tt\small REJECT} X_{h}arrow X\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を $A$ を近似する線形作用素, $\ovalbox{\tt\small REJECT}\in X\sim \text{よ}$ $f$ の近似とする.
$h\ovalbox{\tt\small REJECT} 0)$ は列を表すパラメータである. 有限要素法の場合, 屓よ最大要素長であり $h\downarrow \mathrm{O}$ と

する.

間題 lh $X_{h}’$ での方程式

$A_{h}u_{h}=f_{h}$ (5)

を満たす $u_{h}\in X_{h}$ を求めよ.

$X_{h}$ と $X_{h}’$ の双対積を前と同じ記号 $\langle$

$\cdot,$

$\cdot)$ で表す. 双一次形式 $a_{h}$ : $X_{x}\mathrm{x}X_{h}arrow \mathrm{R}$ を

$a_{h}(u_{h}, v_{h}):=\langle A_{h}u_{h}, v_{h}\rangle$

で定義すると, $a_{h}$ は $X_{h}$上で連続になり, 問題 lh は次の問題 1’ $\mathrm{h}$ と同値である.

問題 1 ’ $\mathrm{h}$

$a(u_{h},v_{h})=\langle f_{h},v_{h}\rangle$ $(\forall v_{h}\in X_{h})$ (6)

を満たす $u_{h}\in X_{h}$ を求めよ.

定義 1 $h$ に依存しないある正数 $\alpha$ があり,

$\inf_{u_{h}\in X_{h}},-\in \mathrm{u}\mathrm{p}\frac{a_{h}(u_{h},v_{h})}{||u_{h}||_{X_{h}}||\prime v_{h}||_{X_{h}}}\geq x_{h}$。 (7)

が成立するとき, $A_{h}$ は安定性不等式を満たすという. (7) は

$||A_{h}u_{h}||_{X_{\acute{h}}}\geq\alpha||u_{h}$

.
$||_{X_{h}}$ $(\forall u_{h}\in X_{h})$ (8)

と同じである.

$A_{h}$ が安定性不等式を満たせば, 問題 $1\mathrm{h}$, あるいは問題 1 $\mathrm{h}$ は定理 1 により, 一意可解
である 2. (3) の第 2式は, $X_{h}$ が有限次元なので (7) から従うからである.
適合有限要素法 (conforming FEM) の場合を考えよう. すなわち,

$X_{h}\subset X$ , $A_{h}:=A|_{X_{h}}$ , $f_{t\iota}:=f|_{X_{h}}$ , $||\cdot||_{X_{h}}:=||\cdot||_{X}$ (9)

である. このとき, 次の結果が得られる [3].

定理 2 $X$ をヒルベルト空間, $A:Xarrow X’$ は連続線形作用素で, (3) を満たしているとす
る. $f\in X’$ が与えられている. 近似空間列 $X_{h}$ は $X$ の有限次元部分空間であり, $A_{h},$ $f_{h}$

は (9) として定める. $A_{h}$ は安定性不等式を満たしているとする. $\prime u$ を問題 1 の解, $u_{h}$ を

問題止の解とすると,

$||u-u_{h}||x \leq(1+\frac{||A||_{Xarrow X’}}{\alpha})\inf_{v_{\hslash}\in X_{h}}||u-\prime v_{h}||x$ (10)

$1X_{h}$ は $X$ の部分空間でなくてもよい.
2一意可解性のためだけなら (7) の左辺が正であることだけで十分である.
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が成立する.

系 1 $X$ をヒルベルト空間, $A:Xarrow X’$ は連続線形作用素で, (4) を満たしているとする.
$f\in X’$ が与えられている. 近似空間列 $X_{h}$ は $X$ の有限次元部分空間であり, $A_{h_{i}}f_{h}$ は (9)
として定める. $\prime u$ を問題 1 の解, $\prime u_{h}$ を問題比の解とすると,

$||u-u_{h}||x \leq\frac{||A||_{Xarrow X’}}{\alpha}\inf_{v_{h}\in X_{h}}||u-v_{h}||x$

が成立する.

22 ガレルキン有限要素法

まず, Poisson方程式

$-\Delta\phi=f$ $(x\in\Omega)\dot{\prime}$ $\phi=0$ $(\iota’\cdot\in\partial\Omega)$ (11)

を考えよう.
$X=H_{0}^{1}(\Omega)$ , $||\phi||_{X}=||\nabla\phi||_{0}$ , $A=-\Delta$

とすると, $\alpha=||A||=1$ となる. $\phi_{h}$ を適合有限要素法による解とする. 系 1 の結果を適
用することができて,

$|| \phi-\phi_{h}||_{X}\leq\inf_{\psi_{h}\in X_{h}}||\phi-\psi_{h}||_{X}$

が得られる. 有限要素解は近似空間 $X_{h}$ で最良近似されていることが分かる.
次に, 移流拡散方程式

$-\nu\Delta\phi+\prime u\cdot\nabla\phi=f$ $(x\in\Omega)$ , $\phi=0$ $(\prime x\in\partial\Omega)$ (12)

を考えよう. ここに, $\nu$ は拡散係数, $u:\Omegaarrow \mathrm{R}^{d}$ は既知の流速であり, $\nabla\cdot u=0$ を満た
しているとする.

$X=H_{0}^{1}(\Omega)\mathrm{J}$ $||\phi||_{X}=||\nabla\phi||_{0}$ , $A=-\nu\Delta+u$ . �

と置く. $A$ は $X$ で強圧的であり,
$t$

$\nu||\phi||_{X}\leq||A\phi||_{X’}\leq(\nu+c.||u||_{L^{S}(\Omega)})||\phi||_{X}$ (13)

となる. 適合要素を用いるガレルキン有限要素近似: $\phi_{h}\in X\iota_{1}$ で, $X_{t}’$, での方程式
$A_{0h}\phi_{h}+A_{1h}(u)\phi_{h}=i_{h}’f$ (14)

を満たすものを求める問題を考える. ここに,

$\langle A_{0h}\phi_{h},\psi_{h}\rangle=\nu\int_{\Omega}\nabla\phi_{h}\cdot\nabla\psi_{h}dx$, $\langle$ $A_{1h}(u)\phi_{h},$ $\psi_{h})=\int_{\Omega}(u\cdot\nabla\phi_{h})\psi_{h}d\prime x$ (15)
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であり, $i_{h}$ : $X_{\iota},arrow L^{2}(\Omega)$ は恒等作用素, $i_{h}’$ はその双対作用素である. 系 1 を適用すると,

(13) から

$|| \phi-\phi_{h}||_{X}\leq(1+\frac{c}{\nu}.||u||_{L}.s_{(\Omega))\inf_{\psi_{h}\in X_{h}}||\phi-\psi_{h}||_{X}}$ (16)

が得られる. 評価 (16) は $||u||_{L^{\theta}(\Omega)}/\nu$ が大きくないとき有用であるが, $\nu\downarrow 0$ のとき, 右辺
の係数は $u\neq 0$ でない限り無限大になり, 良い結果ではない. 実際, 有限要素近似 (14) の
解は, セルペクレ数 $P_{\mathrm{c}}.(\equiv h|\prime u|/\nu)$ が大きくなると激しく振動することが知られている [4].

2.3 安定化有限要素法

安定化有限要素法は Hughes[5] や, Johnson[6] らによって開発, 解析された. 安定化有
限要素法では, (10) 式右辺の係数が大きくならないようにする. 定理 2 に対応して次のよ
うに述べることができる. 証明は定理 2 と同じ指針でできる.

定理 3 $X$ をヒルベルト空間, $A$ : X\rightarrow X/tよ連続線形作用素で, (3) を満たしていると
する. $f\in X’$ が与えられており, $u\in X$ を (1) の解とする. $X_{h}$ を有限次元空間列とし,
$f_{t\iota}\in X_{h}’$ が与えられている. $\mathrm{Y}_{h}\equiv X_{h}+\{u\}$ と置く. ノルム $||\cdot||_{X_{h}}$ は $\mathrm{Y}_{h}$ の元に対して定
義されており, 線形作用素 $A_{h}$ : $Y_{h}arrow X_{h}’$ lよ安定性不等式 (8) を満たしている. 問題 lh の
解を $\prime u_{h}$ とする. $X_{\iota}’$, で

$A_{h}u=f_{h}$ (17)

が成り立っているとする. このとき,

$|| \ell u-u_{h}||_{X_{h}}\leq\inf_{v_{h}\in X_{\hslash}}$ ( $||u- \prime v_{h}||_{X_{h}}+\frac{||A_{h}||_{Y_{h}\prec.\mathrm{X}_{\acute{h}}}}{\alpha}$ |lユーゎ’ $||_{Y_{h}}$) (18)

が成立する.

移流拡散方程式 (12) の安定化有限要素近似を考えよう. $Xn$ は $X\equiv H_{0}^{1}(\Omega)$ の有限次元
部分空間とする. $A_{h}.,$ $f_{h}$ を

く $A_{h}\phi_{h:}$ $\psi_{h}\rangle$

$= \langle A_{0h}\phi_{h}+A_{1h}(u)\phi_{h:}\psi_{h}\rangle+\sum_{\mathit{1}(}\tau_{K}(u\cdot\nabla\phi_{h}-\nu\Delta\phi_{h_{\dot{\prime}}}^{l}u\cdot\nabla\psi_{h})_{\mathit{1}\zeta\dot{\prime}}$
(19)

$\langle fh,\psi_{h}\rangle=\langle f,\psi_{h}\rangle+\sum_{\mathit{1}(}\tau_{K}(f,u\cdot\nabla\psi_{h})_{K}$
(20)

で定義する. ここに, $(\cdot, \cdot)_{K}$ は要素 $K$上での積分を意味し, 安定化パラメータ $\tau_{K}$ は

$\tau_{K}=\frac{1}{c_{0}^{2}}.\min$ ( $\frac{h_{K}^{2}}{\nu}$

プ
$\frac{h_{K}}{|u_{K}|}$), $|| \Delta\psi_{h}||_{L^{2}(K)}\leq\frac{\mathrm{q}}{h_{K}}.||\nabla\psi_{h}||_{L^{2}(K)}$

ととる. $X_{h},$ $\mathrm{Y}_{h}$ のノルムを

$||\phi_{h}||_{X_{h}}=||\sqrt{\nu}\nabla\phi_{h}||_{0}+||\sqrt{\tau}u\cdot\nabla\phi_{|},||_{0_{\dot{l}}}$

$|| \phi_{h}||_{Y_{h}}=||\phi_{h}||_{X_{h}}+||\frac{1}{\sqrt{\tau}}\phi_{h}||_{0}+\nu||\sqrt{\tau}\Delta\phi_{h}||_{0_{:}h}$
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とする. ここに,

$|| \sqrt{\tau}u\cdot\nabla\phi_{h}||_{0}=\{\sum_{K}\tau_{K}||u\cdot\nabla\phi_{h}||_{L^{2}(K)\}^{1/2}}^{2}$ ,

$|| \sqrt{\tau}\Delta\phi_{h}||_{0,h}=\{\sum_{K}\tau_{K}||\Delta\phi_{h}||_{L^{2}(K)\}^{1/2}}^{2}$

である. このとき,
$\frac{1}{2}||\phi_{h}||_{X_{\hslash}}\leq||A_{h}\phi_{h}||_{X_{\acute{h}}}\leq c.||\phi_{h}||_{\mathrm{Y}_{h}}$

を示すことができる. ここに, 正定数 $\mathrm{c}$ は $\nu$ , 肩こ依存しない. したがって, 定理 3 により
次の評価が得られる.

定理 4 $\phi_{h}$ を (17), (19), (20) の解とすると,

$|| \sqrt{\nu}\nabla(\phi-\phi_{h})||_{0}+||\sqrt{\tau}u\cdot\nabla(\phi-\phi_{h})||_{0}\leq \mathrm{c}\inf_{\psi_{h}\in X_{h}}||\phi-\psi_{h}||_{Y_{h}}$ (21)

が成立する.

評価 (21) は, $\nu\downarrow 0$ のとき

$||u \cdot\nabla(\dot{\phi}-\phi_{h})||_{0}\leq c.\inf_{\hslash\psi_{h}\in}||u\cdot\nabla(\phi-\psi_{h})||_{0}$ ,

$\nuarrow\infty$ のとき

$|| \nabla(\phi-\phi_{h})||_{0}\leq c\inf_{h\psi_{h}\in}(||\nabla(\phi-\psi_{h})||_{0}+h^{-1}||\phi-\psi_{h}||_{0}+h||\Delta(\phi-\psi_{h})||_{0})$

となり, 最良の評価であることが分かる. スキーム (20) は $P_{1}$ 要素を使うと,

$\langle A_{h}\phi_{h},\psi_{h}\rangle=\langle A_{0h}\phi_{h}+A_{1h}(u)\phi_{h}, \psi_{h}\rangle+\sum_{K}\tau_{K}(u\cdot\nabla\phi_{h}, u\cdot\nabla\psi_{h})_{K}$

となり, SUPG(stream upwind $\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}/\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{n}$ ) 法になる [5].

3 非定常移流拡散問題

3.1 エネルギー不等式

$Q_{\mathit{1}’}’=\Omega \mathrm{x}(0_{\dot{d}}T)$ とおく. 非定常移流拡散方程式

$\frac{\partial\phi}{\partial t}+\prime u\cdot\nabla\phi-\nu\Delta\phi=f$ $((\prime x,t)\in Q_{\mathit{1}^{\mathfrak{l}}}’)$ (22)

を境界条件, 初期条件

$\phi=0$ $(x\in\partial\Omega, t\in(0,T))$ , $\phi=\phi^{0}$ $(x\in\Omega,t=0)$ (2.3)
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のもとで考える. ここに, $\nu$ は拡散係数, $u$ : $Q_{\mathit{1}’}’arrow \mathrm{R}^{d}$ は既知流速で�. $u=0$ であり,

$f$ : $Q_{\mathit{1}’}’arrow \mathrm{R}$ は既知外力, $\phi^{0}$ : $\Omegaarrow \mathrm{R}$ は既知関数である. (22) の両辺に $\phi$ をかけて $\Omega$ で

積分し, Gronwall の不等式を使うと, エネルギー不等式

$||\phi||_{L(L^{\ell})\cap L^{B}(H^{1})}\propto\cdot\cdot\leq||\phi^{0}||_{0}+c.||f||_{L^{2}(L^{2})}$ (24)

が得られる. ここに, $L^{\infty}(L^{2})$ などは $L^{\infty}((0, T),$ $L^{2}(\Omega))$ などの略記である. 非定常問題の
有限要素解析では, (24) に対応する離散エネルギー不等式を用いる. そのとき, 時間方向
の離散化に対応して, 離散 Gronwallの不等式が使われる. 時間方向の離散化にはいくつ
かの方法があるが, 以下では, 特性曲線に基づく離散化を考えることにする. 議論を簡潔
にするために, 境界で $\prime u=0$ を仮定する.

3.2 特性有限要素法

移流拡散方程式 (22) の左辺第 1 項と第 2項の和は物質微分項と呼ばれ

$\frac{D\phi}{Dt}\equiv\frac{\partial\phi}{\partial t}+u\cdot\nabla\phi=\frac{d}{dt}\phi(X(t),t)$

と書ける. ここに, $X$ : $(0, T)arrow \mathrm{R}^{d}$ は常微分方程式系

$\frac{dX}{dt}=u(X,t)$ $(t\in(0,T))$ (25)

の解である.
$\Delta t$ を時間刻み, $N_{\mathit{1}^{\mathrm{I}}},\equiv[T/\Delta t]$ とおく. $V_{l}$, を $H_{0}^{1}(\Omega)$ の有限次元部分空間とする. 時間方

向 1 次精度の特性有限要素スキームは, $\phi^{\ell+1}’,,\in V_{h},$ $\tau\iota=0,$ $\cdots,$
$N_{\mathit{1}’},-1$ を,

$( \frac{\phi_{h}^{r\iota+1}-\phi_{h}^{\mathrm{r}\iota}\mathrm{o}X_{1^{l}}’}{\Delta t}\dot{\prime}\psi_{h})+\nu(\nabla\phi_{\hslash\prime}^{\prime l+1}.\nabla\psi_{h})=(f^{n+1}, \psi_{h})$ ($\psi_{h}$ \epsilon \sim く h) (26)

で求める. ここに,

$X_{1}^{n}(x)=x-u^{n}(\prime x)\Delta t$ (27)

であり, $\circ$ は関数の合成を意味する. 初期値は�,, を $V_{h}$ への補間作用素として

$\phi_{h}^{0}=\Pi_{h}\phi^{0}$ (28)

とする.

定理 5 $V_{h}$ として, $P_{k}$-適合有限要素空間 $(k\geq 1)$ を使う. $\phi_{h}$ を (26), (28) の解, $\phi$ を (22),

(23) の解とする. このとき,

$||\phi_{h}-\phi||_{\ell\propto(L^{2})},$ $||\sqrt{\nu}\nabla(\phi_{h}-\phi)||_{\ell^{2}(L^{2})}\leq c(\Delta t+h^{k})$

が成立する. ここに,

$|| \phi_{h}||_{\ell\propto(L^{2})}=\max\{||\phi_{h}^{n}||_{0;}n=0, \cdots, N_{\mathit{1}^{t}},\}$ , $|| \phi_{h}||_{\ell^{2}(L^{2})}=\{\Delta t\sum_{\tau\iota=0}^{N_{T}}||\phi_{h}^{1\iota}||_{0\}^{1/2}}^{2}$
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証明には離散 Gronwallの不等式を用いる [7].
最近, 時間方向 2 次精度の特性有限要素スキームが作成された [8]. そのスキームは,

$\phi\ovalbox{\tt\small REJECT}" 1\mathrm{C}\ovalbox{\tt\small REJECT},,$ $n\ovalbox{\tt\small REJECT}\circ,$

$\cdots,$
$\mathrm{V}\cdot-1$ を,

$( \frac{\phi_{h}^{r\iota+1}-\phi_{h}^{r\iota}\mathrm{o}X_{2}^{\mathit{7}l}}{\Delta t}\dot{\prime}\psi_{t\iota})+\frac{\nu}{2}(\nabla\phi_{h}^{r\iota+1}.+\nabla\phi^{\prime\iota}.h\mathrm{o}X\mathrm{i}^{l}\}\nabla\psi_{h})+\frac{\nu\Delta t}{2}(J^{\prime l}\nabla\phi_{h}^{n}\circ X_{1}^{\mathit{7}l}, \nabla\psi_{h})$

(29)
$= \frac{1}{2}(f^{\mathrm{r}\iota+1}+f_{h}^{r\iota}\circ X_{1}|l, \psi_{h})$ $(\psi_{h}\in V_{\iota},)$

で求める. ここに,

$X_{2}^{fl}(\prime x)=x-u^{r\iota+1/2}(x-\prime u^{r\iota}(\prime x)\Delta t/2)\Delta t$ (30)

$[I^{\iota}]_{\dot{*}j}=$呵
であり, 初期条件は (28) である.

注意 2(27) は常微分方程式 (25) の Euler近似であり, (30) は 2 次 Runge-Kutta近似であ
る. したがって, 物質微分項は \Delta Hこ関して 2次の近似になる. 他の項に Crank-Nicolson
近似を用いればそれらの項も 2次の近似になるが, 評価する場所が異なっている. 真の 2
次精度近似スキー\Delta を導くためには, Jacobi行列を含む補正項が必要である.

定理 6[8] $V_{h}$ として, Ph-適合有限要素空間 $rightarrow\geq 1$ ) を使う. $\phi_{h}$ を (29), (28) の解, $\phi$ を

(22), (23) の解とする. このとき,

$||\phi_{h}-\phi||_{\ell^{\infty}(L^{2})}$ , || $\sqrt$\mbox{\boldmath $\nu$}\nabla (\phi h-\phi )||\ell ’2(L勺 $\leq c(\Delta t^{2}+h^{k})$

が成立する. ここに,

$|| \phi_{h}||\}_{\mathit{1}}.(L^{2})=\{\Delta t\sum_{\mathrm{f}\iota=0}^{N_{T}}||\frac{\phi_{t\iota}^{f\mathit{1}}+\phi_{h}^{\tau\iota}\circ X_{1}^{f}}{2}‘||_{0}^{2}\}^{1/2}$

である.

4 非 E縮粘性流体問題

4.1 Navier-Stokes方程式

非圧縮粘性流体問題を考える. 流速 $u:Q_{\mathit{1}’}’arrow \mathrm{R}^{d}$ , 圧力 $p:Q_{\mathit{1}^{t}}’arrow \mathrm{R}$を未知関数とする

Navier-Stokes 方程式

$\frac{\partial u}{\partial t}+(u\cdot\nabla)u-\nu\Delta u+\nabla p=f$ $((\prime x,t)\in Q_{\mathit{1}^{\iota}}’)$ (31)

$\nabla\cdot u=0$ $((x, t)\in Q_{\mathit{1}’}’)$ (.32)
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を境界条件, 初期条件

$u=0$ $(x\in\partial\Omega, t\in(0\mathrm{J}T))’$. $u=\prime u^{\mathrm{U}}$ $(x\in\Omega, t=0)$ (33)

の下で解く. $V_{\iota}$, を $H_{0}^{1}(\Omega)^{d}$ の有限次元部分空間, $Q_{h}$ を $L_{\mathrm{U}}^{2}(\Omega)\equiv\{q\in L^{2}(\Omega);(q, 1)=0\}$

の有限次元部分空間とする. 後退 Euler 有限要素近似は $(u_{h\dot{/}}^{r\iota+1}p_{h}^{\prime\iota+1})\in V_{h}\mathrm{x}Q_{hj}n$ $=$

$0,$ $\cdots,$
$N_{\mathit{1}},$ . $-1$ を

$(D_{\Delta t}u_{t\iota}^{r\iota}, v_{h})+a_{1}(u_{h}^{r\iota}, \prime u_{h}^{r\iota+1}., v_{h})+a_{0}(u_{h\dot{\prime}}^{\gamma\downarrow+1}v_{h})+b(\prime v_{h},p_{h}^{\prime\iota+1}.)=(f^{n+1}, \prime v_{h})$ $(\forall v_{h}\in V_{h})(34)$

$b(u_{\mathfrak{l}\iota^{j}}^{n+1}q_{h})=0$ $(\forall q_{h}\in Q_{h})$ (35)

で求める. ここに

$D_{\mathrm{A}t}u_{h}^{\gamma}‘= \frac{u_{h}^{r\ell+1}-u_{h}^{\prime l}\prime}{\Delta t}$ , $D_{ij}(u)= \frac{1}{2}(\frac{\partial u_{i}}{\partial x_{j}},+\frac{\partial u_{j}}{\partial x_{i}})$ ,

$\mathrm{u}_{0}(u, v)=2\nu\sum_{i\mathrm{j}=1}^{d}\int_{\Omega}D_{1j}.(u)D_{1j}.(v)dx$ , $b( \prime v, q)=-\int_{\Omega}q\nabla\cdot vdz$ ,

$a_{1}(w, u, v)= \frac{1}{2}\sum_{\dot{*}=1}^{d}J_{\Omega}^{\cdot}\{(w\cdot\nabla u_{i})v_{1}$. $-(w\cdot\nabla v_{i})u_{1}.\}d^{l}x$ (36)

であり, 初期条件は
$u_{h}^{0}=\Pi_{h}u^{0}$

とする.

定理 7 要素分割列は正則 [2] であり, $V_{\iota},,$ $Q_{h}$ は下限・上限条件 [9] を満たしており, ある

自然数 $k$ があり, 各要素上で $V_{\iota}$, は $k$次多項式を, $Q_{h}$ は $k-1$ 次多項式を含んでいるとす
る. スキーム (34), (35) は無条件安定であり, その解 $(u_{h},p_{h})$ に対して誤差評価

$||u_{h}-u||_{\ell(L^{2})\cap\ell^{\lrcorner}(H^{1})}\propto\cdot,$
$\sqrt{\Delta t}||D_{\Delta t}(\prime u_{h}-u)||_{l^{2}(L^{\Delta})}.\leq c(\Delta t+h^{k})$ (37)

$||u_{h}-u||_{\ell\propto(R^{1})},$ $||D_{\Delta t}(\prime u_{h}-u)||_{\ell^{2}(L^{2})}\leq c.(\Delta t+h^{k})$ (38)
$||p_{h}-p||_{\ell^{\Delta}(L^{2})}.\leq c(\Delta t+h^{k})$ (39)

が成立する.

4.2 証明の方針

非線形項を評価するのに, 次の補題が有用である.

補題 13重一次形式

$a_{1}$ : $(W^{1,S}.(\Omega)\cap L^{\infty}(\Omega))^{d}\mathrm{x}H^{1}(\Omega)^{d}\mathrm{x}L^{2}(\Omega)^{d}arrow \mathrm{R}$

は連続である.
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補題 2 Stokes 射影
�,$s_{b}$

’

: $H^{2}(\Omega)^{d}\mathrm{x}H^{1}(\Omega)arrow V_{t\iota}\mathrm{x}Q_{h}$

の第 1 成分は, $(W^{1,3}(\Omega)\cap L^{\infty}(\Omega))^{d}$ への連続作用素である.

これらの補題は Sobolev の補題と Stokes方程式の有限要素近似理論を使って証明でき
る [10].
定理 7の証明はまず, (37) の評価を得る. 左辺第 2項は後退 Euler法からでる付随的な
評価で時間方向に解を安定化させる効果がある. この項が (38) を導く鍵となる. 一般化

した離散 Gronwallの不等式を使って評価 (38) が得られる. 詳細については [11] を参照し
ていただきたい.
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