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1. はじめに

境界要素法の離散化で現れる線型方程式のように係数行列が一般に密行列である場合,
数値解法としてピボッティングを伴う Gauss の消去法を適用するのが一般的である. Gauss 消

去法は未知数の数 $n$が増加すると $O(n^{3})$ の計算量が必要である. また計算された解の精度は

係数行列の条件数と係数成長因子 (前進消去で係数行列の絶対値が増加する上限 [1])に依
存する. また $\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{s}\cdot \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}$ 法のような反復法は, 計算時間は初期値の選択に依存するが計

算量の増加は $O(r\iota^{2})$で Gauss 消去法よりも増加率が少ない. しかしながら, 反復法は収束し

ない場合が存在する. 反復法は係数行列から構成された反復行列のスペ外 $J\triangleright$半径が 1未満
でなければ収束しない. スペ外 $J\triangleright$半径が 1 未満であるかを 厳密に判定するためには反復行
列の絶対値最大の固有値を求めなければならず, 現実的ではない. 係数行列だけの情報で,
そのことを判定する方法としては優対角性の検証がある. 優対角行列は特定の微分方程式に
差分法を適用した場合などの特殊な場合にしか現れない. そのため一般に優対角性が保証さ
れない境界要素法に直接反復法の適用は適切でないように思われる. 我々は特定の前処理
行列を用いると, 行列 $A$ の任意の要素を零とする前処理法を開発した [8]. この方法に着目し
て境界要素方程式を優対角化する手続きを提案する. 優対角化された方程式系には反復法
を適用することができ従来適用されてきた行列 (正定値対称行列, M.行列など)以外の境界
要素方程式のような密行列に対して , 反復法が解法として有効であることを示す. また,
$\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{s}\cdot \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}$法の前処理による加速についても述べる.

2. 優対角性

線型方程式系
$Ax=b$ (1)

が優対角であるとは, 係数行列 $A=(a_{\mathrm{i}j})$に対し,
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$|a_{ii}| \geq.\sum^{n}|_{j}a_{ij}|,$

$i=1,\ldots,nJ^{=1,j\neq}$
(2)

を満たし, 少なくとも 1 個の狭義不等式が成立することである. このとき係数行列は正則であり
方程式系は一意解を持つ. また条件 (2) を満たすとき, 基本反復法 (Jacobi 法,
Gauss Seidel 法など) の収束が保証される. 各行に対して次の優対角度

$\sum^{n}a_{\mathrm{i}j}$

$t_{i}=. \frac{J^{=1.j\neq i}}{a_{\ddot{n}}},$
$i=1,2,\ldots,n$ (3)

を定義する. $t_{\mathrm{i}}<1$であるならばその行は狭義優対角である. またよく知られているように優対角

行列は次の補題により H.行列と関連つけられる.
補題 1[6]:正方行列 $A$ が H.行列であるための必要十分条件は, $AD$が狭義優対角行列とな

る正則な対角行列 $D,d_{\mathrm{i}l}>0$ が存在するにのような行列を一般化優対角行列と言う) ことであ

る.

3. 反復法と収束定理

線型方程式系 (1)に対する反復法はその係数行列の種々な分離から導かれる. 係数行
列が与えられて, 何らかの反復法が適用できるか否かの判定は多岐にわたる.
$\mathrm{O}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}\cdot \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}$ の定理 [7] として知られている係数行列が正定値対称の場合
Gauss Seidel 法は収束する. また係数行列が M.行列の場合も Gauss Seidel 法は収束
する. しかしながら, 与えられた方程式系の係数行列が正定値であるかまたは M.行列
であるかは, 優対角性のように係数から簡単に判定することは困難である. さらに境
界要素法の適用で生成される離散系に現れる係数行列は密行列であるため, 問題は一
層難しくなる. 優対角性は簡単な判定条件であるが, 非常に厳しい条件である. 境界
要素法で現れる行列では優対角の条件を横足する行列を構成するのは困難である. そ
のために単調性を必要としない H.行列に対しての判定法が研究されている. 補題 1 が
ら理解できるように H-行列と一般化優対角行列とは等価である. 与えられた行列の比
較行列を

$\langle A\rangle=(a_{ij})$, $\alpha_{\ddot{y}}=\{$

$|a_{\mathrm{i}i}|$

$-|a_{g}|i\neq j$

(4)

と定義する. $A$ が H.行列ならばその比較行列 $\langle A\rangle$ は M.行列, すなわち $\langle A\rangle^{-1}\geq 0$ である. $\mathrm{H}$ .

行列の集合は優対角行列の集合よりも広い集合である. 境界要素法に現れる行列は一般に
非 H-行列である. 一方, H.行列の性質より以下に示すような有用な結果が得られている. 分

離 $\Lambda=M-N$を考える. そのとき $\langle M\rangle-|N|$ がM.行列のときH-分離という. また $\langle A\rangle=\langle M\rangle-|N|$

のとき H-互換分離という. このように分離を考えられることは反復法をより多様に構成できること
を示している. AFrommer and D.B.Szyld[21 は $- A=M-N$ を $\mathrm{H}$ .互換分離とすると

$\langle A\rangle=\langle M\rangle-|N|$ およひ $\langle M\rangle$ は H.行列で
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$p(M-1N)\leq\rho(\langle M\rangle^{-1}|\mathit{1}\mathrm{v}|)<1$ (5)

が成立する. この事は従来知られている結果の一般化を示している. このことより, ただちに $A$

が一般化優対角行列 (H.行列) で Gauss-Seidel 分離を適用した場合, その反復は収束す
ることが分かる.
境界要素法の離散化で現れるような線型方程式系に対し反復法の議論をするためには, よ

り広範囲の行列の集合を新たに考えなければならない. そのような集合を定義するヒントが $\mathrm{H}$ .
行列である. H.行列は対角行列により優対角行列に変換できる. このことより優対角化するの
に対角行列による変換以外の場合を次の節において考える.

4. 非優対角行列の優対角化

非優対角行列を優対角化する変換行列として $Q^{(k)}=(q_{t\mathrm{j}}^{(k)})$ : 対角成分がすべて 1 で,

$A^{(k-1)}=Q^{(k-1)}\cdots Q^{(1)}A;A^{(0)}=A$の非優対角行について絶対値最大列のインデツクスが $(m,n)$

とするとき, その成分を

$\mathit{4}_{n}^{k)}=-\frac{4_{n}^{k-1)}}{4_{m}^{k-1)}}$ (6)

により与え、その他の成分はすべて零の行列を考える. ただし $a_{ij}^{(0)}=a_{ij}$で $a_{mn}^{(k)}$は第 $m$行の絶対

値最大成分である. この行列を係数行列の左側から作用さす. この変換は非優対角行の絶対
値最大成分の値を零にする変換である. この変換で優対角化できる行列の集合を明確に特徴
付けることには成功していない. 消去に対応するこの行列により係数行列を優対角化すること
を試みる.

5. 数値例

先ず簡単な行列により前節まで述べたことを説明する. 行列

$A=\{$

$-0.41$ $-0.51$ $-0.30.6$ $0.20.4\backslash$

$0.3$ -0.6 1 -0.5
0.5 0.1 -0.7 1

(7)

は優対角行列ではなく事実

$(A\rangle^{-1}=\{$

-2.99 -0.99 -1.23 -1.01-
-0.86 -0.22 -1.17 -0.84
-1.11 -1.05 -0.67 -0.98
-1.01 -1.26 -1.20 -0.30.

(8)

となり, 明らかに比較行列は M.行列ではない. そのために Gauss Seidel 反復の収束は保証
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できない. しかしながら 4 節で示した乗算を 2回行うことにより優対角化が以下のように行える.
まず

$Q^{(1)}=\{\begin{array}{llll}\mathrm{l} 0 -06 004 \mathrm{l} 0 00 06 \mathrm{l} 00 0 0.7 \mathrm{l}\end{array}\}$

(9)

とすると

$Q^{(1)}A=\{$

0.82 -0.14 0 0.5
00.8 -0.06 0.48

0.06 0082 -0.26
0.71 -0.32 0 0.65

(10)

を得る. 第 4 行目がまだ優対角でないため

$Q^{(2)}=\{$

1 0 0 $0^{-}$

0 1 0 0
0 0 1 0

-0.87 0 0 1,

(11)

とし上の結果より

$Q^{(2)}Q^{(1)}A=\{$

0.82 -0.14 0 0.50
00.80 -0% 048

0.06 00.82 -0.26
0 -0.198 00215-

(12)

となり狭義優対角行列となる.
さて, 次に領域 $[0, 1]\cross[0,1]$におけるラプラス方程式の Dirichlet 問題に対し境界要素法

を適用して得られる係数行列の場合を取り上げる. 境界要素として一定要素 (128要素) を適
用する. 生成された行列はもちろん優対角行列ではない. しかしこの場合 $\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{s}\cdot \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}$反復
は収束する.
図 1に係数行列の要素の大きさについての分布図を示す. 図下のゲージに要素の最大値と

最小値の表示と, その区間での相対的な要素の大きさの変化と色の変化の対応を示す. 25回

の乗算後によりすべての行が優対角となる (図 2,3参照). $Q^{(k)}$の乗算で計算量は $O(n^{2})$で, こ

の例の場合 $Q^{(k)}$の乗算回数は 25 回である. この操作により生成された係数行列は優対角化

され反復法の適用が可能であることが分かる.
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図 1:行列成分の大きさ分布図 図 2:25回乗算後の行列成分の大きさ分布図

優対角 1=なった行数と乗算回数
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図 3:乗算回数と優対角度との関係

また図 3 から優対角行数は 15回目の乗算以降に急激に増加している. 優対角度が減少す
るほど優対角性がよくなるが, 優対角性に比例して反復法の収束比は向上する. しかしながら

収束が可能ならば係数行列を狭義優対角行列化の必要はなく, $A^{(k)}$が一般化優対角行列と

なる回数で乗算を停止すればよい. ここで示した例の場合 15\sim 17程度の乗算で停止できる.
次に同じように境界要素法を適用した場合で領域を 10. 1] $\mathrm{x}10$ ,0.2]と変えた場合の数値例
を示す. この場合, $\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{s}\cdot \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}$ 反復法は収束せず, そのスペクトル半径は 1563. 57である.
ここで示した優対角化の操作により係数行列は優対角化され, 優対角化された係数行列によ
る $\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{s}\cdot \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}$反復行列のスペクトル半径は $\mathrm{O}$ . 128857である. 優対角化の乗算は 59回で
ある.

6. $\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{u}\epsilon\epsilon\cdot \mathrm{S}\dot{\mathrm{a}}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}$法への適応
$\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{s}\cdot \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}$法を加速する方法としては SOR 法が一般的であるが SOR法は加速係数を

適切に決定することが困難である. したがって. 近年 Khono, Niki[4]らにより開発されている
前処理を用いる Gauss-Seidel 法が有効な解法として考えられる. (1)のかわりに

$\overline{A}\mathrm{r}=PAX$ $=Pb$ (13)
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に反復法を適用する. $P$は $PA$ の計算量が O(n2)程度でおさまるよう疎な行列により構成する.
例えば行列

$P=\{$ $001.\cdot$

.
$-..a_{12}.\cdot.\cdot$

$..00^{\cdot}..\cdot$ $-a_{n-1n})10\backslash$
(14)

を用いる. (14)よりも有効な前処理行列 $[4,5]$を適用することにより Gauss Seidel 反復法が加
速できることが示されている. これに加えて, 今回示した優対角化によっても Gauss Seidel 法
の反復回数を減らすことができる. 表 1 に反復回数の比較を示す. 優対角化は前処理の 1 つと
考えることができる. 与えられた線型方程式系の係数行列を優対角化し Gauss Seidel(GS)法

を適用するアルゴリズムを優対角化 $\mathrm{G}\mathrm{S}$ 法と呼ぶことにする. 優対角化が加速法として有効で
あるかを確かめるために, 5 節で取り上げた正方領域における 2 次元ラプラス方程式の
Dirichlet 問題に対し境界要素法を適用して得られる係数行列の場合についての数値例を示
す.
表 1 は前述の境界要素法の問題より導出された線型方程式系に $\mathrm{G}\mathrm{S}$ 法と優対角化 $\mathrm{G}\mathrm{S}$ 法

を適用した場合の反復回数, 計算時間の比較の表である. この例は GS 法が収束する場合で

ある. 収束判定条件は $\max_{i}|x_{j}^{[_{\hslash+}\mathrm{t}]}-x_{i}^{[n]}|\leq 10^{-12}$ である. 未知数の増加とともに GS 法の反復回

数は増加する. 優対角化反復法の反復回数は優対角化の効果により 20 回前後の反復回数
で収束条件を満足している. 表 2は計算時間について Gauss 消去法と比較した表である. 未
知数の増加に伴い優対角化にかかる時間は増加するが, 全計算時間は優対角化 $\mathrm{G}\mathrm{S}$ 法が未
知数の数が 1600までは優位なデータが得られている.
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本研究では係数行列の優対角化のアルゴリズムの定式化と GS 反復法との併用による線型
方程式の新たな解法 (優対角化 GS 法) を提案した. 数値例として境界要素方程式に適用し
優対角化の状況を示し, 離散化により生成された係数行列を提案するアルゴリズムで優対角
化できることが数値例より明にした. 反復法は従来, 差分法, 有限要素法などの疎行列を生或
する離散化を対象に活発に議論されてきた. ここで示した優対角化の手続きを用いることで密
行列を生成する積分方程式の離散化においても反復法の研究をすることが有用である場合が
存在することが示された. 今後は優対角化の効率を上げる方法を考察していく.
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