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1 導入
このノートでは Waldspurger による $p$ 進簡約群に対する Plancherel 公式の証明 [1,31 を

概説する。局所体上の簡約群に対する Plallchere,l 公式は非可換調和解析の一つのゴールと
して 1970 年代初頭に Harish-Chandra によって考察された。実 Lie 群に対する $\mathrm{P}1\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}^{\iota}.\mathrm{h}_{1j}\mathrm{t}.\mathrm{t}$), $[$

の公式の詳しい証明は l975 年から翌年にかけての一連の論文 [5], [6], [7] として発表され
た。Harish-Chandra は同時期に $p$ 進群の場合も考察し、1973年にはカスプ表現のウェイブ
パケットに対する Plancherel 公式を構成 $[8]_{\text{、}}77$ 年には全 $\mathrm{P}1\mathrm{a}\mathrm{n}\epsilon\cdot.\mathrm{h}\mathrm{e}^{1}J\mathrm{r}\mathrm{e}1$ 公式の構成を概説し
ている ( $[^{\mathrm{t}}\mathrm{J}\rceil$ とその直後の訂正)。しかし不幸にしてその完成を見ないまま Harish-Chandra
は l983 年に死去してしまった。その後彼が、指標の局所可積分性を証明した論文 [4] の
うち概説にとどまっている第 3 部や、 $p$ 進群の Plancherel 公式について多くの\nearrow --\vdashを遺
していたことがわかり、 L. Clozel と P.-J. Sally がそれを整理し発表する努力を続けてき
た。私の理解が正しければ、 [13] はこのプロジェクトの $-arrow$環である。 しかし、Walrlsl)ut$\cdot$ger
自身が導入の中で述べているように、 ここでの証明は Harish-Chandra の議論をそのまま
再現するものではなく、その後の表現論の進歩を取り入れた新しいものとなっている。
最も重要な変更点は構成の順序の逆転である。Harish-Chandra の構成ではまず $\mathrm{E}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e},\iota 1-$

stein 積分が導入され、その解析接続や MaaB-Selberg 等式を用いてその函数等式を得る。
そしてそこに現れた $c$ 函数を用いて絡作用素の基本性質を引き出すという道筋である。他
方で [14] では [12] の結果を用いた新たな構成が与えられている。 [ $12|$ は絡作用素を直接
的に解析する方法を与えるもので、有限次元表現を用いて $a_{hI,\mathbb{C}}^{*}$ 上の微分作用素 $D_{\pi}$ と「b
函数」 $b_{\pi}$ で絡作用素 $J_{\overline{P}|P}(\pi_{\lambda})$ が函数等式

$b_{\pi}(\lambda)J_{\overline{P}|P}(\pi_{\lambda})\phi=J_{\overline{\overline{P}}|P}(\pi_{\lambda+4\rho_{P}})I_{P}^{G}(\pi_{\lambda+4\rho p\prime}D_{\pi}(\lambda))\phi$
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を満たすものを構成する。 この函数等式により、絡作用素 $J_{\overline{P}|P}(\pi_{\lambda})$ をその 4/)F シフトに

関係づけて順次 $-/Jp$ の方向に解析接続できるだけでなく、 $J_{\overline{P}|P}(\pi_{\lambda})$ の特異点も $l$, 函数を
通じてとらえられる。 [ $14$」 では絡作用素についてのこれらの情報から Plancherel 測度や
Fisenstein 積分、 $c$ 函数、 ウエイブパケット変換の性質を引き出すことで、従来よりはる
かに簡潔な Plancherel 公式の証明を与えている。紹介する [13] では基本的にこの ]垣] の
道筋に沿った構成が採用されている。 $p$ 進群の場合には Jacquet 函手の完全性から上の函
数等式が 10 頁 $(\ulcorner v.1)$ に単純化し、 Harish-Chandra が有理型函数であることを示した絡
作用素が実は不分岐指標のなすトーラス上の有理函数であることもわかる。この有理性は
Langlands 分類と併せて Plancherel 測度の構成に重要な役割を果たす。他方で $p$ 進群の
場合は $\mathrm{L}\mathrm{e},\mathrm{v}\mathrm{i}$ 部分群の離散系列表現のなす (実解析) 多様体の各連結成分はコンパクトな
ため、 Plancherel 測度の評価に必要だった離散系列指標 (函数) の詳しい解析は不要であ
る。特に指標函数の存在を保証するために置かれていた基礎体の標数が 0 であるという
仮定は必要ない。最後に $p$ 進群では $I\acute{\iota}$ 有限ベクトルの中で表現が実現されているため、
$K$ タイプに沿って平均した $\mathrm{E}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}_{1}\mathrm{e},\mathrm{i}\mathrm{n}$ 積分の代わりに誘導表現の行列成分を用いればよ
い。 これをこのノートでは Eisenstein 函数と呼んでいる。対応して $c$ 函数の定義も絡作
用素と Weyl 群の元の合成になってしまう。
このノートは 2001 年度に筆者が [13] について九州大学で行ったセミナーがもとになっ

ている。セミナーノートそのものは筆者のウェツブページからダウンロードできる [151。
そこで詳しい証明の解説はそちらに譲り、 ここでは構成の流れのみを概説することにし
た。特に証明にはほとんと触れす、触れたとしても概略にとどめている。同様の理山から
議論の厳密性を犠牲にして、登場人物を中心に解説の順序を次のように変更している。第
1 話では $p$ 進簡約群の基本的な構造を復習した後、扱う表現の圏を指定しそれらの間の放
物型誘導および Jacquet 函手を思い出す。 さらに上でも触れた絡作用素の基本性質を用
意する。第 2 話では Planeherel 公式を構成する緩増加表現を導入し、緩増加表現の圏で
Jacquet. 函手の代わりをつとめる弱 Jacquet 函手を用意する。続いて放物型誘導表現の可
約性を絡作用素の挙動に結びつける Langlands 分類を思い出し、 それを用いて誘導表現
の可約点が Zariski 閉部分集合に含まれることを見る。 これから $\mathrm{P}1\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}^{\backslash }.11\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}^{1},1$ 測度の存在
が従う $\text{。}$ 第 3話でようや $\langle$ Schwartz-Harish-Chandra 空間が登場し、 その Plancherel 展
開が与えられる。 まず Eisenstein 函数を導入し、その弱定数項が絡作用素で記述された
$c$ 函数であることを示す。 これにより離散系列表現からの誘導表現のなすベクトル束の切
断の空間から、 $\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}^{r}\angle$-Harish-Chandra 空間への、ウェイブパケット変換が定義可能に
なる。最後にウェイブパケット変換の全射性を示して、 Plancherel 公式が得られる。
最後になったが忙しい中で今回の研究集会の企画、運営に尽力してくださった京都大学
人間環境学研究科の齋藤裕氏、同様に多忙な中、 ウェップページの維持をしてくださり、
報告集の作成を担当していただいている大阪府立大学総合科学部の高橋哲也氏に深く感
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第 1 話基礎事項

ここでは以下の構成の基盤となる基礎事実を復習する。

2 記号
$F$ を非アルキメデス局所体とし、そのモヂュラスを $||_{F}$ と書く。 Plancherel 公式の証

明には指標函数の解析は必要ないので $F$ が正標数を持ってもよい。

2.1 簡約群

$G$ を $\Gamma$’上定義された連結簡約群とする。その中心 $Z(G)$ 内の極大 $\Gamma^{\iota}$ 分裂トーラスを $A_{(}\neg$,

と書く。 $G$ の $F$ 有理指標の群 $X^{*}(G)_{F}$ を使って $A_{G}$ の「実 Lie 環」$a_{G’}:=\mathrm{H}c’ \mathrm{m}(X^{*}(G)_{F}, \mathrm{R})$

を定める。 ${\rm Log}$ 写像に当たる H。:G(F)\rightarrow a。を

$\exp\langle,\chi\cdot, H_{G}(.q)\rangle=|\chi(g)|_{F\prime}$ $\forall\chi\in X^{*}(G)_{F}$

と定義する。 $F$ の付値が離散的であることから、 この像 $a_{G,F}$ :=H。(G(F)) は a。内の $\mathbb{Z}$

格子になることに注意する。 $G(F)^{1}:--1\dot{\mathrm{t}}\mathrm{e}\mathrm{r}FI_{(j}$ とおけば、 $G(F)^{1}$ 上自明な $G(F)$ の (連続)
指標の群 $\hat{A}_{\zeta^{\mathrm{Y}},}:=\mathrm{H}\sigma’ \mathrm{m}(G(F)/G(F)^{1}, \mathbb{C}^{\mathrm{x}})$ は a。, $F$ を指標群とする $\mathbb{C}$ トーラスになる。 $([1_{\mathrm{c}\mathrm{J}}^{r}]$

では $X(G(F))$ と書いたが、 ここでは Arthur の最近の慣例にならって $\hat{A}c,$

. と書く。 これ
は $G$ の $\mathrm{I}_{I}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}.1\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{s}$双対群の中のトーラスと同-\rightarrow 視されるためこのように書かれる。) そ

のユニタリ指標からなる部分群を $\hat{A}_{G}^{1}:=--\cdot \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(G(F), \mathbb{C}^{1})$ と書く。 また $.\cdot \mathrm{v}\in\hat{A}_{\Gamma}$, に対して

$\exp\langle\lambda, H_{G}(.q)\rangle=|\chi(g)|$ , $\forall g\in G(F)$

となる \lambda \in a�を $.\Re.\chi$ と書く。

2.2 放物型部分群

以下特に断らなければ、 G- の $F$ 上定義された放物型部分群やその Levi 成分を単に放
物型部分群、 Levi 部分群なとと呼ぶ。 $G$ の極小 Levi 部分群 $M_{\dot{\lfloor}\mathrm{I}}$ を固定し、 それを含む
放物型部分群の集合、 Levi 部分群の集合をそれぞれ $F,$ $\mathcal{L}$ と書く。 $P\in F$ は $\mathcal{L}$ に属する
Levi 成分をただ $-\wedge$つ持ち、逆に $M\in \mathcal{L}$ を Levi 成分に持つ $F$ の元の集合 $\mathcal{P}(M)$ は有限
集合である。 $P=MU\in \mathcal{F}$ に相対する放物型部分群を $\overline{P}=Ml\dot{I}$ と書く。

2.3 制限ルート

果 $:=a_{M_{0}},$ $A_{0}:=\cdot A_{M_{0}}$ などと略記する。 $a\text{あ}=X^{*}(G)_{F}\otimes$.
$\mathrm{R}$ を制限写像 $X^{*}(G)_{F}\ni\chi\mapsto$

$\chi$ IM\cap \in X\sim \Delta 売)F から定まる線型埋め込み $a_{G}^{*}arrow a_{\{1}^{*}$ の像と同一視する。 $A_{0}$ の $G$ での
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ルートの集合 $\Sigma_{0}$ はそれの張る $a_{11}^{*}$ の部分空間 $a_{\mathrm{f}1}^{\mathrm{C}^{\urcorner},*}$

’ 内のルート系になる (相対ルート系)。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\in \mathcal{P}(\mathrm{J}1/I_{1\mathrm{J}})$ を選べば対応する正系 \Sigma P0\subset \Sigma [1、その中の単純ルートの集合 $\Delta_{p_{()}}$ などが定
まる。 また $a_{0}$ での $a_{(\overline{\mathrm{j}}}^{*}$ の零化域 asよ $a_{(1}^{(j*}$’ の双対なので、その中に \Delta 6、の元に対するコ
ルートの集合 $\Delta_{B\mathrm{J}}^{\vee}$ も定まる。相対 Weyl 群 $W–W^{C\mathrm{r}}’:--- \mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{r}\ln$ ( $A_{0}$ , C7)/M。はこのルート
系の Weyl 群に一致する。以下 $W$ をその Norm $(A_{\lceil\lrcorner}, G(F))$ での完全代表型と同一視し、
Ad(w)X がその代表元の取り方によらないときにはそれを $w(X)$ と書く。

$a_{G}$ を $\{H\in a_{0}|\alpha(H)=0, \forall\alpha\in\Sigma_{0}\}$ と同 -^視する。互いに双対な直和分解

al*)=a\mbox{\boldmath $\theta$}’*\oplus a�, $a_{0}--a_{1\mathrm{J}}^{G}\oplus$. $\emptyset\bigcap_{l}$

が得られた。
$M\in \mathcal{L}$ のとき $A_{\mathrm{A}4}$ の $G$ でのルートの集合を $\Sigma_{M}$ と書く。これは一般にルート系にはな
らない。 $P\in \mathcal{P}(M)$ に対して正系 \Sigma P、その中の被約ルートの集合 $\Sigma_{P}^{1\mathrm{e}\mathrm{d}}$

. が定まる。 $P$ に含
まれる $P_{\zeta \mathrm{I}}\in \mathcal{P}(M_{0})$ を取り、 $\Sigma_{P}$ 内の単純ルートの集合を $\Delta_{P}:---$ {(\mbox{\boldmath $\alpha$}|0。)|\mbox{\boldmath $\alpha$}\in \Delta $P\mathrm{n}\backslash \Delta_{F_{\mathrm{I}1}^{M}}$ }
と定義する。同様に対応するコノ–\vdashの集合 $\Delta_{P}^{\vee}:=$ {(\mbox{\boldmath $\alpha$}V|a*M)|\mbox{\boldmath $\alpha$}\vee \in \Delta ん $\backslash \Delta_{P_{\mathrm{O}}^{\mathrm{A}l}}^{\vee}.$ } が定ま
る。 これらは $P_{0}\subset P$ の取り方によらない。 $P$ に対する正の部屋

$a_{\acute{P}}^{*+}:---\{\lambda\in a_{M}^{*}|\mathrm{e}\iota^{\vee}(\lambda)>0, \forall\alpha^{\vee}\in\Delta_{P}^{\vee}\}$

は $\Delta_{P}$ の張る $a_{\mathrm{A}4}^{(\mathrm{j}*}$’ 内の開錘と a�の直和 $+a_{P}^{*}$ に含まれている。
不分岐擬指標の群 $\hat{A}c_{\mathrm{r}}^{\tau}$ は $\mathbb{C}$ トーラスだったので、実 Lie 群の場合の直和分解 $a_{\mathrm{A}’l,\mathbb{C}}^{*}---$

a\eta h\oplus a�,0 の代わりに完全列

$Iarrow A\text{。}rightarrow AA’arrow\hat{A}_{M}^{\mathrm{t}_{\mathrm{r}}^{\neg}}-1$

が用いられる。ここで $\hat{A}_{\acute{h}\mathrm{f}}^{G}:=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(M(F)\cap G(F)^{1}/\Lambda f(F)^{1}, \mathbb{C}^{\mathrm{x}})$ と吉いた。射はすべて制
限射である。

2.4 極大コンパクト群、測度

$\mathrm{K}$ を $G(F)$ の A。に関してよい位置にある極大コンパクト部分群とする。 $P-MU$ $\in F$

に対して岩澤分解 $G(F)=P(F)\mathrm{K}$ が成り立つ。 $g\in G(F\rangle$ の岩澤分解を

$g=.u_{P}(g)m_{P},(g)k_{P}..(g)$ , $u_{P}(g)\in l\Gamma(F),$ $n\iota_{P}(g)\in M(F),$ $k_{P}(g)\in \mathrm{K}$

と書く。 これらの各成分は一意には定まらないことに注意する。また $H_{0}-\cdot If_{\mathrm{A}I_{1\}}}$. による
$a_{P_{\mathrm{U}}}^{+}$ の閉包 $\overline{a}_{P_{0}}^{+}\subset a_{0}$ の逆像を $\overline{\mathrm{M}}$んとして Cartan 分解

$G(F)–marrow\overline{\mathrm{M}}$

ん $/M\mathrm{o}(F)^{I}$

$\mathrm{K}n\gamma_{l}\mathrm{K}$

が成り立つ。 これは $G(F)$ 上の種々の積分の収束性の証明に用いられる。
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以下で用いる不変測度を指定しておく。実 Lie 群の場合には Lie 環の Cartan 分解
$\mathfrak{g}=\mathfrak{p}\oplus_{-}\mathrm{t}$ から種々の分解や測度の正規化が得られていたが、 $p$ 進群の場合には極大コン
パクト部分群は同時に開部分群でもある。そこで $\mathrm{t}_{J}^{-\gamma}$ の任意の閉部分群 $H$ に対して開部分
群 $H(F’)\cap \mathrm{K}\subset H(F)$ の全測度が 1 となるよう $H(F)$ -hの左不変測度を選ぶ。 $G(F)$ -b
の局所定数コンパクト台付き函数たちのなす畳み込み代数 $\mathcal{H}(G(F))$ を $G(F)$ の Hecke
環と呼ぶのだった。 $Z(G)(F)$ は $A_{(’j}(F)$ を法としてコンパクトであるから、 中心を法とし
た (二乗) 可積分性などを論じるときには G$(F)/A$。(F) 上でのそれを考えることにする。
対応して a。, $F$ の部分 $\mathbb{Z}$ 格子 $\tilde{a}_{(^{\urcorner}F}.,$

, $:=H_{C_{7}}$ (A。(F)) を取り、 $\hat{A}_{A_{\mathrm{C}!}}^{1}\simeq ia_{(_{J}^{\urcorner}}^{*}/‘.$) $\pi i,\tilde{a}_{\mathrm{C}_{l}^{\urcorner}F}^{*}$ -Lに全 l‘則
度が 1 となる不変測度を取る。これにより $\hat{A}_{G}^{1},$

$\simeq ia_{G}^{*}/2\pi ia_{\mathrm{C}^{\gamma},F}^{*}$, にも不変測度 $\mathrm{B}\backslash ^{\backslash }$’定まる。 こ

こで $\overline{a}_{C\mathrm{i},F’}^{*}$ , a�,” はそれぞれ $\overline{a}_{C_{\mathrm{r}},F},$ $a_{G,F}$ の双対格子である。 $G(F)$ 白身やその簡約部分群、
べき零部分群は両側不変測度を持つユニモヂュラ群であるが、放物型部分群 $P(F)$ はそ

の限りでない。すなわち先に止めた $P(F)$ 上の左不変測度 $cl^{l}p$ に対して $\delta_{P}(p)\mathrm{r}ll\gamma$ が右不変
測度となるような擬指標 $\delta_{P}$ : $P(F)arrow \mathrm{R}_{+}^{\mathrm{x}}$ は自明ではない。 この $\delta_{P}$ を $P(F)$ のモジュラ
スと呼ぶのだった。

$\gamma(G/M):=J_{\dot{\overline{U}}(F)}^{\cdot}.\delta_{F^{1}}(m_{P}(\overline{\mathrm{t}\iota}))d‘\overline{\iota\iota}$

とおく。我々の測度の選び方に対してはこれは $P\in \mathcal{P}\langle M$ ) によらず、 $f\in \mathcal{H}(G(F))$ に対
して次の積分公式が成り立つ。

$\int_{(^{\gamma}(F)},f.(g)d.q.-.\int_{\mathrm{f}I(\Gamma^{\iota})}\int_{\mathrm{A}\mathrm{f}(\mathrm{f}^{-})}l’\int_{\mathrm{K}}f(u7l\iota_{l}k..)\delta_{P}(n|_{l})^{-1}rl,k..‘ t,r||$ ,du, (2.1)

– $\gamma(G/M)^{--1}\int_{U(\Gamma\prime)}\int_{\mathrm{A}\prime I\{\Gamma’)}\int_{\overline{\mathfrak{l}J}(F)}f\cdot(,un\iota\iota^{-}\iota)\overline{\delta}_{P}(\gamma’\gamma_{l})^{-1}d\cdot\overline{\iota}\iota dn\iota$du $(^{\underline{)}\underline{)}}..\cdot)$

3 表現

3.1 代数表現

$G(F)$ の $\mathbb{C}$ ベクトル空間 $V$ 上の抽象群としての表現 $\pi$ : $G(F)arrow GL(V)$ が代数表現で
あるとは、任意の $?’\in V$ の固定化群 $\mathrm{S}\mathrm{t}_{1}\mathrm{a}1$)$(v, G(F))$ が $G(F)$ の開部分群であることだっ
た。代数表現 $(\pi, V)$ に対して $V$ の双対空間 $V^{*}$ 上に

$\langle\pi^{*}(g)\tau t^{*}, v)=(\mathrm{z}\prime^{*}, \pi(g^{-1})\mathrm{t}\}\rangle$ , $.q\in G(F),$ $\tau.\prime^{*}\in V$“, $v\in V$

で定まる双対表現 $(\pi^{*}, V^{*})$ は必ずしも代数的でない。代わりにその代数部分

$V^{\vee}:=$ { $v^{\vee}\in V^{*}|\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}1)(\uparrow\prime^{\vee},$ $G(F))$ は開部分群}

への制限 $(\pi^{\vee}, V^{\vee})$ を取り、 $(\pi, V)$ の反傾表現と呼ぶ。

例 3.1. $K\subset G(F)$ を開コンパクト部分群として $G(F)$ 上の両側 $l\mathrm{i}’$ 不変函数の空間を
$C(K\backslash G(F)/K)$ と書く。

$C^{\mathrm{v}\mathrm{a}},(G(F)):=$

$\kappa_{\mathrm{C}}c,(F\}\cup$

$C(K\backslash G(F)/K)$

開コンバクト部分群
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上の $(_{\mathrm{J}}^{-\prime}(l^{\mathrm{i}^{\gamma}})$ の右正則表現 $R^{\mathrm{a}}$

$[R^{\mathrm{a}}(g)f](x):=f(xg)$ , $.q\in G(F),$ $f\in C^{\mathrm{a}\mathrm{I}\mathrm{g}}(G(F^{\urcorner}))$

は $G(F^{1})$ の代数表現である。その反傾表現は $G(F)$ 上のコンパクト台付き分布の空間
$D_{-},(G(F))$ 上の右正則表現である。

3,2 許容表現

$G(F)$ の代数表現 $(\pi, V)$ が許容表現であるとは、任意の開部分群 $K\subset G(F)$ に対し
て $V^{I\acute{\backslash }}:=\{1’\in V|\pi(k^{n})v--r_{\}}.’\forall k\in K\}$ が有限次元なことだった。 このとき反傾表現
$(\pi^{\vee}, V^{\vee})$ は双対表現に一致し、 $(\pi^{\vee}, V^{\vee})^{\vee}\simeq(\pi, V)$ が成り立つ $\text{。}$

$\eta’\in V,$ $\tau\prime^{}\in V^{\vee}$ はある

開コンパクト部分群 $K\subset G(F)$ で不変であるから、対応する行列成分

几,” $\mathrm{v}$
$(g):-\langle\pi(g)_{lt}, \tau.\prime^{\vee}\rangle$ , $g\in G(F)$

は $G(I\ddot{\backslash }\backslash G(F)/I\mathrm{i}^{-})$ の元である。 $(\pi, V)$ の行列成分たちの張る $C^{\mathrm{a}}(G(F))$ の部分空間を
$A(\pi)$ と書き、

$A(G(F)):—-$ $\sum$ $A(\pi)$

$\pi$ 許容表現

とおく。和は $G(l^{\mathrm{i}’})$ の許容表現の同型類の集合を走る。 A。の有限次元表現 $(p, V)$ は広
義等型分解

$1^{\gamma}-\oplus..V_{\lambda-}\lambda’(\equiv \mathcal{E}xp\mathfrak{l}\rho \mathrm{I}$

$V_{\lambda}$. $:—\{v\in V|(p(‘ l)-.\cdot.(u))’‘\tau’=0, \exists r|_{1}\in \mathrm{N}\}$

を持つ。 $G(F)$ の許容表現 $(\pi, V)$ に対しても、 開コンパクト部分群 $K\subset G(F)$ に対する
A。(F) 加群 $V^{h}$

.
の上の分解の帰納極限として、広義等型分解

$V=\oplus_{x\mathrm{p}(\pi\}}\lambda^{J}(^{=\epsilon}$

.
�,, $V_{\lambda}:=\{\tau’\in V|(\pi(u)-.\chi^{l}(a))’\iota 0, \exists 7v=l\cdot\in \mathrm{N}\}$ (.3.1)

が成り立つ。 この $\mathcal{E}.’\iota.p(\pi)$ の元を $\pi$ の (中心) 指数と呼ぶ。

33 $B$ 許容表現

許容表現の定義の有限性はしばしば強すぎ、特にこのノートで扱う表現の連続族を含ま
ない。 そこで $1^{9}-$ ] から $B$ 許容表現を用意しておく。 $B$ を可換 $\mathbb{C}$ 代数とする。 $B$ 加群 $V$

上の $G(F)$ の表現 $\pi$ : $G(F)arrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{B}(V)$ が $B$ 許容表現であるとは、

(i) $V$ を $\mathbb{C}$ ベクトル空間とみたとき、 $(\pi, V)$ は $G(F)$ の代数表現。

(ii) $V$ は $B$ 加群として平坦。
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(iii) 任意の開部分群 $K\subset G(F)$ に対して $V^{K}$ は $B$ [有限生成。

なることとする。

例 32. $B_{G}$ を $\mathbb{C}$ トーラス ,$\hat{4}$。上の多項式函数環とする。 $./\mathrm{K}\in G(F)$ は $B_{G}^{\mathrm{x}}$, の元

$b_{g}$ : $\hat{A}_{\zeta_{\mathrm{I}}^{\mathrm{Y}}}\ni.\chi\mapsto.\chi\cdot(g)\in \mathbb{C}^{\mathrm{x}}$

を与える。特に $B_{G_{l}}^{\mathrm{x}}$ 値の指標 ( $Be.rnst,e\dot{\#,}n$-Deligne の意味の普遍指標)

pB。: $G(F)\ni g\mapsto b_{g}\in B_{G}^{\mathrm{x}}$

が定まる。 $G(F)$ の許容表現 $(\pi,. V)$ に対して $V_{B}:---- V\otimes B_{G}$ -Lの $G(F)$ の表現を

$\pi_{B}(g)$ : $V_{B}\ni\tau l\otimes b\mapsto\pi(g)\tau’\otimes\mu_{B_{G}}(g)b\in V_{B}$ , $g\in G(F)$

と定めれば、これは B。許容表現である。さらに $\mathcal{E}xp(\pi_{B})$ $:=$ { $.\chi$
$:$ =\chi 1\otimes \mu B計 Y. $1\in \mathcal{E}xp(\pi)$ }

とし各 $.\chi\in \mathcal{E}x\cdot p(\pi_{B})$ に対して $V_{B_{\lambda}}$, $:=V_{\lambda 1}.\otimes B_{G}$ とおけば、広義等型部分 B。加群による
分解

$V_{B}:---.’.\oplus\lambda\cdot\epsilon bx\varphi|\pi_{B\mathrm{I}}$
VB,、’ $V_{B,\chi}:--$. { $\in V_{B}^{\cdot}|(\pi_{B}(\tau’)-\chi(v))^{\iota}’?’.--0$, \exists 7’、 $\in \mathrm{N}$ } (3.2)

が成り –|\llcorner Lつ。

4 放物型誘導と Jacquet 函手

41 放物型誘導表現

$P・MU\in F$ とし $(\pi, V)$ を $M(F)$ の代数表現とする。

$I_{\acute{P}}^{C}(V):---\{\phi:G(F)arrow V$ (ii) $\phi(unlg)=\delta_{P}(m)^{1/2}\pi(7ll)\phi(g)$ ,

(i) $\phi J$ はある開部分群 $K\subset G(F)$ で右不変
$\}$

$u\in U(F),$ $rn\in M(F),$ $g\in G(F)$

上の $G(F)$ の右移動表現

$[I_{\acute{P}}^{C}(\pi,g)\phi\downarrow(x)=\phi(xg)$ , $g\in G(F),$ $\phi\in I_{P}^{G}(V)$

を $(\pi, V)$ からの $P$ に沿った放物型誘導表現と呼ぶ。$I_{P}^{G}$ は $M(F)$ の代数表現の圏 Aig(M(F))
から $G(F)$ のそれ Alg(G(F)) への、あるいは $B$ 許容表現からなる部分圏 $\mathrm{A}\mathrm{d}\mathrm{m}_{B}(M(F^{1}))$

から $\mathrm{A}\mathrm{c}1\mathrm{m}_{B}(G(F))$ への完全函手である。 また $I_{P}^{(_{J}^{\urcorner}}(V)$ と $I_{P}^{G}’(V^{\vee})$ の間の双対性

$\langle\phi,\sqrt)^{}\rangle:=\int_{\mathrm{K}}\langle\phi(k), \phi^{\vee}(k)\rangle dk$ , $\phi\in I_{P}^{G}(V),$ $\phi^{\vee}\in I_{P}^{G}(V^{\vee})$

は同型 $I_{P}^{G}(\pi)^{\vee}\simeq I_{P}^{G}(\pi^{\vee})$ を与える。
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4.2 Jacquet hIffl
$\mathrm{G}$ の代数表現 $(\pi, V)$ と $P=Ml^{\gamma}\in F$ に対して、

$V_{P}:=V/V(l\Gamma)$ , $V(U):=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{\pi(\prime u)v-\cdot\iota’|1\iota\in lI(F^{1}), \mathrm{t}’\in V\}$

とおき、 $j_{P}’$ : $Varrow V_{P}$ を自然な射影とする。

$\pi_{P}(n\iota)j_{P}(v)=\delta_{P}(m)^{-1/2}j_{P}(\pi(m_{1})v)$ , $m\in M(F),$ $\uparrow’\in V$

によって定まる $M(F)$ の表現 $(\pi_{P}, V_{P})$ を $(\pi, V)$ の $P$ に沿っての Jacquet 加群と呼ぶ。
$\pi$ に $\pi_{P}$ を対応させる函手 $r_{\acute{P}}^{\mathrm{C}}$ は $\mathrm{A}(C_{\mathrm{J}}(F))$ から Alg(M(F)) への、そして $\mathrm{A}\mathrm{d}\mathrm{m}_{B}(G(F))$

から $\mathrm{A}\mathrm{d}\mathrm{m}_{B}(M(F))$ への完全函手である。ここで [.3, \S 4] から次を引用しよう。 $t\in \mathrm{R}_{+}^{\mathrm{x}}$ に

対して
$\mathrm{A}_{P}^{+}(t):=\{\mathrm{c}\iota\in A_{\mathrm{A}J}.(F)||\alpha(a)|_{F}>t, \forall\alpha\in\Delta_{P}\}$

と書く。

定理 4.1. (i) 双線型形式 $\langle$ , $\rangle_{P}$ : $V_{P}\mathrm{x}(V^{\vee})_{\overline{\overline{P}}}arrow \mathbb{C}$ であって、 $\uparrow f\in V,$ $||\prime^{\vee}\in V^{\vee}$ に対して

$t>1$ を十分大きく取れば、

$\langle\pi_{P}(a.)- 1j_{F}(v),\prime j_{F}(v^{\vee})\rangle_{P}--\delta_{P}(a)^{1/2}\langle\pi(a^{-1})\tau.1, \cdot 1’\rangle\vee$ , $\forall(\iota\in \mathrm{A}_{P}^{+}(t)$

が成り立つものがただ .つある。
(ii) (, $\rangle_{P}$ は非退化かつ $\Lambda\cdot\prime I(F)$ 不変。すなわち $(\pi_{P})^{\vee}arrow|\cdot(\pi^{\vee})_{\overline{P}}$ である。

特に $\mathit{1}’\in V$ , tl\vee \in Vゝの行列成分 $f_{\mathrm{c}},\vee\in A(\pi)$ に

$(f_{11v^{\vee}},)_{P}(m)-\cdot=\langle\pi_{P}(n\iota.)j_{P}(’\iota.|),j_{\overline{P}}(\tau\prime^{\vee})\rangle_{P}$ , $rn,$ $\in M(F)$

を対応させる写像は

$\delta_{P}(m,a)^{1/2}f(nl.a)=f_{P}(rna)$ , $a\in\Lambda_{M}(F),$ $\alpha(H_{M}(a))<<0,$ $\forall t\mathrm{J}i\in\Delta_{F)}$ (4.1)

を満たす線型写像 $A(G(F))\ni f\mapsto f_{P}\in A(M(F))$ に延びる。 この $fp$ を $f\in A(G(F))$

の $P$ に沿っての定数項と呼ぶ。

4.3 基本性質

$P=MlI\in F$ とし、 $(\pi, V)$ を $G(F)$ の $(\tau, E)$ を $M(F)$ の代数表現とするとき、
Frobenius 相互律 (の変形)

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{G\{F)}(.\pi, I_{P}^{G}(\tau))\simeq \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{M(F)}(\pi_{P}, \tau)$

が成り立つ。すなわち $r_{P}^{G}$ は $I_{\acute{P}}^{C}$ の左随伴函手である。
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$P,$ $P’\in F$ に対して WM’\垣 7WM の完全代表系 $P^{\prime W_{p}}$ を取れば、 Bruhat 分解

$G– \prod_{w_{\dot{\overline{t}}_{- P’}}\mathfrak{l}\cdot V_{P}}P_{\mathrm{I}\mathit{1}}"-1P’$

が成り立つ。 $F^{\prime W_{P}}$ に $p$ 進位相での閉包の関係

$P(F)u1^{-1}P’(F) \subset.\prod_{\overline{d}>w}\iota v’\vdash\rho W_{P}P(F)u)^{\prime-1}P’(F)$

が成り立つような全順序 $w’>u$’をーっ固定する。 $(\pi, V)$ を $\mathrm{A},\prime I(F)$ の代数表現とすると
き、 $I_{\acute{P}}^{G}(V)$ の $p\prime W_{P}$ を添字集合とする減少フィルタ $\{F_{w}\}_{w\in\rho W_{P}}$ (Bruhat フィルタ) を

$F_{u}.,$

$:– arrow\{\phi\in I_{P}^{G}(V)|\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}1)\phi\subset\prod_{\iota\sqrt\geq w}\mathrm{u}’\epsilon_{P’}W_{P}P(F)_{l\{f^{\prime-1}}P’(F)\}$

と定める。

p、v(\phi )(7n’) $:– \delta_{P’}(m_{1}’)^{-1/2}\int_{(\mathrm{I}\Gamma^{J_{1}-}\iota \mathrm{u}’(P))(F)\backslash U’(F)}$ j、l’-l $(P’)^{M}(\phi(1ll^{-1}?\iota’n|’.))rl\uparrow \mathit{1}$ (4.2)

とおけば、 これは定義可能な $hI’(F)$ 準同型

$\overline{p}_{w}$ : $(\mathrm{G}\mathrm{r}_{w}F.)_{P’}arrow I_{\tau v(P)^{k\mathit{1}’}}^{\mathrm{A}\mathrm{f}’}(\cdot u’(V_{w^{-1}(P’)^{hJ}}))\sim l$

を与える。 ここで $\mathrm{G}\mathrm{r}_{\iota v}F$. :–弓\sim /\mbox{\boldmath $\delta$},。と書いている。特に $(\pi, V)$ が長さ有限許容表現の
時には、 $M’(F)$ の長さ有限許容表現の圏の Crothen市 $\alpha^{\iota}.\mathrm{k}$. 群での等式

$[I_{F}^{G}’( \pi)_{P’}]=\sum_{w\in_{-P’}W_{P}}[I_{w\{P)^{M’}}^{M’}.(\cdot u’(\pi_{w^{-1}(P’\}^{\mathrm{A}\cdot J))\int}}$
(4.3)

が成り立っている。

5 絡作用素
$M\in \mathcal{L}$ とし $(\pi, V)$ を $M(F)$ の長さ有限許容表現とする。 $\chi\in\hat{A}_{M}$ はそのような $(\pi, V)$

の集合に $(\pi, V)\mapsto(\pi_{\lambda}., V_{\lambda}.):--(\pi\emptyset^{-}. \chi, V)$ と作用する。 $(\pi, V)$ の同型類 $\pi$ の $\hat{A}_{M}$ 軌道を

$\mathfrak{P}:=\{\pi_{\chi}|\chi\in\hat{A}_{M}\}\simeq\hat{A}_{M}/\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}(\pi,\hat{A}_{\mathrm{A}f})$

と書く。 ここで Stab$($ \pi , $\hat{A}_{hI}):=\{\chi\in\hat{A}_{M}|\pi_{\lambda}$. $\simeq\pi\}$ は有限群であるから、 $\mathfrak{P}$ には $\mathbb{C}\text{ト}-$

ラス $\hat{A}_{M}/\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}$}) $(\pi,\hat{A}_{M})$ の主等質空間としての $\mathbb{C}$ 多様体の構造が入る。特にその上の多項
式函数や有理函数が考えられる。
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$\Gamma-,$ $P’\in \mathcal{P}(M)\mathrm{k}\mathrm{b}\vee C$

$(J_{F’|F}(\pi_{\lambda}.)\phi)(g):=$

(U’自 U)(F)\U’(F)

$\phi(\iota\iota_{\mathrm{t}}’q)/l\mathrm{e}\iota’$ , $\phi\in I_{P}^{\Gamma j}(V_{\lambda})$

とおく。 また $\mathrm{K}^{F}:=\mathrm{K}\cap P(F)$ などとして

$I_{\mathrm{K}^{P}}^{\mathrm{K}}(V):--\{$

(i)
$\phi:\mathrm{K}arrow V$ (ii)

$\phi$ は局所定数
$\phi(\mathrm{c}\iota rt?,k..)=\pi(\ell ll)\phi(k’.)$ ,
$u\in \mathrm{K}^{U},$ $nl|\in \mathrm{K}^{M},$

$k\in \mathrm{K}\}$

とおけば、 岩澤分解から

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\mathrm{K}}^{P}(\pi_{\lambda}.)$ : $I_{\acute{P}}^{C}(.V_{\lambda’})\ni\phi\mapsto\phi|\kappa\in I_{\mathrm{K}^{P}}^{\mathrm{K}}(V)$

は同型である。

定理 5.1. $(\acute{\uparrow,})\alpha^{\vee}.(\Re\chi)>>0,$ $(\forall\alpha\in\rangle_{\lrcorner F}^{\neg}\backslash \Sigma_{P’})$ のとき $J_{P’|P}(\pi_{\lambda})\phi$ の定義積分は絶対収束。
(ii) ある開コンパクト部分群 $K\subset \mathrm{K}$ に対して $\phi\in I_{\mathrm{K}^{P}}^{\mathrm{K}}(V)^{K}$ のとき

$\backslash \mathrm{p}\ni\pi’\mapsto \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\mathrm{K}}^{P}\acute{(}\pi’)\circ J_{P’|P}(\pi’)\circ \mathrm{r}\mathrm{e}_{J}\mathrm{s}_{\mathrm{l}\mathrm{C}}^{P}(\pi’)^{-1}(\phi)$ $\in I_{\mathrm{K}^{P’}}^{\mathrm{K}}(V)^{h’}$

は有理函数。 $I_{\mathrm{K}^{P}}^{\mathrm{K}},(V)^{K}$ は有限次元であることに注意せよ。

証明. (スケッチ) (i) は実 Lie 群の場合と同様の標準的な議論によるので省略する。
(ii) $B_{\mathrm{A}4}=\mathbb{C}[\hat{A}_{\mathrm{A}\mathrm{f}}|$ と $\Lambda I(F)$ の $B_{M}$ 許容表現 $(\pi_{B}, V_{B})$ を思い出す。 これから誘導さ

れる $(I_{\acute{P}}^{C}(\pi_{B}), I_{\acute{F}}^{C}(V_{B}))$ は $G(F)$ の $B_{M}$ 許容表現である。 $B_{M}$ 許容表現の準同型 $.I\in$

HotnG(F),B。$(I_{P}^{G}(V_{B}), I_{P’}^{\zeta_{\mathrm{r}}}’(V_{B}))$ と $b\in B_{M}$ があって

b(\chi )JP.lP(\pi え)\phi え $=J(\phi)_{\lambda’}$ , $.\cdot \mathrm{v}\in\hat{A}_{M},$ $\phi\in I_{P}^{\mathrm{r}_{J}^{\tau}}(V_{B})$ $(_{\iota J}^{\mathrm{r}}.1)$

が成り立つことを言えばよい。そこで Frobenius 相互律

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{G(F),B_{hJ}}(I_{F}^{G}(V_{B}), I_{\acute{P}^{J}}^{O}(V_{B}))-..\prec \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{M\{F),B_{M}}(I_{P}^{(_{1}^{\urcorner}}(V_{B})_{F’}, V_{B})$ $(_{\backslash }^{r_{J}}.2)$

による $J$ の像 $j’$ をまず構成する。 $I_{F}^{\Gamma J}(V_{B})_{P’}$ は Bruhat フイルタ $F_{\iota}.$, たちの合併であり、
$V_{D}$ は $\mathrm{C}_{1}\mathrm{r}_{1}F.,P’$ であるから、 $w<1$ なる $\tau v$ の階層を消すことを考える。例 32(3.2) のよ

うにこれらの $B_{M}$ 許容表現に対しては中心指数が定義されていた。各.$\cdot$ $\forall\in\hat{A}_{M}$ でのファ

イバはその限りではないが、 $B_{\mathrm{A}4}$ 許容表現としては $\mathcal{E}xp(\mathrm{G}\mathrm{r}_{wP’}F.,)$ と $\mathcal{E}xp(\mathrm{C}\mathrm{r}_{1}\mathcal{F}.,p’)$ が

交わりを持たないことから、 $B_{M}$ 係数の $A_{M}(F)$ の群環の元 $R\in B_{M}[A_{M}(F)]$ と $b\in.B_{M}$

で

$\bullet \mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}I_{P}^{G}(\pi_{B})_{\mu}$ (R)\subset F1,P弓

$\bullet$ $I_{\overline{F}}^{(j}(\pi_{B})_{F’}(R)$ は $\mathrm{G}\mathrm{r}_{1}F.,p$’上に $b$ 倍作用を引き起こす。
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$\gamma_{\mathrm{d}\backslash }^{-}-\delta \mathrm{b}\sigma 2h^{\backslash ^{\backslash }}\mathrm{k}T\mathrm{t}\xi_{0}zarrow\tau^{\backslash }c\llcorner\backslash$

$j$ : $I_{P}^{\mathrm{C}\tau}(V_{B})_{P’}arrow F_{1,P’}I_{P}^{G}(\pi_{B})_{P’}(R)$ 標準射影 $\mathrm{G}\mathrm{r}_{1}F.,P’arrow V_{B}\overline{p}_{1}$

とおけばこれは一つ目の条件から定義可能。それに (5.2) で対応する $J$ : $l_{P^{x^{\tau}}}^{(}(V_{B})arrow I_{F’}^{\mathrm{C}^{\mathrm{Y}}}’(V_{B})$

を取れば二つ目の条件から (5.1) が成り立っ。 口

$P,$ $P’\in \mathcal{P}(M)$ に対応する Weyl の部屋 $a_{P}^{*+}$’ と $a_{P}^{*+}$” の間にある壁の枚数を $d(l^{J}, P’)$ と
書く。

補題 52. $(i,)P,$ $P’,$ $P”\in \mathcal{P}(M)$ が $d(P”, P)–d(P”, P’)+d(P’, P)$ を満たすとき函数
等式

$/_{P’’|P(\pi)\cdot-J_{F^{Jl}|F’(\pi)\circ J_{P’|P}(\pi)}}-$

が成り立つ。
$(?,\cdot i)$ 随伴公式

$\{J_{P^{l}|P(\pi)\phi,\phi^{\vee}\rangle=\langle\phi,J_{P|P’}(\pi^{\vee})\phi^{\vee}\rangle}$, $\phi\in I_{\acute{P}}^{C}(V),$ $\phi^{\vee}\in l_{P’}^{G},(V^{\vee})$

が成立する。
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第 2 話 Langlands 分類の活用

6 緩増加表現

6.1 二乗可積分表現

$G(F)$ の許容表現 $(\pi, V)$ が $Z(G)(F)$ のある擬指標 $\omega$ に対して

$\pi(_{\vee}^{\sim},)\tau’=\omega(z)v$ , $z\in Z(G)(F),$ $\uparrow’\in V$

を満たすとき、 $(\pi, V)$ は中心指標 $\omega$ を持つといい、 その中心指標 $\omega$ を $\omega_{\pi}$ と書く。ユニ
タリな中心指標を持つ $G(F)$ の許容表現 $(\pi, V)$ が二乗可積分とは、

$\int_{G(F\}/A_{Q}(F)}|f_{v,v^{\vee}}(g)|^{2}dg<\infty$ , $\forall/.’\in V$, v\vee \in Vゞ

なることとする。仮定から $|f_{v_{\iota^{1}}},\vee|^{2}$ は G(F)/A。(F) 上の函数であることに注意する。定義
から二乗可積分許容表現は $G(F)$ 不変なユニタリ内積を持つユニタリ化可能表現である。
与えられた許容表現が二乗可積分であるか否かについては次の Langlands-Casselman
の判定律が基本的である。

命題 6.1. ユニタリな中心指標を持つ $G(F)$ の許容表現 $(\pi, V)$ が二乗可積分であるため
には、

$\Re(\mathcal{E}xp(\pi_{P}))\subset a_{\overline{P}}^{j,*}\dashv-‘$, $\forall P\in F$

が成り立つことが必要十分である。

$G(F)$ の既約二乗可積分表現の同型類の集合を $\Pi_{2}(G(F))$ と書き、そのうち中心指標が
$\omega$ であるものたちからなる部分集合を� 2 $(G(F))_{\omega}$ と書く。二乗可積分表現に対しては次
の Schur の直交関係が証明できる。

補題 62. $(\pi_{i}, V_{i})\in\Pi_{2}(G(F))_{\mathrm{t}d}$ とするとき、 $lJ,,\cdot\in V_{i}.,$ $\iota\prime_{j}^{}\in V_{i}^{\vee}.’(i-1,2)$ に対して次が成
り立つ。

$\int_{G(F)/A_{O}(F)}.fv_{1^{1\prime}1}\vee(\prime g)f_{\mathrm{t}^{\prime_{2}},v_{2}^{\vee}}(g^{-1})dg---\{$

0 $\pi_{1}\not\simeq\pi_{2}$ のとき

$\frac{(\mathrm{t}^{11,2}\eta\prime^{}\rangle\langle_{l\prime_{2}},\uparrow J_{1}^{\vee}\rangle}{d(\pi_{1})}$ $\pi_{1}--\pi_{2}$ のとき,

ここで $d(\pi_{1})$ は正実数であり、 $\pi_{1}$ の形式次数 (formal de^死) と呼ばれる。
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6.2 緩増加表現

$P\mathrm{i}|=\Lambda/I\{\mathrm{J}rr0\in \mathcal{P}(\Lambda\prime I_{\lfloor 1})$ を止め、 $\Lambda f_{\{\mathrm{l}}(F)$ の単位表現 $1_{hI_{0}}$ からの誘導表現 $(I_{l\acute{1}_{1}}^{C}(1_{M_{\mathrm{l})}}), I_{F\mathrm{b}}^{\mathrm{t}^{-}j}(\mathbb{C}))$

を考える。 これは自己双対な $G(\Gamma^{(})$ の表現で、岩澤分解から $I_{f_{\mathrm{J}}^{\urcorner}}^{G^{\urcorner}},(\mathbb{C})$ は

\phi 0(l\iota 7l涜) $:-\delta_{P_{(1}}(nl,)^{1/2}$ , $1\iota\in|,f_{\mathfrak{l}\mathrm{J}}(\Gamma’),$ $71l\in\Lambda\prime I_{0}(\Gamma^{l}),$ $k\in \mathrm{K}$

なるベクトル $\phi_{0}$ を含む。 これについての行列或分

三 (g) :=fん, $\sqrt$g) $– \int_{\mathrm{K}}\phi_{0}(kg)\phi_{0}(k)dk=\int_{\mathrm{K}}\delta_{P_{0}}(m_{F\mathrm{b}}(kg))^{1/2}dk$

を Harish-Chandra の三函数と呼ぶ o
32 節で触れた $A(G(F))$ の元 $f$ で、 適当な $c>0,$ $r\in \mathrm{R}$ に対して

1 $\int$ (g)l\leq c� (g) $(1+\log||g||)^{\mathrm{r}}$ , $\forall g\in G(F)$

を満たすものたちのなす空間を $A_{\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{p}}(G(F))$ と書く。 $G(F)$ の許容表現 $(\pi, V)$ はその任意
の行列成分が At。ll’p(G(F)) に属するとき、緩増加であると言われる。前出の $\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}1\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{e}1_{\mathrm{H}-}$

$\mathrm{C},\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}$ 判定律から次が従う。

命題 63. $G(F)$ の許容表現 $(\pi, V)$ が緩増加であるためには

$\Re(\mathcal{E}xp(\pi_{P}))\mathrm{c}\overline{a}_{P}^{\mathrm{C}_{l}^{\urcorner},*}+$ , $\forall P\in F$

となることが必要十分である。 ただし $+\overline{a}_{P}^{G,*}$ は $+a_{P}^{G,*}$ の閉包である。

7 弱 Jacquet 加群
$G(F)$ の緩増加許容表現 $(\pi, V)$ の $P=Ml^{f}\in \mathcal{F}$ に沿っての Jacquet 加群を、 中心指

数の実部により

$(\pi_{P}, V_{P})=(\pi_{F}^{\mathrm{w}}, V_{F}^{\mathrm{w}})\oplus(\pi_{P}^{+}, V_{P}^{+})$ ,

$V_{P}^{\mathrm{w}}:=\oplus_{p\{\pi}.V_{F_{\lambda}}\mathrm{x}_{\Re\chi=0^{P)}}^{\prime\overline{\epsilon}\mathcal{E}x}’$

’
$V_{F}^{+}:--\Re\chi.\epsilon_{P}+^{\frac{\oplus x}{l}G.*}\backslash \{\mathrm{U}\}\mathrm{x}\cdot-\epsilon_{-}-\grave{t}\cdot p(\pi_{P})V_{F_{\lambda}}$

,

と分解する。 これは $M(F)$ 加群としての直和分解である。 この $(\pi_{P}^{\mathrm{w}}, V_{P}^{\mathrm{w}})$ を $(\pi, V)$ の $P$

に沿っての弱 Jacquet 加群と呼ぶ。

命題 7.1. (i) $(\pi, V)$ が $M(F)$ の許容緩増加表現ならば $(I_{P}^{(_{\mathrm{J}}^{\tau}}(\pi), I_{P}^{G}(V))$ も $G(F)$ の許容
緩増加表現。
$(i.i.)(\pi, V)$ が $G(F)$ の許容緩増加表現ならば $(\pi_{F}^{\mathrm{w}}, V_{P}^{\mathrm{w}})$ も $M\langle F$ ) の許容緩増加表現。
$(ii.\prime i)(\pi, V)$ が $G(F)$ の、 $(\tau, W)$ が $M(F)$ の許容緩増加表現とするとき、 $F$}$.ob\mathrm{c}^{\mathrm{J}}n.i.us$ 相互
律は

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{G\{F)}(\pi, I_{\acute{P}}^{C}(\tau))arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{M(F)}(\pi_{P}^{\mathrm{w}},\tau)\sim$

29



$((i_{l.\prime}’)(\pi, V)$ が $M(F)$ の許容緩増加表現の時、 $B7’.nl\mathrm{t},at$ フィルタの同型 $l^{-}\prime \mathrm{u}$’は同型

$(\mathrm{G}\mathrm{r}_{\iota v}F.)_{P’}^{\mathrm{w}}arrow I_{\mathrm{I}1’(\Gamma)^{h\mathrm{f}’}}^{\mathrm{A}\prime \mathit{1}’}(w(\sim.\pi_{\iota v^{-1}}^{\mathrm{w}})(P’)^{\mathrm{A}I})$

に制限される。

これらと Langlands-Casselman の判定律をあわせて次がわかる。

補題 7.2. ユニタリ中心指標を持つ $G(F)$ の許容緩増加表現 $(\pi, V)$ が二乗可積分である
ためには、任意の $P\subset G\neq’\in F$ に対して $\pi_{P}^{\mathrm{w}}=0$ となることが必要十分。

これから次の弱い分類定理が従う。$G(F)$ の既約緩増加表現の同型類の集合を $11_{\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{p}}.(G(F))$

と書く。

系 7.3. 任意の $\pi\in\Pi_{\mathrm{t}.\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{p}}(G(F))$ に対して、 $M\in \mathcal{L}$ と $\sigma\in\Pi_{2}(M(F))$ の組 $(M, \sigma)$ で

あって、 $\pi$ が $I_{F}^{(_{\mathrm{J}}^{\urcorner}}(\sigma),$ $(\forall P\in \mathcal{P}(\mathrm{A}f))$ の既約直和因子となるものが共役をのぞいてただ .
つある。特に既約緩増加表現はユニタリ化可能である。

さらに $(\pi, V)$ が $M(F)$ の長さ有限緩増加表現ならば絡作用素 $J_{P’|P}(\pi_{\chi}),$ $(P_{1}P’\in \mathcal{P}(M))$

は $\alpha^{\vee}(\Re\chi)>0,$ $(\forall\alpha\in\Sigma_{P}\backslash \Sigma_{P’})$ なる $\chi$ で絶対収束する。 $W(M)$ $:=\mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{n}(M, G)/M$ を
$M$ の $G$ での Weyl 群とする。 $\sigma\in\coprod_{2}(\mathrm{A}- I(F))$ が Ci 正則 ( $\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}-(’.,\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{a}$ は不分岐と呼
んでいる) とは $W(M)_{\sigma}:--$. $\{u.’\in W(M)|||\iota’(\sigma)\simeq\sigma\}$ が白明なこととする o

命題 7.4. $\sigma\in\Pi_{1}$
」$(M(F))$ が $G$ 正則だとする。

$(i,)P,$ $P’\in \mathcal{P}(M)$ のとき、 Bruhat フィノレタ (4.3) は ( $C_{\mathrm{r}}’r.othe.n,dicck$ 群に行かずとも)

$I_{P}^{G}’(\sigma)_{P’}^{\mathrm{w}}\simeq\oplus\cdot \mathcal{U}\mathit{1}(\sigma)u’\overline{\epsilon}W(M)$

となる。
$(’ii)I_{\acute{P}}^{\gamma}‘(\sigma)$ は既約で、 $J_{P’|P}(\sigma)$ : $I_{P}^{\iota_{J}^{\urcorner}}(\sigma)arrow l_{F’}^{\mathrm{C}_{\acute{J}}}(\sigma)$ は ( $\sigma$ で正貝りで) 同型になる。

$G(F)$ の許容緩増加表現 $(\pi, V)$ の行列成分 $f_{1^{1},1}..,\vee,$ $(\mathrm{k}1\in V, \tau\}^{}\in V^{\vee})$ に

$( \int_{v.v\vee})_{P}^{\mathrm{w}}(m):--(\pi_{P}^{\mathrm{w}}(m)j_{F}^{\mathrm{w}}(v),\prime j_{\overline{\overline{P}}}^{\mathrm{w}}(\mathrm{c})^{\vee})\rangle$ , $7\mathfrak{l}?,$ $\in M(F)$

を対応させる線型写像 At。mp $(G(F))\ni f\mapsto f_{F}^{\mathrm{w}}\in A_{\mathrm{t}\mathrm{e}1\mathrm{n}\rho}(M(F))$ は定義可能で

$\mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{m}_{\infty}(\delta_{P}(mu)^{-1/2}\int(n\iota a)-f_{F}^{\mathrm{w}}(rna))\vec{P}=0$

を満たす。 ここで $\lim_{a_{\vec{P}}\propto \mathrm{I}}$ は $H((\iota)$ が一 $a_{P}^{+}$ の十分中央で無限遠に向かったときの極限を

表す。 この $f_{F}^{\mathrm{w}}$ を $f$
. の $P$ に沿っての弱定数項という。
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8Langlands 分類とその応用

8.1 Langlands 分類
$P=\Lambda\cdot\prime It,’\in F$ と $\Lambda f(F)$ の既約緩増加表現 $(\pi, V)$ それに $\lambda\in a_{\acute{P}}^{*+}$ があって

$(I_{P}^{Cj}(\pi_{\lambda}), I_{P}^{\acute{J}}‘(V_{\lambda}))$ , $\pi_{\lambda}(7n.):=e^{\langle\lambda,H_{\mathrm{A}J}\{m\}\}}.\pi(7l’.\cdot)$, $V_{\lambda}:--V$

と書ける $G(F)$ の許容表現を標準加群 (standard module) と呼ぶ。次は引用してある
実 Lie 群の場合と全く同様に示せる。

補題 81([10] 補題 312). $(I_{P}^{G}(\pi_{\lambda}), I_{P}^{G}(V_{\lambda}\rangle)$ を $G(F)$ の標準加群とする。 このとき、
$\phi\in I_{\acute{F}}^{C}(V_{\lambda}),$ $\phi^{\vee}\in I_{\acute{P}}^{\mathrm{t}^{\urcorner}}(V_{-\lambda}^{\vee})$ に対して

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{arrow’ \mathrm{x}-,\mathrm{F}}^{\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}\delta_{F}(a)^{1/2}\omega_{\pi_{\lambda}}(\iota\iota)^{-1}\langle I_{P}^{C_{\mathrm{r}}}(\pi_{\lambda},ma)\phi,\phi^{\vee}\rangle=\gamma(G/M)^{-1}\langle(J_{\overline{P}|P}(\pi_{\lambda})\phi)(rn,),\phi^{\vee}(1)\rangle}$
,

$(n1\cdot\in \mathrm{A}f(F))$ が成り立つ。

これから次は直ちに従う。

系 82. $(I_{P}^{G}(\pi_{\lambda}), I_{\acute{F}}^{C^{\urcorner}}(V_{\lambda}))$ が $G(F)$ の標準加群の時、 $J_{P}^{G}(V_{\lambda}):--- \mathrm{i}\mathrm{n}1.JP|P(\pi_{\lambda})$ 上の $G(F)$ の

表現,$J_{P}^{G}’(\pi_{\lambda})$ は $I_{\overline{P}}^{(j}(\pi_{\lambda})$ の唯一の既約商表現である。 これを $I_{P^{J}}^{\Gamma’}(\pi_{\lambda})$ の Langlands 高と
いう。

以上のもとで Langlan\epsilon ls 分類は次のように述べられる。

定理 8.3 (Langlands 分類). $G(F)$ の任意の既約許容表現は共役をのぞいてただ一つに
定まる上のような三つ組 $(P, \pi, \lambda)$ に対して $J_{P}^{t_{z}^{\urcorner}}(\pi_{1})$ の形に書ける。

これは基本的で重要な定理だが、以下で必要なのは Langlands 分類そのものではなく
誘導表現の可約性を絡作用素の核に結びつける系 82 の方である。

8.2 応用

定理 5.1 で得られた絡作用素の有理性を用いて上から誘導表現の可約点に関する一般的
な結果を引き出す。第一に次が成り立つ。 $G(F)$ の許容表現 $(\pi, V)$ は行列成分が $A_{C},(F)$

を法としてコンパクトな台を持つときカスプ表現と呼ばれる。 Harish-Chandra の定理か
らこれは任意の放物型真部分群 $P\subsetneq G$ に対して $\pi_{P}--0$ となることに同値である。

補題 84. $P–\Lambda fr.r\in F$ が極大で $(\rho, V)$ が $M(F)$ の既約カスプ表現の時、 $\hat{A}_{M}$ の空でな
い $Zar.i_{\tau}sk^{n}i$ 開部分集合三 $(\rho)$ があって

$I_{P}^{G}(\rho_{\lambda’})$ , $\forall\chi\in---(\rho)$
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証明, 実際、 $\backslash ’ \mathrm{R}.\chi$

. が $a_{\Lambda I}^{*}=a_{P}^{*+}’ \mathrm{u}a_{\mathrm{C}_{\mathrm{I}}^{\gamma}}^{*}.\mathrm{u}a_{\overline{\overline{F}}}^{*+}$
’ のいずれに入るかによって分けて議論すればよ

い。 $\Re\chi\in a_{(\overline{j}}^{*}$ の場合は命題 7.4 による。 $\Re.\chi\in a_{F}^{*+}$’ の場合を考える。定理 5.1 の証明のよ
うに.$I\in \mathrm{H}om_{G(F),B}$

。
$(I_{F}^{G}(V_{B}), I \frac{(j}{P}(V_{B}))$ と $b\in B_{M}$ で

b(\chi )J-FlP(/J\lambda .)\phi え $=J(\phi)_{\lambda}.$ , $.\cdot\chi\cdot\in\hat{A}_{M},$ $\phi\in I_{P}^{\Gamma j}(V_{B})$

となるものを取り、 $J$ に Jacquet 函手を施した $Jp$ \in HomM(F),B、$(l_{F}^{Cj}(V_{B})_{P}, I \frac{\mathrm{c}_{\mathrm{r}}^{\gamma}}{F}(V_{B})_{P})$ を

考える。Bruhat フィルタ $V_{B}--F_{1,F}$ の非自明な元 $\eta$’を取る。今の場合には系 8.2 と

Jacquet, 加群を考えることにより、 $I_{P}^{G}(p_{\lambda})$ の可約点が $.\chi\mapsto J_{F}(v)_{\lambda}.\cdot$ の零点に含まれるこ
とが示せるので主張が従う。 $\mathrm{b}\Re.\chi\in a_{F}^{*+}$

’ の時も同様である。 口

これは次の Walclspurger の既約性定理の Sauvag(eo)tI lこよる証明の唯一の問題点であっ
たから、今や定理が成立する。

定理 85([11] 定理 3.2). $P=\Lambda fU\in \mathcal{F}$ と $M(F)$ の既約許容表現 $(\pi, V)$ に対して、
$a_{\mathrm{A}\prime \mathrm{f}\mathbb{C}1}^{*}$ 内の 0 の近傍 $\mathcal{U}$ で次を満たすものが存在する。 $\lceil_{\alpha^{\vee}(\Re\lambda)-\neq}0,$ $(\forall\alpha. \in\Sigma_{\mathrm{A}I}.)$ なる任意
の $\lambda\in \mathcal{U}$ で $I_{\overline{P}}^{(j}(\pi_{\lambda})$ は既約。」

これから我々の構成にとって重要な次の結果が得られる。証明は絡作用素の函数等式を
使って補題 8.4 の類似の議論を行う。

系 86. P– $Ml\Gamma\in F,$ $(\sigma, E)\in\Pi_{\lrcorner}’(\Lambda f(F))$ とする。 このとき $\hat{A}_{\mathrm{A}}$, の $Zar\dot{b} k^{l}j$, 開部分集合
三 P $(\sigma)$ であって、任意の $\chi\in---P(\sigma)$ で $I_{P}^{G’}(\sigma_{\lambda}\cdot)$ が既約であるものが存在する。

9 $j$’函数と Plancherel 測度
$P–\Lambda\prime I\ddagger[\in F,$ $(\sigma_{0}, E_{0})\in\Pi_{2}(\Lambda f(\Gamma\sqrt))$ とし、 $\sigma_{0}$ の $\hat{A}_{M}$ 軌道を $|\mathrm{p}$ と書く。ユニタリ軸

の代わりに円周の直積 $\mathfrak{P}\Downarrow:=\{\sigma_{0}\otimes\cdot\chi|.\chi\in\hat{A}_{M}^{1}\}$ を考える。系 86 から ’$\mathrm{p}$ の空でない

Zariski 開部分集合三 $= \{\sigma_{0}\bigotimes_{-}\chi|.\chi\in--p-(\sigma_{0})\}$ があって、 $I_{P}^{G}(\sigma),$ $(\forall\sigma\in---)$ は既約である。
そのような $\sigma$ で $J_{P|\mathrm{F}}(\sigma)\circ J_{\overline{\overline{P}}|P}(\sigma)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathrm{G}}(I_{\dot{P}}^{\mathrm{C}^{\neg}}(V))$ は定数倍であるから、 — 上の (スカ

ラー値) 有理函数 j $p(\sigma)$ があって

シ$P|\overline{F}(\sigma)$ $\mathrm{o}J_{F|P}(\sigma)=j_{P}’(\sigma)$ , $\sigma\in$ 三

となる。 $—\subset \mathfrak{P}$ は $\mathrm{Z}\mathrm{a}\iota\cdot \mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}$ 開部分集合なので jp $(\sigma)$ は $\mathfrak{P}$ 上の有理函数に–意に延びる。
絡作用素の函数等式および随伴公式から直ちに

$j_{P}’(\sigma)=\prime j_{P’}(\sigma)--\prime j_{P}(\sigma^{\vee})--j_{w\{P)}(w(\sigma))$ , $P,$ $P’\in \mathcal{P}(\Lambda f),$ $w\in W$ (9.1)

が従う。これを受けて以下 $j_{P}’(\sigma)$ を $j(\sigma)\overline{j}j^{G}’(\sigma)$ と書く。 $\zeta f\in\Sigma_{P}^{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}1}$ に対して \Sigma PredM。 $=\{\alpha\}$

となる $M\text{。}\supset\Lambda\prime I,$ $\in \mathcal{L}$ がただ -つある。 $G$ を M。で置き換えて $j^{M_{a}}(\sigma)$ が定義される。 こ

のとき定義から函数等式

$J_{P’’|p:(\sigma)\circ J_{F’|P}(\sigma)-}- \prod_{\alphaarrow(\Sigma?\ulcorner 1\Sigma D)\backslash \Sigma_{P’}^{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}}}\prime j^{M_{\alpha}}(\sigma)\cdot J_{P’’|P}(\sigma)$

, $P,$ $P’,$ $P”\in \mathcal{P}(M)$ . (,9.2)
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が得られる。特に $P”=P,$ $P’–\overline{P}$ として $j$ 函数の積公式

$j( \sigma)=\prod_{-P},\prime j^{\mathrm{J}}\iota \mathrm{r}_{\alpha}(\sigma)\alpha\overline{arrow}^{\urcorner}\mathrm{r}\mathrm{c}^{s}\mathrm{d}$

’
$P\in \mathcal{P}(M)$ . (.9.3)

が従う。最後に $\sigma\in \mathfrak{P}_{u}$ ならば $\langle$

$\sigma,$ $E)$ 上の $\Lambda\cdot I(F)$ 不変ユニタリ内積を $(, )$ として

$( \phi, \phi’):=\int_{\mathrm{K}}(\phi(k^{\wedge}), \phi’(k))dk$, $\phi,$ $\phi’\in I_{P}^{G}(E)$

は $I_{P}^{G}(E)$ 上の $G(F)$ 不変ユニタリ内積を与える。 これについてのノルムを $||||$ と書けば、
絡作用素の随伴公式から $j(\sigma)||\phi||^{2}=||J_{\overline{P}|P}(\sigma)\phi||^{2}$ が成り立つから、

\sigma \in P。のとき $j(\sigma)\neq 0_{\text{。}}$ (9.4)

がわかる。
さて $(\Lambda f, \mathfrak{P})$ を上の通りとして、 $\sigma\in \mathfrak{P}$ の $G$ での Plancherel 測度を

$l^{\mathrm{t}(\sigma)--}- \mu^{\mathrm{C}}.(\sigma):--j(\sigma)^{--1}\prod_{\alpha \mathrm{f}_{-\Sigma_{P}^{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}}}}\gamma(\mathrm{A}f_{\mathrm{t}\backslash }/M)^{2}$

と定める。 これは明らかに $\mathfrak{P}$ 上の有理函数である。上の $j$’函数の性質から直ちに次を
得る。

補題 9.1. (i) $l^{l}$, は $\mathfrak{P}_{u}$ 上正則で非負実数値を取る。
(ii) 積公式

$\mu(\sigma)=\mathrm{o}\prod_{\mathrm{e},-\lrcorner \mathrm{d}a\in^{r_{P}}}\mu^{M_{\alpha}}(\sigma)$

, $P\in \mathcal{P}(M),$ $\sigma\in’ fl$

が成り立つ。
(iiil $l^{\iota(\sigma)-}-l^{\iota(\cdot \mathfrak{l}l\mathfrak{l}(\sigma))=}l^{t(\sigma^{\vee})_{1}\forall Tll\in W}$ .
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第 3 話 Plancherel 公式

10 Schwartz-Harish-Chandra 空間
62 節で導入した三を使って、 $C^{\mathrm{a}}(G(F))$ 上のセミノルム族

$\nu_{r}(f):.--$ $\sup$ $|f(g)|_{-}^{-}-(.q)^{-1}(1+\log||g||)^{r}$ , $r\in \mathbb{R}$

$g\in G(F)$

を定める。 ここで $||||$ &よあらかじめ固定された $G(F)$ 上の高さ (height) 函数である。開
コンパクト部分群 $K\subset G(F)$ に対して、

$\mathrm{C}(K\backslash G(F)/K):=\{f\in C(K\backslash G(F)/I\{..)|1/_{r}(f)<\infty,$ $\forall r\in \mathrm{R}\}$

とおく。 これは $\{1J_{r}\}_{r\in \mathrm{R}}$ の定める Fr\’e,c.het 位相について完備位相ベクトル空間になる。
$G(F)$ 上の Schwartz-Harish-Chandra 空間を位相的帰納極限

$\mathrm{C}(G(F)):=\lim_{\vec{h}}$.
$\mathrm{C}(K\backslash G(F)/K)$

と定める。 これは局所凸完備位相ベクトル空間であり、さらに次の性質を持つ。

(i) $\mathrm{C}(G(F))$ は畳み込み積について位相環になる。

(ii) $P=Ml^{[}.\in F$ に沿っての Harish-Chandra 変換

$f^{(P)}(r \}?,):--\delta_{P}(7l’.)^{1/2}\int_{U(F)}f(n\iota.1l)(f_{l}\uparrow\iota$

は連続写像 $\mathrm{C}(G(F))\ni f\mapsto f^{(P)}\in \mathrm{C}(\mathrm{A}\prime I(F))$ を与える。

Harisb-Chandra の Plancherel 公式はこの $\mathrm{C}(G(F))$ 上の $G(F)$ の右正則表現のスペクト
ル分解を与えるものである。 その基盤となるのが次に登場する Eisenstein 函数である。

11 Eisenstein 函数と $c$ 函数

$P–MU\in F$ と $M(F)$ の既約二乗可積分表現 $(\sigma, E)$ に対して

$L(P, \sigma):=I_{P\mathrm{x}P}^{G\mathrm{x}\Gamma i}(E\otimes^{-}E^{\vee})\simeq I_{P}^{C^{1}}’(E)\otimes I_{P}^{G}(E^{\vee})$ ,

$\mathcal{L}(P, \sigma):=\mathit{1}_{P\mathrm{x}\overline{\overline{P}}}^{G\mathrm{x}G}(E\otimes E^{\vee})\simeq I_{P}^{G}(E)\otimes I\frac{G}{P}(E^{\vee})$

とおく。 Eisenstein 函数 $E_{P}^{G}$ を

$E_{P}^{(_{J}^{\urcorner}}$ : $L(P, \sigma)\ni\phi\otimes\phi^{\vee}\mapsto f\psi,\psi\vee\in A(G(F))$
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と定め、 $P,$ $P’\in \mathcal{P}(\Lambda\cdot l)$ と $u$ } $\in W(M)$ に対して $c$ 函数 $c_{P’|P}(w, \sigma)$ を

$c_{F’|F}(w, \sigma):=\frac{1}{\gamma(C_{\mathrm{J}}/\Lambda f)}J_{P’|\iota v(P)(u}|(\sigma))\circ w\ltimes^{-}.1J_{\overline{P}’|w\{P)}(w(\sigma^{\vee}))\circ?l$ ’

$L(P, \sigma)arrow \mathcal{L}(P’, w(\sigma))$

と定義する。アデール群上の絡作用素が $\mathrm{E}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}_{1}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}$級数の定数項であったように、 $c$ 函数
は Eisenstein 函数の弱定数項である。

命題 11.1. $(\sigma, E)$ が $C_{7}$ 正則の時、 $\Phi\in L(P, \sigma)$ と $P,$ $P’\in \mathcal{P}(M)$ に対して

$E_{P(\Phi)_{P}-\sum_{w\epsilon_{-}W\{M)}E_{\mathrm{A}\prime I}^{M}(c_{P’|P}(\cdot w,\sigma)\Phi(1,1))}^{G\mathrm{w},-}$

’

が成り立つ。

証明. 緩増加誘導表現の弱 Jacquet 加群に対する Bnthat. フィルタ (命題 7.1 (iv)) がら

$l_{F}^{G}(E)_{P^{J}}^{\mathrm{w}}arrow\oplus\sim w(\mathrm{A}’)\mathrm{c}v\mathrm{f}_{-}^{=}W(M)$’ $l_{P}^{G}(E^{\vee})_{P’}^{\mathrm{w}}-\sim\oplus u;(F_{y}^{\acute{\vee}})w\in W(M)$

である。 $\sigma$ の $G$ 正則性からこの両者の右辺の既約表現たちはすべて互いに同型でないか
ら、 Sctmr の補題によりこれらの間の $M(F)$ 不変な双対性は各 $w\langle E$ ) $\mathrm{x}w(E^{\vee})$ 上のそれ
の線型結合に限られる。一方で定理 5.1 の証明で見た、絡作用素と Bruhat フィルタとの
関係から、 Fの同型は

$I_{P}^{(^{\wedge}\mathrm{j}}(E)\ni\phi\mapsto(J_{P’|w(P)}(_{k\mathrm{t}\prime}(\sigma))u’(\phi)(1))_{w}\in\oplus\uparrow\iota’(E)u’\overline{\epsilon}W(M)$

$I_{P}^{C\mathrm{v}}(E^{\vee})\ni\phi^{\vee}\mapsto(J_{\overline{P}^{l}|w(F)}(\cdot u’(\sigma^{\vee}))w(\phi^{\vee})(1))_{\mathrm{u}},$

$\in\oplus w(E^{\vee})w\epsilon_{-}W\{\mathrm{A}4\}$

で与えられる。結局 $\gamma(P, u’, \sigma)\in \mathbb{C},$ $(P\in \mathcal{P}(M), \tau\iota’\in W(M))$ があって

$\langle\prime j_{P}^{\mathrm{w}},(\phi),j\frac{\mathrm{w}}{P},(\phi^{\vee})\rangle_{P’}$

–
$\sum_{w\in W(hI)}\gamma(P, \cdot\iota v, \sigma)\langle J_{P’|w(P)(w(\sigma))w(\phi)(1),J_{F|w(P)}((\sigma^{\vee}))w(\phi^{\vee})(1)\rangle}\mathrm{u}$

’

$= \sum_{w\epsilon_{-}W(M)}\gamma(P, w, \sigma)\gamma(G/M)E_{M}^{M}((\mathrm{C}_{P’|P(w,\sigma)\phi\bigotimes_{-}\phi^{\vee})(1,1))}$

である $\text{。}$ あとは $\gamma(P, w, \sigma)=\gamma(G/M)^{-1}$ を示せばよい。まず (9.2) を使って $\gamma(P, w, \sigma)--\cdot$

$\gamma(u\mathfrak{l}(P), 1, w(\sigma))$ と帰着する。続いて $P(F)\mathrm{K}^{U}$ に台を持つ $\phi^{\vee}\in I_{P}^{G}(E^{\vee})$ を取れば

$\langle l_{F}^{G}(\sigma)_{P}^{\mathrm{w}}(a)j_{P}^{\mathrm{w}}(\phi),j_{\mathrm{F}}^{\mathrm{w}}(\phi^{\vee})\rangle_{P}$
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は定義から、 $\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow\infty$ のとき
$p$

$\langle l_{P}^{C\mathrm{r}}(\sigma, \iota\iota)\phi, \phi^{\vee}\rangle--J_{\mathrm{K}}^{\cdot}\langle\phi(u^{-1}.\mathrm{A}\mathrm{d}(a)k), \phi^{\vee}(k’.)\rangle dk$

$- \gamma(G/M)^{-1}\int_{\mathrm{K}^{\Gamma/}}\langle\phi(\iota\iota^{-1}\mathrm{A}\mathrm{d}(a)\overline{\mathrm{c}\iota}), \phi_{J}^{\vee}(\overline{8l})\rangle d^{l},\overline{\iota}\iota$

$– \gamma(G/M)^{-1}\langle\phi(u^{-1}), \int_{\overline{U}(F)}\phi^{\vee}(’\overline{\iota 4})d\overline{u}\rangle$

$–\gamma(G/\mathrm{A},f)^{-1}(\sigma(a)\phi(1), (J_{\overline{P}|P}(\sigma^{\vee})\phi^{\vee})(1)\rangle$

に収束する。 ところが \mbox{\boldmath $\omega$}。はユニタリだからこの二者は極限を取らなくとも一致してい
る。特に $a=\mathrm{I}$ として

$. \sum_{w\overline{arrow}W(M)}\gamma(P,w, \sigma)(.;_{F|\cdot w\{P)(w(\sigma))w(\phi)(1),J_{\overline{P}|’ u\langle P)}(u\mathfrak{l}(\sigma^{\vee}))w(\phi^{\vee})(1)\rangle}’$

$–\gamma(G/\mathrm{A}f)^{-1}(\phi(1), J_{\overline{P}|P}(\sigma^{\vee})\phi^{\vee}(1)\rangle$

が得られ. $\gamma(P, \cdot n’, \sigma)=\gamma(G/M)^{-1}$ がわかる。 口

$(\sigma, E)$ は二乗可積分ゆえユニタリ化可能であるから、その上の $M(F)$ 不変ユニタリ内
積 $(, )$ が取れる。命題 7.4 の既約性からこれも、双対な $(\sigma^{\vee}, E^{\vee})$ 上のユニタリ内積 $(, )^{\vee}$

も定数倍を除いて.–意だから、 これらのテンソル積 $(, )\overline{\mathrm{N}}(, )$ 1よ E\otimes F\vee Fの標準的な
$M(F)\mathrm{x}\Lambda f(F)$ 不変ユニタリ内積である。 これから $I_{\dot{P}}^{G}(E)\mathrm{N}I_{P}^{G}(E^{\vee})$ にも $C_{\mathrm{z}^{1}}(F)\mathrm{x}C/(l\^{1})$

不変標準ユニタリ内積 $(, )\overline{\mathrm{N}}(, )^{\vee}$ が定まる。 そこで $L(P, \sigma)-\llcorner^{\wedge}$の $G(F)\mathrm{x}C’,(F)$ 不変ユ

ニタリ内積を
$( \phi\otimes\phi^{\vee}, \phi’\otimes. \phi^{\prime\vee}):..-\cdot\frac{1}{rl(\sigma)}(\phi, \phi’)(\phi^{\vee}$ , \phi ’\vee $)$

ゞ

と定め、 それについてのノルムを $||||$ と書く。 $\gamma(G/M)$ は積公式を満たさなかったから、

$c(G/M):– \gamma(G/M)1\prod_{\alpha\overline{\epsilon}\Sigma_{\dot{P}}^{\epsilon d}}.\gamma(M_{\alpha}/\Lambda f)$

は自明ではない。 $c$ 函数の特異点については絡作用素の随伴公式 (補題 52) と正規化され
た函数等式 $(9.\cdot\sim^{)})$ から次がわかる。

補題 112. (i) $(\sigma, E)$ が $G$ 正則の時、

$l^{\mathit{4}(\sigma)||\mathrm{C}_{P’|P(\cdot w,\sigma)\Phi||^{A}-c(G}}‘--/M)^{2}||\Phi||^{2}$ .

$(i\dot{7.})\mu(\sigma)$ (: は ${}^{\mathrm{t}}\beta_{u}$ 上正貝 L

最後に

$()c_{P’|P}.(w, \sigma):_{-}^{-}c_{P’|P’}(1, w(\sigma))^{-1}\circ c_{F^{\mathrm{V}}|P}(w,\sigma)$ : $L(P, \sigma)arrow L(P’, \mathrm{t}\mathrm{t}’.(\sigma))$

とおく。 これは次の函数等式を通じてウェイブパケットの対称性を与える。
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補題 1L3. $(i)’$」$c_{P’|P}(w, \sigma)$ は’$fl_{u}$ 上正則でユニタリ作用素。
$(i^{l}i)$ 函数等式

$F_{\acute{F}’}^{C}’(^{\mathrm{o}}c_{P’|P}.(_{1l\prime_{\mathrm{p}}}.\sigma)\Phi)=E_{F}^{(\mathrm{j}}(\Phi)$

が成り立つ。

実際、 $c$ 函数のノルムの式から $G$ 正則な $\sigma$ では

$||\iota\prime c_{F’|F}(\cdot u),$ $\sigma)\Phi||^{2}--\cdot||\Phi^{2}||$

が成り立つので、前半が従う。後半は絡作用素の函数等式や随伴公式から従う。

12 ウェイブパケット
[I2 $(M(F))$ 内の $\hat{A}_{M}^{1}$ 軌道 ’$\mathrm{p}_{u}$ を取る。 $\sigma\in \mathfrak{P}_{u}$ の二つの実現 $(\sigma, E),$ $(\sigma, E’)$ を取り $M(F)$

同型 $A:E-\cdot\prec E’$
, を止めれば、双対同型 $A^{\vee}:$ E’\vee \rightarrow \sim E�が定まる。 このとき

$An(A^{\vee})^{-1}$ : E\otimes Eゞ二一 $E’\otimes E^{\vee}$’

は $A$ の取り方によらない標準同型である。これから標準同型 $I_{P\mathrm{x}F(E\mathrm{o}\vec{\mathit{9}}E^{\vee})-+I_{\acute{P}\mathrm{x}P}^{C\mathrm{x}(_{\lrcorner}^{\urcorner}}(E’\otimes}^{C\mathrm{x}(_{J}^{\urcorner}}.\wedge$

’

$E^{\prime\vee})$ も与えられる。 これまで $\mathit{1}_{\acute{P}\mathrm{x}P(E\overline{\emptyset}E^{\vee})}^{C\mathrm{x}G}$ を $L(P, \sigma)$ と書いてその実現 $\Gamma_{\acute{d}}$ を示唆しな
かったのはこの事実による。

5 節でも注意したように $\sigma\in \mathfrak{P}_{u},$ $\chi\in\hat{A}_{M}^{1}$ に対して

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\mathrm{K}\mathrm{x}\mathrm{K}(\sigma_{\lambda}):L(P,\sigma_{\lambda}.)\ni\Phi}^{P\mathrm{x}F}.-\Phi|_{\mathrm{K}\mathrm{x}\mathrm{K}}\in I_{\mathrm{K}^{P}\cross \mathrm{K}^{P}}^{\mathrm{K}\mathrm{x}\mathrm{K}}(E\dot{\infty}E^{\vee})$

は同型である。開コンパクト部分群 $K\subset \mathrm{K}$ に対し.\mbox{\boldmath $\tau$}、 $I_{\kappa\kappa}^{\mathrm{K}\mathrm{x}\mathrm{K}}PP(\mathrm{x}E’\dot{\overline{\omega}}F_{J}^{\vee})^{K\mathrm{x}K}$は有限次元
で $\chi\in \mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}(\sigma,\hat{A}_{h\mathrm{f}}^{1})$ はその上に

$I_{\mathrm{K}^{P}\mathrm{x}\mathrm{K}^{P}}^{\mathrm{K}\mathrm{x}\mathrm{K}}(F_{\lrcorner}\otimes E^{\vee})^{K\mathrm{x}K}$
$arrow\lambda$

$l_{\mathrm{K}^{P}\mathrm{x}\mathrm{K}^{P}}^{\mathrm{K}\mathrm{x}\mathrm{K}}(E\otimes E^{\vee})^{K\mathrm{x}K}$

$\iota \mathrm{e}\mathrm{s}_{\kappa\nu\kappa}^{P\vee P}.(\sigma)\uparrow$ $\mathrm{T}^{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{K}\{\sigma_{\mathrm{X}})}^{P}}$’
$I_{P_{\mathrm{X}P(E\bigotimes_{-}E^{\vee})^{K\cross K}}}^{G\mathrm{x}G}$

$\mathrm{f}\underline{\mathrm{f}\mathrm{l}\#\mathrm{H}4^{\mathrm{J}}}I_{P\mathrm{x}F(E_{\lambda}}^{(_{f}^{\urcorner}\mathrm{x}\mathrm{C}\dot{p}}$. \otimes Eゞ.-l)Ax
$\mathrm{K}$

を可換にする同型で作用している。この作用は必ずしも白明ではないことから、上の $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\mathrm{K}\mathrm{x}\mathrm{K}}^{P\mathrm{x}P}$

によって

$\hat{A}_{hI}^{1}xI_{\mathrm{K}^{P}\mathrm{x}\mathrm{K}^{P}}^{\mathrm{K}\mathrm{x}\mathrm{K}}(E\otimes. E^{\vee})^{K\mathrm{x}K}S\ovalbox{\tt\small REJECT} b(\sigma,A_{M})$

$\downarrow$

$\mathfrak{P}_{u}=\hat{A}_{M}/\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}(\sigma,\hat{A}_{M})$

と同型になるベクトル束 $L(\mathfrak{P}_{u}, P)^{K\mathrm{x}K}$ : $L(P, \sigma)^{h’\mathrm{x}K}arrow\sigma$ は必ずしも自明でな $\iota\backslash _{\text{。}}$ この

ベクトル束の $C^{\infty}$ 切断の空間を $C^{\infty}(\mathfrak{P}_{\tau\iota}, P)^{K\mathrm{x}K}$ と書く。 これを通常の Schwartz 位相に
ついて位相ベクトル空間と見なし、

$G^{\infty}( \mathfrak{P}_{u}, P):=\lim_{\vec{h}},$

$C_{-^{J}}^{\infty}(\mathfrak{P}_{u}, P)^{K\mathrm{x}K}$

をそれらの位相的帰納極限と定義する。
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命題 12.1. ウエイブパケット変換

$C_{-}^{\mathrm{Y}^{1}\mathrm{X}^{1}},( \mathfrak{P}_{\iota\iota}., P)\ni\Phi\mapsto f_{\Phi}(g):=\int_{\mathfrak{P}}ul^{l}(\sigma)E_{F}^{(_{J}^{\urcorner}}(\Phi_{\sigma})(g)d\sigma\in \mathrm{C}(G(F))$

は定義可能な連続写像である。

$P=\Lambda fU\in F$ と $\Pi_{A},(M(F))$ 内の $\hat{A}_{h\mathrm{I}}^{1}$ 軌道 $\mathfrak{P}_{u}$ の組 $(\mathfrak{P}_{\iota\iota}, P)$ たちの集合を $\Theta(G(F))$ と

書く。
$\mathrm{C}^{\gamma\infty},(\Theta(G(l’\sqrt))):---$ $\oplus$ $C^{\propto 1}(\mathfrak{P}_{u}, P)$

(甲 U’P)\ominus \ominus {cr{F))

とおき、 Eisenstein 函数の函数等式 (補題 113) を考慮した部分空間

$G^{\mathrm{r}}(\Theta(G(F)))^{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}$

:— {\Phi =(\Phi (P。’P))\in C\propto \downarrow (\Theta (G(F))) $|\Phi_{(\cdot w1\mathfrak{P}_{l}),P’),\cdot w(\sigma)},$ —t.\lrcorner $c_{P’|P}(w,$ $\sigma)\Phi_{(\mathfrak{P},P),\sigma}‘,$}

を用意する。 ウェイブパケット変換をつかって

$\prime_{\dot{v}}$ : $C^{\propto \mathrm{J}}’(\Theta(G(F)))^{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}\ni\Phi\mapsto$

$,. \sum_{(\mathfrak{P}^{{}_{u}P)\epsilon\Theta\{C\{F))}},c(G/\Lambda f)^{-\mathrm{J}}\gamma(G/M)^{-1}\frac{|W^{\mathrm{A}\mathrm{f}}|}{|W||\mathcal{P}(M)|}\int_{\Phi_{1\mathrm{B}\},.P)}}..\in \mathrm{C}(G(F))$

と定め、 $(^{\gamma\infty},(\Theta(G(l^{\tau’})))^{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}$ 上の非退化正定値エルミート内積

$( \Phi, \Phi’):---\sum_{P\{\mathfrak{P},\prime’|\in C9(G(F))}c(G/M)^{-2}\gamma(G/M)^{-1_{\frac{|W^{M}|}{|W||\mathcal{P}(hI)|}}}$

$\mathrm{x}\int_{\mathfrak{P}}u$ \mu (\sigma )(\Phi (甲。’P),\sigma ’ $\Phi_{(^{\rangle}\#,{}_{\iota}P),\sigma}’,$ ) $d\sigma$

を導入する。

定理 122. $\kappa$
. : C(l)(\ominus (G(F)))’’lゞ \rightarrow C(G(F)) はその像への等距写像。

この等距写像の逆写像は次のように構成できる。開コンパクト部分群 $K\subset \mathrm{K}$ に対して
$I_{\acute{F}}^{C}(E)^{h’}$ は有限次元なので同一視

$\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathbb{C}}(I_{P}^{G}(E)^{K})arrow I_{F}(E)^{K}\dot{0}0I_{P}^{G}(\sim.E^{\vee})^{K}$

が成り立つ。$f\in \mathrm{C}(G(P^{1}))$ が両側 $\mathit{1}${. 不変となる開コンパクト部分群 $\mathrm{A}^{\cdot}$

. を取れば $l_{P}^{G^{\urcorner}}(\sigma, f^{\vee})\in$

$\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{r}1\mathrm{c}(I_{P}^{G}(E)^{K})$ であるので、 その上の同一視による像を

$I_{P}^{G}( \sigma, f^{\vee})=\sum_{i=1}^{1}‘\phi_{i}\otimes\phi_{i}^{\vee}$, $\phi_{i}\in I_{F}^{C*}(E)^{h}.,$ $\phi_{i}^{\vee}\in I_{\acute{P}}^{\mathrm{C}^{\neg}}(F_{J}^{\vee})^{K}$

38



と書く。 ただし、 $f^{\vee}.(g):==f(g^{-1})$ とした。 これらを使って

$\mathrm{C}(G(F))\ni f\mapsto\hat{f}(\sigma, P):=tl(\sigma).\sum_{=j1}^{?1}\phi_{j}\otimes\phi_{i}^{\vee}\in L(P, \sigma)$

と定義する。定義から容易に次が確かめられる。

$(E_{P}^{G}(\Phi),\cdot f)_{G}=(\Phi,\hat{f}(\sigma, P))$ , $\forall\Phi\in L(P, \sigma)$ (12.1)
$E_{P}^{(^{\urcorner}}’( \hat{f}(\sigma, P))(g)=d(\sigma)\mathrm{t}\mathrm{r}I_{P}^{G}(\sigma, L(g)\int^{\vee})$ . (12.2)

ただし (12.1) において $G(P’)$ 上の $L^{\mathit{1}}$

.
内積を

$(f, f’)_{G}:= \int_{J\{F)}‘\urcorner f(g)\overline{f’(g)}dg$

と書いた。右辺の内積はもちろん補題 11.2 の直前で定義したものである。

定理 12.3. $\overline{h.(\Phi)}(\sigma, P)$ –\Phi {甲,,F},\sigma ’ $\forall\Phi\in C^{\infty}(\Theta(G(F)))^{\mathrm{i}\mathrm{n}\iota^{r}}$ が成り立つ。

13 Plancherel 公式
以 Eのもとでこのノートの主結果を述べることができる。

定理 13.1. $\kappa$
. : $c_{-}^{\gamma\propto}"(\Theta(G(F)))^{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}arrow \mathrm{C}(C_{\mathrm{J}}(F))$ は全射である。

定理 122、定理 123 と $(^{\gamma},\infty(\Theta(G(F)))^{\mathrm{i}11\mathrm{V}}$ の定義からこれは次に同値である。

定理 13.1’. $f\in \mathrm{C}(\mathrm{G})$ に対して $\hat{f}(\sigma, P)\neq 0,$ $(\exists\sigma\in \mathfrak{P}_{u})$ となる $(’\beta_{u}, P)\in\Theta(G(F))$ は
有限個しかない。

定理 123 から $F\dot{v}$ の逆写像は $f\mapsto(\Phi_{f})_{(i\beta_{u},P),\sigma}:=\hat{f}(\sigma, P)$ だから、 (12. $\cdot$.) $)$ と併せて次が
従う。

系 132(Plancherel 公式). $f\in \mathrm{C}(G(F))$ は次の展開を持つ。

$\int(g)=\kappa(\Phi_{f})(g)$

– $\sum_{1^{\backslash }\beta_{1\iota,}P)\in\Theta(G(F))}.c(G/M)^{-2}\gamma(G/M)^{-1}\frac{|W^{M}|}{|W||\mathcal{P}(M)|}\int_{\Re_{\iota}}\mu(\sigma)d(\sigma)\mathrm{t}\mathrm{r}I_{P}^{G}(\sigma, L(.q)f^{\vee})_{T}l,\sigma$

定理 13.1 の証明 (概略). $G$ の半単純 $F$ ランクについての帰納法による。 $G_{\mathrm{d}\mathrm{e}1}$. が非等方
的な場合には定理は与えられたレベルを持つカスプ表現の有限性 [1, 定理 4.14] に他なら
ない。 $\mathrm{C}(G(F))$ のカスプ部分空間

$\circ c(G(F)):=\{f\in \mathrm{C}(C_{\mathrm{J}}(F))|f^{1F)}=0, \forall P\subsetneq G\}$
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を導入する。 帰納法の仮定から $f\in \mathrm{C}(G(F))$ に対して

$\Psi_{f,(\eta_{1l\prime}P)}.=\{$

0 $P–G$ のとき

$\Phi_{f,(\psi {}_{1\iota}P)}$, $P\subseteq G$ のとき

で定まる $\Psi_{f}$ は $\Theta(G(F))^{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}}$ の定義可能な元である。 これを使ってカスプ成分への射影

$\mathrm{C}(G(F))\ni f\mapsto\text{。}\int:=f-h.(\Psi_{f})\in\cup\cdot \mathrm{C}(G(F))$

が定義できる。この $\cap f$ に対して定理 13.1’ を示せばよい。 $P=Ml.\cdot\Gamma\underline{\subset}G$ で $\sigma\in \mathrm{F}\mathrm{I}_{2}(M(F))$

ならば $(^{\dot{\mathrm{u}}}f)(\sigma, P)=0$ であるから、次を示せばよい。

主張 13.2.1. 開コンパクト部分群 $K\subset G(F)$ に対して

$\Theta_{G}(G(F))^{K}:--..$ { $(\mathfrak{P}_{u},$ $G)\in\Theta(G(F))|\sigma\in \mathfrak{P}\Downarrow$ は $K$ 不変ベクトルを持つ}

は有限集合。

$A‘\urcorner,(\Gamma’)G(F)^{1}$ は $G(F)$ の指数有限部分群だから、 $\hat{A}_{\Gamma j}$ 軌道を考える代わりに中心指標
を固定して考えてもよい。 Schur の直交関係 (補題 62) から、 次の主張を示せば十分で
ある。

主張 1322. $A_{G}(F)$ のユニタリ指標 $\omega$ に対して

$A_{2}(G(F))_{\omega}:--$ $\sum$ $A(\sigma)$

\sigma \in rlQ-(G{F) $)$

、

とおけば、 開コンパクト部分群 $K\subset G(F)$ に対して $A_{2}(G(F))_{\omega}^{\mathrm{A}’\mathrm{x}h}$

.
は有限次元。

主張の $\omega$ と $f\in \mathrm{C}(G(F))$ に対して

$p_{\omega}(f)(g):--- \cdot\int_{A_{G}(F)}f(\mathrm{r}\iota g)\overline{\omega(a)}cla$

と定めれば、 $A_{2}(G(F))_{\mathrm{t}d}^{h\mathrm{x}K}.:=p_{\iota d}(^{\mathrm{o}}\mathrm{C}(K\backslash G(F)/I\acute{\iota}))$ がわかる。 $K$ の特性函数を $\mathrm{m}\mathrm{e}\Re \mathrm{s}I\acute{\mathrm{t}}$

で割って得られる函数 $e_{h’}$. ( $K$-Hecke 環の単位元) は $\mathrm{C}(K\backslash G(F)/K)$ に属するから、 $\mathrm{r}_{\mathrm{f}:\kappa}$

’

が考えられる。 このとき

$\alpha_{\omega}(g, h):=\frac{1}{\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{A}’}\int_{A_{\mathrm{C}}(F)}\int_{K}’)e_{K}(h^{-1}k^{n}ag)clk-\overline{\omega(p\iota)}d,u$

は九 (‘で $(K\backslash G(F)/Ii)$ ) 上の恒等作用素の積分核になる。よって主張の有限次元性はこの
積分核の対角部分集合上の積分

$\int_{\Gamma_{J}(F)/\Lambda\backslash \{F)}\alpha_{\omega}(g,g)dg=\int_{G(F)/A_{G}\{F)}\int_{G’(\Gamma\prime)}\mathrm{U}e_{K}(g^{-1}xg)\psi(x)d_{Ii}’dg$

$\psi(x):=\{$
$\frac{\mathrm{I}\mathrm{I}1\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{b}^{\urcorner}(A_{G}(F)\cap \mathrm{A}’)}{\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}f\{’}\omega(a)$ $x=ak,$ $(a\in A_{C}.(F)\cap G(F)^{1}, k\in K)\in \mathrm{C}(G(F))$

0 $x\not\in A_{G}(F)K\cap G(F)^{1}$ のとき

の収束性から従う。 口
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