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要旨

エネルギー不等式を無視すると Navier-Stokes 方程式の解は奇妙な挙動を示す. あ
る場合には有限時間で爆発することもある. 本稿では最近筆者らが見っけた解の爆発
の例を報告する. これを病的なことがらであると片づけることもできるし, 『こうぃ
うことがあるからエネルギー不等式力吠切なんだ』 というふうに話をもってぃっても
よい. しかし, 最終的に出てくる方程式は発展方程式としては何ら病的なものではな
く, それ自体の適切性を論ずるのはおもしろい課題であると思ってぃる.

1 序

多くの研究者は, 非圧縮粘性流体の方程式である Navier-Stokes 方程式の解はすべて
の時間にわたって連続であると考えてぃるようである ( $[3],[6$ , 第 7 章], [13]). これには

注意が必要で, 正確には『エネルギー不等式を満たす解はすべての時間につぃて連続であ
る』 というべきである. エネルギー不等式を満たさない解で, 不連続なものをっくるこ
とが可能である, という事実をここに報告したい.
本稿で考える解は 3 次元空間全体で定義されており, しかも速度場は空間変数につぃ

て非有界である. 従って特にエネルギーは無限大となり, エネルギー不等式が意味を持た
ない. しかし, そのような場合でもいくっがの Ansatz を用いることにょって空間一変
数の発展方程式の形に書き直すことができ, いくっかのおもしろい問題を得ることができ
る.

そのような例として, [11] で考えたものを取り上げる. 3 次元空間において

$\mathrm{u}=(-\gamma_{1}(t)x+u(t, x, y), -\gamma_{2}(t)y+v(t, x, y), (\gamma_{1}(t)+\gamma_{2}(t))z)$ (1)

という形をした速度ベクトル場を考える. $t$ bよ時間であり, $(x, y, z)$ は空間 $\mathrm{R}^{3}$ の座標であ
る. $\omega$ を \mbox{\boldmath $\omega$}=vエー $u_{y}$ で定義し, Navier-Stokes 方程式に代入すると,

$\omega_{t}+(-\gamma_{1}x+u)\omega_{x}+(-\gamma_{2}y+v)\omega_{y}-(\gamma_{1}+\gamma_{2})\omega=\nu\triangle\omega$ , (2)
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を得る. (下つきの文字は微分を表すものとする ) $u$ と $v$ は $u_{x}.+v_{y}=0$ を満たすから,

$u(t, x, y)= \frac{-1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}^{2}}\frac{(y-\eta)}{(x-\xi)^{2}+(y-\eta)^{2}}\omega(t, \xi, \eta)\mathrm{d}\xi \mathrm{d}\eta$ ,

$v(t, x, y)= \frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}^{2}}\frac{(x-\xi)}{(x-\xi)^{2}+(y-\eta)^{2}}\omega(t, \xi, \eta)\mathrm{d}\xi \mathrm{d}\eta$ .

となることがわかる (これはいわゆる Biot-Savert の法則の特殊な場合に相当する). 従っ

て, 方程式 (2) は $\omega$ について閉じたものとみることができる. ただし, まだ $\gamma_{1}$ と $\gamma_{2}$ が未

定のままである.
以下, $\gamma_{1}\equiv\gamma_{2}$ の場合を考えることにしよう. すると, 解は軸対称になる: $\omega=\omega(t, r)$

$(r=\sqrt{x+y})$ . 速度と $\omega$ の関係は, ( $r$ , のを極座標として

$u=-f(t, r)\sin\theta$ , $v=f(t, r)\cos\theta$ , $\omega=\frac{1}{r}(rf)_{r}$ . (3)

と書いてもよい. (3 番日の式で $f$ を定義し, それを用いて $u$ と $v$ を第 1,2 式で定める)
$\gamma_{1}(t)=\gamma_{2}(t)$ を $\gamma(t)$ で表せば,

$\omega_{t}-\gamma(t)(r\omega_{r}+2\omega)=\nu\frac{1}{r}(r\omega_{r})_{r}$ $(0\leq r<\infty)$ . (4)

を得る.
(2) あるいは (4) はもともと $\mathrm{J}.\mathrm{M}$ . Burgers によるものであり, 流体力学ではよく知ら

れているものである. しかし, これまでは $\gamma(t)$ が与えられた定数である場合か, あるいは,

与えられた関数である場合に調べられていた ([10] の文献参照). 一般に, $\gamma(t)$ が何であっ

ても上の方程式の解が Navier-Stokes 方程式の厳密解を与えることに変わりはない. 物理
的な設定に応じて $\gamma(t)$ を指定すればよいのである. 文献 [11] は物理的な考察に基づいて

$\gamma(t)=||\omega(t)||_{p}$ (5)

といった関数関 $\mathrm{f}\dot{\mathrm{f}}J\backslash$を仮定し, どのような現象が起きるのかを調べた. ここで, $||$ $||_{p}$ は $IP$

ノルムである. [11] では, $1\leq p<\infty$ のときに解が時間につ $\mathrm{A}\mathrm{a}$ て大域的に存在すること力\mbox{\boldmath $\zeta$}

証明された. しかし $p=\infty$ のときには, 有限時間で爆発する特殊な自己相似解を見いだ
しただけであって, 一般の初期値に対して何が起きているのかは不明であった.
筆者らは最近, この $p=\infty$ の場合についてほぼ満足のいく解答を与えることができ

たのでここでその報告をしたい.

2 結果

方程式
$\omega_{t}-||\omega(t)||_{\infty}(r\omega_{r}+2\omega)=\nu\frac{1}{r}(r\omega_{r})_{f}$ $(0\leq r<\infty)$ (6)
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を初期条件
$\omega(0, r)=\omega_{0}(r)$ (7)

のもとで解く.
初期関数には次の仮定をおく: $\omega_{0}$ は $[0, \infty)$ で有界, 一様連続, かつ, 次の条件を満た

す;
$|| \omega_{0}||_{1}\equiv\int_{0}^{\infty}|\omega_{0}(r)|r\mathrm{d}r<\infty$ ,

$|| \omega_{0}||_{*}\equiv\sup_{0\leq r<\infty}r|\omega_{0}(r)|<\infty$ .

このとき次の定理が成り立つ :

定理 1 上のような初期値に対し, (6)(7) の解が一意に存在する. さらに, すべての $0\leq$

$r<\infty$ について $\omega_{0}(r)\geq 0$ と仮定するとき, 解が 0 $\leq t<\infty$ 全体で存在するのは
$||\omega_{0}||_{1}\leq\nu$ となるときであり, また, そのときに限る. $\nu<||\omega_{0}||_{1}$ のときには, $T<\infty$ を

爆発時刻とするとき,
$\lim_{tarrow T}(T-t)||\omega(t.)||_{\infty}=\frac{||\omega_{0}||_{1}}{2(||\omega_{0}||_{1}-\nu)}$ (8)

が成り立つ.

ここで, 爆発するかどうかを決定するのは $L^{1}$ ノルムであるが, 爆発する量は $L^{\infty}$ ノルム

であることがおもしろいところである. 証明については文献 [10] を御覧になっていただ
きたい. そこでは (8) 以外の漸近的な振る舞いについても多少の知見が得られている.

(6) (7) の解の一意性は困難なく証明できる. これを, もともとの $\mathrm{u}$ が非有界関数のク
ラスで一意である, というふうに勘違いしてはならない. (3) の形の $\mathrm{u}$ を仮定すれば, こ

の形の解のクラスでは一意性が保証される , ということである. こうした仮定なしで, 速
度場の (空間における) 増大度を指定するだけではうまくいかない. 実際, 古典解の一意性
すらなりたたないこともある (文献 [7, 12] 参照). こうした事実は様々な人々によって独
立に認識されてきたようで, 例えば文献 [4] ではこうした一意性の困難を圧力 $p$ に特別な
形を仮定することで回避している. 我々の問題の場合には一般化された Biot-Savart の法
則 (1) と (5) によって局所一意存在が保証される形になってぃる.

3 まとめ

上の結果は, 次のようにまとめることができる:

主張 1 渦度方程式に一般化された Biot-Savart の法則 (1) を組み合わせたものは, (適当
に解のクラスを設定すれば) 時間について局所的に適切であり, 同時に有限時間で爆発す
ることがある.
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注意 1 我々は, (たとえエネルギー無限大であっても)Navier-Stokes 方程式の解で爆発す
るものを初めて見つけたと主張しているわけではない. 例えば [5] はそうした例を見つけ
ている. しかし, これには爆発の証明が (我々が知る限り) ない. また [12] では爆発する例

があげられているが, これには初期ベクトル場を与えても解が一意に定まらない. 解の一
意性と爆発の両方がきちんと証明できている例としては我々のものが最初ではなかろう
かと考えている.

これに対し, Euler 方程式ではより多くの非有界な爆発解が知られている. たとえば

[16] を参照していただきたい.

非有界な解についてはこの他にも面白い問題があり, [1, 2, 5, 9, 14, 16] などが参考に
なるかもしれない.
文献 [3, 6, 8] にあるように, Navier-Stokes 方程式あるいは Euler 方程式の大域解の存

在問題は大変難しい. そこでこれまでとは違った関数のクラスを用いてそこでの適切性を
論ずることはやってみる価値のある問題であろう. 例えば $[8, 15]$ にはそうした方向が見

える. しかし, [2, 5, 16] にあるような Ansatz を用いて適当な関数のクラスを設定すると
別の世界も現れてくる.
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