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自然界の多くの現象では, 界面が観察されることが多い. いくつかの物理的・化
学的な相が共存する際には, その境界として界面が現れる. 物理的・化学的な相自
信は観察しにくい状態でも, 界面がその境界として観察されることもある. 界面の
動きは, 相の動きを特徴的に表しており, 界面の運動は, 応用数学の重要な問題の
一つである.
本講演では, 平面 $\mathrm{R}^{2}$上の界面について考察する. ます, 界面を定義しよう. $(\Gamma(t), \nu)$

が界面 (interface) であるとは, 以下を満たす $\mathrm{R}^{2}$ における集合の族 $\{.D(t)\}$ が存在
するときをさすことにする.

$\bullet$ $D(t)$ は連結な開集合で, $\Gamma(t)=\partial D(t)$ を漢たす.

$\bullet$ $\nu$ は, $\Gamma(t)$ における $D(t)$ の外向き単位法線ベクトルである.

この定義は, 自己交差しないような界面に注目していることに注意する.
以下を満たすような界面 $(\Gamma(t), \nu)$ を考えよう.

$V=H+k$. (1)

ここで, $V$ は界面の法線速度, $H$ は $\Gamma(t)$ の曲率, $k$ は定数である. この方程式
は, 応用数学の様々な問題に現れる. 例えば, Allen-Cahn 方程式の遷移相問題 [7],
Ginzburg-Landau 方程式の平面に制限された渦の方程式 [5], $\mathrm{B}\mathrm{Z}$ 反応 [13] などが挙
げられる. $k=0$ の場合は, 曲線短縮方程式と呼ばれ, 初期状態で自己交差しなけ
れば, 時間が経っても自己交差することなく “丸 $\text{く}$

” なりながら 1 点に収縮すること
が知られている ([8, 9] 参照). $k\neq 0$ の場合は, 初期状態で自己交差しなくても, 時
間が経つと自己交差することが分かる.
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界面が $y=u(x, t)$ というグラフで表現される場合には, 方程式 (1) は,

$u_{t}=. \frac{u_{xx}}{1+u_{x}^{2}}+k\sqrt{1+u_{x}^{2}}$
$x\in \mathrm{R},$ $t>0$ , (2)

に帰着される. この方程式の解の存在と一意性は, 知られている ([4, 5, 12, 14] 参

照). また, この方程式は最大値の原理が成り立つことに注意する ([16] 参照).
次に, (1) の進行波を定義しよう. 例として, $\nu={}^{t}(-\sin\theta, \cos\theta)$ を法線とする直

線 $y=x\tan$ $\theta$ つまり, $D(t)=$ {y<xt$\mbox{\boldmath $\theta$}} を考えよう $(0<\theta<\pi/2)$ . この直線
は, $\nu$ 方向には, 速度 $k$ で進んでいるが, ${}^{t}(0,1)$ 方向 ($y$軸方向) には速度 $k/\cos\theta$

で進んでいる. 従って, 進行波を定義する際には, 速度も明記するのが望ましい. 界

面 $(\Gamma(t), \nu)$ が速度 $v$ の進行波 (traveling front) とは $\Gamma(t)=\Gamma(0)+vt$ を満たすとき

である. 上の例は, 速度 $k\nu$ の進行波あるいは速度 ${}^{t}(0, k/.\cos\theta_{*})$ の進行波と区別す

ることができる. 特に混同のないときは, $v$ を省略する.

Deckelnick 等は [5] で進行波の存在と初期値 $u_{0}$ の強い制限の下で安定性を示して

いる. 著者等は, $[14, 15]$ において, Deckelnick等の結果を拡張した以 Tのような結
果を得た ([14] Proposition 1J およひ Theorem 1.2] 参照).

定理 1 界面方程式 (1) の速度 ${}^{t}(0, c)$ の進行波は平行移動を除いて以下のいずれかで
ある.

(i) 直線 $y=x\tan\theta_{*}$ ある $\mathrm{A}$ ‘は直線 $y=-x\tan\theta_{*}$

(ii) 2 直線 $y=\pm x\tan\theta_{*}$ に漸近する進行波 $\Gamma_{c}(t)$

(iii) 速度 $c$ が 0 の場合には半径 $1/|k|$ の円

ここで, $\theta_{*}=\arctan(\sqrt{\mathrm{c}^{2}-k^{2}}/k)$ とする. その上, $\Gamma_{c}(t)=\{y=\varphi(x)+ct\}$ は

$x(\theta;c)$ $:=$ $\frac{\theta}{\mathrm{c}}+\frac{k}{c\sqrt{c^{2}-k^{2}}}\log|_{1-\tan}^{1+\tan\frac{\theta}{\frac{2\theta}{2}}}|$ ,

$y(\theta;c)$ $:=$ $- \frac{1}{c}\log(\frac{c\cos\theta-k}{c-k})$

と $\theta\in(-\theta_{*}, \theta_{*})$ を用いて具体的に媒介変数表示できる.

進行波 $\Gamma_{\mathrm{c}}(t)$ は “$\mathrm{V}$-字型” であることに注意する. この $\mathrm{V}$ 字型進行波の存在は

[3, 5, 7] でも調べられているが, 具体的な表現は得られていなかった.
上の定理の証明は,
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・進行波は必ず進行速度に垂直な直線からのグラフになること

$\bullet$ (2) のすべての進行波は上記の 3 つに限ること

を示すことによって得られる (詳しくは, [14, Lemma 2.3] 参照). 実際, (2) の進行
波は,

$u_{xx}=f(u_{x})$

を満たすことを用いる. ここで,

$f(v):=c(1+v^{2})-k(1+v^{2})^{3/2}$

である.
.定理 1(ii) の場合, 2 つの漸近線の傾きは $\pm\tan\theta_{*}$ であり, 2 直線のなす角は

$\theta^{*}:=\pi-2\theta_{*}$ となる. $\mathrm{V}$字型進行波 $\Gamma_{c}(t)$ の速度 $c$ は, 2つの漸近線のなす角 \mbox{\boldmath $\theta$}*(あ
るいは $\theta_{*}$ ) を用いて $c=k/\cos\theta_{*}$ と一意的に決まる. これは, 漸近線 $y=\pm x\tan\theta_{*}$

が ${}^{t}(0,1)$ 方向に動く速度と一致している. この形の進行波は, $\mathrm{B}\mathrm{Z}$ 反応でも観察さ
れる ([13]) ことから, 安定であることが予想される. 実際, $\mathrm{V}$ 字型進行波は安定で
あることが, $[5, 15]$ で示されている. 先に述べたように [5] に課されている条件が強
いので, [15] においてその条件をはずしている. その際, 定理 1 の具体的表現を有
効に用いる必要がある.

定理 2 初期値 $u_{0}$ の摂動が

$BC_{0}^{1}:=$ {$v \in C^{1}(\mathrm{R})|\sup_{-\infty<x<\infty}(|v(x)|+|v_{x}(x)|)<\infty,$
$|$

hm $v(x)=0$}.
|x|\rightarrow �

の内のとき, (2) の解から決まる V字型進行解は漸近安定である. 更に, 大域的に
漸近安定である.

[15] で示されている�字型進行波の大域的漸近安定性とは, $\theta^{*}(\theta^{*}<\pi)$ で交わる

2 直線に漸近する界面を初期値とすると, 時間が無限大では $\mathrm{V}$字型進行波に収束す
る. この際, 平行移動の自由度なしで $\mathrm{V}$字型進行波に収束するので, Allen-Cahn方
程式などの進行波解の場合の漸近安定性 (軌道安定性) とは異なっていることに注
意する.
しかし, 摂動の空間を $BC_{0}^{1}$ 以外にすると安定でなくなることもある. 例えば,

空間
$BC^{1}:= \{v\in C^{1}(\mathrm{R})| \sup (|v(x)|+|v_{x}(x)|)<\infty\}$ ,

$-\infty<x<\infty$
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を摂動の空間として選ぶと, 時間が経っても $\mathrm{V}$ 字型進行波に収束しない. つまり,

任意の $\epsilon>0$ に対して, (1) を満たす界面 $\Gamma(t)$ で,

$\Gamma(t)\cap\{$dist $(\Gamma(0), \Gamma_{c}(0))\leq 4\epsilon$, $\Gamma(t)\cap(\Gamma_{c}(t)+(\begin{array}{l}0\epsilon\end{array}))\neq\emptyset$ , $\Gamma_{c}(t)-(\begin{array}{l}0\epsilon\end{array}))\neq\emptyset$

$(t\geq 0)$ を満たすようなものが存在する. このような例は, 遠方で漸近線の周りを

振動することによって構戒している (詳細は [15, Theorem 4.1] 参照). また,

$\lim v(x)=p\pm$
$xarrow\pm$ 科

のときには, �字型進行波を平行移動したものに収束する.
また, [14, Lemma 3.2] で報告されているように, (1) 1ま $x=0$ で $y$ 軸と平行にな

る速度 $c$ の (半平面 $\{x>0\}$ 上) 進行波 $\Gamma_{\mathrm{c}}^{*}(t)=\{y=\varphi^{*}(x.)+ct\}$ ももつ. 具体的な

媒介変数表示は以下の通りである.

$x^{*}(\theta)$ $:=$ $\frac{2\theta-\pi}{2c}+\frac{k}{c\sqrt{c^{2}-k^{2}}}\log\frac{(\sqrt{\frac{c+k}{c-k}}\tan\frac{\theta}{2}+1)(\sqrt{\frac{c+k}{c-k}}-1)}{(\sqrt{\frac{c+k}{c-k}}\tan\frac{\theta}{2}-1)(\sqrt{\frac{c+k}{c-k}}+1)}$ , (3)

$y^{*}(\theta)$ $:=$ $- \frac{1}{c}\log\frac{k-c\cos\theta}{k}$ (4)

この解が定理 2 の大域的漸近安定性を示すために用いられている.
上の例が示しているように, 全領域と半平面では, 進行波の種類に若干の違いが

ある. 次に帯領域での運動を考える. つまり, 界面がグラフで描ける場合には以下
の方程式を満たす.

$u_{t}= \frac{u_{xx}}{1+u_{x}^{2}}+k\sqrt{1+u_{x}^{2}}$ $x\in(0,1),$ $t>0$ , (5)

初期条件
$u(x, 0)=u_{0}(x)$ $x\in(0,1)$ (6)

境界条件
$u_{x}(0, t)=\tan\alpha_{0},$ $u_{x}(1, t)=\tan\alpha_{1}$ , $t>0$ . (7)

Altschuler-Wu $[1, 2]$ は初期条件 (6), 境界条件 (7) をもつ次の方程式

$u_{t}=a(u_{x})_{x}$ (8)

の解の挙動を考察した. ここで $a(\cdot)$ は滑らかで $a’>0$ とする. 彼らは, すべての

解は, 全領域における進行波のある部分に収束することを示した.
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方程式 (5) は (8) の範噴でないが, 同様の結果が成り立つことが分かる.
方程式 (5)$-(7)$ の帯領域上での進行波 $y=u(x)$ \dagger $ct$ は, $\alpha_{i}(i=0,1)$ tこより一意的
に決まる. 実際, 関数

$F(c):= \int_{\tan\alpha_{0}}^{\tan\alpha_{1}}\frac{dv}{f(v)}$

を用いて速度 $c$ は

$F(c)=1$

と表される. 簡単な解析から $\alpha_{1}>\alpha_{0}$ のとき, $F(c)$ が単調減少, $\alpha_{1}<\alpha_{0}$ のとき,
単調増加であることが分かる. ニうして, $c$の一意的存在が分かり, 収束先の進行波
の一意的存在が従う.
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