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1 目的

本稿では, 保型形式の $a_{p}=0$ を満たす良 4 $\mathrm{a}p$ における岩澤主予

想の新しい定式化を紹介する. $f$ を正規化された newform

$f= \sum_{n\geq 1}a_{n}q^{n}\in S_{k}(X_{1}(N))\otimes \mathbb{C}$
$(k\geq 2)$ ,

$p$ を $N$ を割らない奇素数とする. また簡単のため任意の $n$ に対し

$a_{n}\in \mathbb{Q}$ と仮定する. 保型形式の岩澤主予想とは, 月こ伴う Selmer

群が, 円分 $\mathbb{Z}_{p}$-拡大を通して, $f$の?進 L-関数と結びつくというも

のである. Selmer群は保型形式 $f$の深い数論的情報をもっており,

一方?進 L-関数は $f$ に伴うゼータ関数の特殊値の p-進的性質を反

映するものである. とく (こ ordinary と呼ばれる $p\{a_{p}$ という条件

下では, この予想は素朴な形で定式化される. ordinary でなくて

も $a_{p}=0$ を満たす $p$ ならば, 同様に主予想の素朴な定式化が可能

であることを紹介するのが本稿の目的である. 楕円曲線に対応す

る場合 $(k=2)$ では, $a_{p}$ の絶対値の評価から, $p$ が 5以上で超特異

還元をもつ場合は, 自動的に $a_{p}=0$ であることに注意しておく.
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weight $k$ が大きいときは, $p|a_{p}$ だが $a_{p}\neq 0$ という場合が一般的

に起こり得るが, この場合は本稿で紹介するような素朴な主予想

の定式化は知られていない.

なお本稿で引用されている基本的な事実等は Kato [2] を参照し

ていただきたい.

2 Selmer群, p-進 L-関数

この節では $f$ に伴う Selmer群と ?進 L-関数について思い出す.

$V$ を $f$ に伴う Galois 表現, つまり連続 $G\mathbb{Q}:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}/\mathbb{Q})$ 作用

をもつ 2 次元 $\mathbb{Q}_{p}$-ベクトル空間 $V$ で, $N$ を割らない任意の $l$ に対

し $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}((\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{l})|v)=a_{l}$ となるものとする. $T$ を $V$ の $G\mathbb{Q}$-stable

lattice とする. このとき任意の代数体 $K$ と任意の整数 Hこ対し

Selmer群 Sel(K, $T(r)$ ) が次で定義される.

Sel(K, $T(r)$ ) $:= \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(H^{1}(K, V/T(r))arrow\oplus_{v}\frac{H^{1}(K_{v},V/T(r))}{{\rm Im} H_{f}^{1}(K_{v},V(r))})$ .

ここで $T(r)$ は $T$ の Tateひねりを意味し, $H^{1}(-, -)$ は Galois cO-

homology群, $v$ は $K$の素点で, 直和は $K$のすべての素点をわたる.

$H_{f}^{1}(K_{v}, V(r))$ は Bloch-Kato [1] による $H^{1}(K_{v}, V(r))$ の部分群で

ある. 楕円曲線の場合は, 局所有理点がなす群の Kummer写像に

よる $H^{1}$ への像と一致するので, 定義を述べるより, その一般化と

思っていただいたほうがよいだろう.

$\mathbb{Q}_{\infty}/\mathbb{Q}$ を円分 $\mathbb{Z}_{p}$-拡大とする. Gal(Q\infty /Q) の位相生成元 $\gamma$ を固
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定し, 群環 $\Lambda=\mathbb{Z}_{p}[[\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}_{\infty}/\mathbb{Q})]]$ と一変数幕級数環 $\mathbb{Z}_{p}[[X]]$ を $\gamma$ を

$1+X$ に対応させることで同一視する.

Q。上の Selmer 群 Sel $($ Q\infty ’ $T)$ を $\underline{1}\mathrm{i}\mathrm{B}^{n}\mathrm{S}\mathrm{e}1(\mathbb{Q}(\zeta_{p^{n}}), T(r))(-r)^{\Delta}$

で定義し, その Pontryagin双対を $\mathscr{X}(\mathbb{Q}_{\infty)}T)$ とおく. ここで $r$ (ま

$1\leq r\leq k-1$ を満たす整数で, Sel $($ Q\infty ’ $T)$ は $r$ の取り方によらな

い. また右上の $\triangle$ は自然な Gal(Q(\mbox{\boldmath $\zeta$}p)/Q)-作用による固定部分を

あらわす. このとき Selmer群 Sel $($ Q\infty ’ $T)$ は自然な Galois作用に

より有限生成 \Lambda -加群になることが知られている.

$f$ に伴う U進 L-関数を思い出そう. $\alpha$ を $p$-Euler factor $X^{2}$ -

$a_{p}X+p^{k-1}$ の根で $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{p}(\alpha)<k-1$ を満たすものとする. また

$\mathbb{Z}_{p}(1)$ の生成元 $(\zeta_{p^{n}})$ , つまり $\zeta_{p^{n}}$ は 1 の原始 $p^{n}$乗根で $\zeta_{p^{n+1}}^{p}=\zeta_{p^{n}}$ を

満たすものを固定する. $\Omega$ を $f$ の実周期とする. $\Omega$ の取り方には

$\mathbb{Q}^{\mathrm{x}}$ の曖味さがあるが, 本稿では簡単のため \mu -不変量の曖昧さを

許した主予想の定式化をするので, とくに気にしないことにする.

Canonical period を使ってこの曖昧さを除くことも可能である.

このとき以下を満たす?進 $L$-関数 $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{p}(f, \alpha, X)$ が一意的に存在

する.

i) $\mathscr{L}_{p}(f, \alpha, X)$ は $\mathbb{Q}_{p}(\alpha)[[X]]$ の収束幕級数で大きさは $O(\log_{p}^{h}(1+$

$X))$ . ただし $h=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{p}(\alpha)$ .

$\mathrm{i}\mathrm{i})u\in 1+p\mathbb{Z}_{p}$ を円分指標 [こよる $\gamma$ の像とする. $\chi$ : $(\mathbb{Z}/p^{n})^{\mathrm{x}}arrow$

$\mu_{p}\infty$ を導手 $p^{n}\neq 1$ の Dirichlet指標とし, \chi (u)=(とおく. また $r$
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を $1\leq r\leq k-1$ を満たす任意の自然数とする. このとき

$\mathscr{L}_{p}(f, \alpha, u^{r}\zeta-1)=(r-1)!p^{nr}\alpha^{-n}(2\pi i)^{k-r-1}L(f, \chi^{-1}, r)$ .
$\tau(\chi^{-1})\Omega$

$L(f, \chi, r)$ は $f \otimes\chi=\sum a_{n}\chi(n)q^{n}$ (こ伴う L-関数の $s=r$ での特殊

値で, $\tau(\chi)$ は Gauss和
$\sum_{a\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{n}}\chi(a)\zeta_{p^{n}}^{a}$

である. 両辺とも $\overline{\mathbb{Q}}$の元で

$\overline{\mathbb{Q}}$の中での等式である.

3 通常還元をもつ場合の岩澤主予想

ここでは簡単のため \mu -不変量の曖昧さを許した形で主予想を紹

介する. 通常還元をもつ場合の主予想においては, 次の 2 つの性

質が本質的である. 後でみるように, この 2 つの性質は $a_{p}=0$ の

岩澤理論では成り立たない.

i) $\mathscr{X}(\mathbb{Q}_{\infty}, T)\otimes \mathbb{Q}$ は有限次元 Qp-ベクトル空間.

$\mathrm{i}\mathrm{i})\mathscr{L}_{p}(f, \alpha, X)\in\Lambda\otimes \mathbb{Q}$.

ここで Euler factorの根 $\alpha$の取り方は, 通常還元をもつ場合は unique

であることに注意してお $\langle$ . $\mathrm{i}\mathrm{i}$ ) より Weierstraj3の準備定理を使っ

て r進 L-関数の零点は有限個であることがわかる.

このとき ($p$幕の曖昧さを許した弱い形の) 岩澤 f子 ,
$\mu\backslash$
はつぎの

ように述べられる.

r進 $L$-関数の零点は, 有限次元 $\mathbb{Q}_{p}$-ベクトル空間 $\mathscr{X}(\mathbb{Q}_{\infty}, T)\otimes \mathbb{Q}$

への $\gamma$-作用の固有値と, 重複度を込めて一致する.

$\gamma$ は Gal(Q\infty /Q) の位相生成元であったことを思い出しておく.
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この予想に関しては, K.Katoや K.Rubin らにより, 特別な場合に

正しいことや (重複度をこめて)零点の集合の包含関係が知られて

いる.

4 $a_{p}=0$のときの岩澤主予想

通常還元をもつときに本質的であった 2 つの性質は超特異なと

き (Le. $p|a_{p}$) はもはや成り立たない. $\mathscr{X}(\mathbb{Q}_{\infty}, T)\otimes \mathbb{Q}$ は無限次

元 $\mathbb{Q}_{p}$-ベクトル空間であり, r進 L-関数は無限個の零点をもつと

思われている. ($a_{p}=0$ のときは実際にそうである.) これらのこ

とから, 超特異な場合は通常還元をもつ場合のような素朴な主予

想の定式化は困難に思える. それにもかかわらず, $a_{p}=0$ のとき

は Selmer群や r進 L-関数を修正することにより, 主予想の定式

化が可能であることをこれから紹介する.

まず R. Pollackの r進 $L$-関数に関する結果を紹介する. (cf. [5])

対数関数を 2 つに分解して得られる関数 $\log_{p}^{+}(1+X)$ を次で定

義する.

$\log_{p}^{+}(1+X)=\frac{1}{p}\prod_{m=1}^{\infty}\frac{\Phi_{2m}(1+X)}{p},$ $\log_{p}^{-}(1+X)=\frac{1}{p}\prod_{m=1}^{\infty}\frac{\Phi_{2m-1}(1+X)}{p}$ .

ここで $\Phi_{n}(X)$ は円分多項式 \Phi 。$(X)= \sum_{i=0}^{p-1}X^{p^{n-1}i}$である. そし

$\text{て}\log_{p,k}^{\pm}(1+X)=\Pi_{r=1}^{k-1}\log_{p}^{\pm}(1+u^{-r}X)\text{と}.\mathrm{k}^{\backslash }\text{く}$ .

定理. ある $\Lambda\otimes \mathbb{Q}$ の元 $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{+}(f, X)$ と $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-}(f, X)$ が存在して, p-進
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$L$ -関数 $\mathscr{L}_{p}(f, \alpha, X)$ は次のようにかける.

$\mathscr{L}_{p}(f, \alpha, X)=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{p}^{+}(f, X)\log_{p,k}^{-}(1+X)+\ovalbox{\tt\small REJECT}_{p}^{-}(f, X)\log_{p,k}^{+}(1+X)\alpha$.

この定理より, p-進 L-関数において本質的に重要なのは幕級数

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\pm}(f, X)$ であり, 通常還元をもつ場合と同じく $\Lambda\otimes \mathbb{Q}$ の元である

ことがわかる. そこで我々はこの Pollackの r進 $L$-関数 $\mathscr{L}^{\pm}(f, X)$

と関係するような Selmer群を定義したい. それは次のようにして

なされる.

定義 (偶奇 Selmer 群) Selmer 群 $\mathrm{S}\mathrm{e}1(\mathbb{Q}(\langle_{p^{n}}), T(r))$ の部分群

$\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\pm}(K, T(r))$ を次で定義する.

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{S}\mathrm{e}1(\mathbb{Q}(\zeta_{p^{n}}), T(r))arrow\frac{{\rm Im} H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p}(\zeta_{p^{n}}),V(r))}{{\rm Im} H_{f,\pm}^{1}(\mathbb{Q}_{p}(\zeta_{p^{n}}),V(r))})$ .

ここで $H_{f,+}^{1}(\mathbb{Q}(\zeta_{p^{n}}), V(r))=\{P\in H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p}(\zeta_{p^{n}}), V(r))|$ 任意の n以

下の正の奇数mに対し $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{n/m}P\in H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p}(\zeta_{p^{m-1}}), V(r))\}$ である.

同様に正の偶数 $m$ をはしらせることにより, $H_{f,-}^{1}(\mathbb{Q}(\zeta_{p^{n}}), V(r))$ を

定義する. また ${\rm Im}$ は $H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p}(\zeta_{p^{n}}), V/T(r))$ への像を意味する.

Q。上の偶奇 Selmer群 $\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\pm}(\mathbb{Q}_{\infty}, T)$ を $\underline{1\mathrm{i}}\mathfrak{B}^{n}\mathrm{S}\mathrm{e}1^{\pm}(\mathbb{Q}(\zeta_{p^{n}}), T(r))(-r)^{\Delta}$

で定義し, その Pontryagin双対を $\mathscr{X}^{\pm}(\mathbb{Q}_{\infty}, T)$ とおく. ここで $r$ は

$1\leq r\leq k-1$ を満たす整数で, $\mathscr{X}^{\pm}(\mathbb{Q}_{\infty}, T)$ は $r$ の取り方によら

ない.

この Selmer群は通常還元をもつ場合と同じく次の性質をもって
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定理. $a_{p}--0$ とする. このとき $\mathscr{X}^{\pm}(\mathbb{Q}_{\infty}, T)\otimes \mathbb{Q}$ は有限次元 $\mathbb{Q}_{p^{-}}$

ベクトル空間.

$a_{p}=0$ の場合の岩澤主予想を次のように定式化する.

予想 Pollack の r進 $L$-関数 $\mathscr{L}^{\pm}(f, X)$ の零点は, 有限次元 $\mathbb{Q}_{p^{-}}$

ベクトル空間 $\mathscr{X}^{\pm}(\mathbb{Q}_{\infty}, T)\otimes \mathbb{Q}$ への $\gamma$-作用の固有値と, 重複度を

込めて一致する.

通常還元をもつ場合と同様の条件下で, 零点の集合の包含関係

は示すことができる.

5 理論のKEY

この理論の KEY は $\Lambda\otimes \mathbb{Q}$ に値をもつような Coleman写像の構

成である. 一般に Coleman写像とは, 局所岩澤加群を定義域とし

ある種の幕級数環に値をもつ写像で, 所謂ゼータ元 (円単数, 楕円

単数, 加藤ゼータ元など) を r進 L-関数に送るものをいう. 我々の

場合は加藤ゼータ元を Pollackの r進 $L$-関数におくる Coleman写

像を構成する必要がある. その際重要になるのが, ノルムに関し

てあるよい性質をもつ局所有理点族の構成である. これは Perrin-

Riou [4] の中で行われていることに他ならない. もう少し正確に

いえば, 次をみたす族 $(\mathrm{c}_{r,n})_{1\leq r\leq k-1,n=1},\ldots \mathrm{c}_{r,n}\in H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p}(\zeta_{p^{n}}), V(r))$

が構成できる.

i) ある $n$ によらない整数 $s$ があって $\mathrm{c}_{r,n}\in\frac{1}{p^{\epsilon}}H_{f}^{1}(\mathbb{Q}_{p}(\zeta_{p^{n}}), T(r))$ .
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$\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{n+1/n}(\mathrm{c}_{r,n+1})=-p^{k-2}\mathrm{c}_{r,n-1}$.

この族と p-進 L-関数の関係は次のとおり. ペアリング

$P_{r,n}$ : $H^{1}( \mathbb{Q}_{p}(\zeta_{p^{n}}), T(k-r))arrow\frac{1}{p^{s}}\mathbb{Z}_{p}[\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}_{p}(\zeta_{p^{n}})/\mathbb{Q}_{p})]$ ,

$z\vdash+(-1)^{[\frac{n}{2}]+r-1}(r-1)!$ $\sum$ $p^{-s}(p^{s}\mathrm{c}_{r,n}^{\sigma}, z)_{r,n}\sigma$

\sigma \epsilon G峨 Qp(6n)/Qp)

を考える. ここで $(, )_{r,n}$ は cup積

$H^{1}(\mathbb{Q}_{p}(\zeta_{p^{n}}), T(r))\cross H^{1}(\mathbb{Q}_{p}(\zeta_{p^{n}}), T(k-r))arrow \mathbb{Z}_{p}$

である. このペアリングは, $r$ 方向と, 同じ parity をもつ $n$方向に

よい性質をもっており, これらを張り合わせることで我々の求め

る Coleman写像が構成される. ただ張り合わせを行うとき, $n$ の

偶奇に応じて $\log_{p,r}^{\pm}(1+X)$ を取り除く作業をしなければならない.

上では整数 $s$ に関する曖昧さがあるが, $p$ が $k-1$ より大きけれ

ば曖昧さを取り除くこともできる.

最後にこの局所有理点族 $(\mathrm{c}_{r,n})_{1\leq r\leq k-1,n=1},\ldots$ の性質が, 我々の定

義した偶奇 Selmer群の局所条件に反映されていたことに注意し

ておく.
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