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1 はじめに

パターンとは, 定数記号と変数 (記号) からなる

空でない有限文字列である。各変数に空でない定数
列を代入して得られる定数文字列からなる言語を
パターン言語という。パターン言語のクラスは, 正

例から帰納推論可能な言語族として, Angluin[l] に
よって導入された。

本稿では, 2 つの正規パターン乃 $q$ で定義される
言語の共通部分 $L=L(p)\cap L(q)$ の包含問題を扱

う。この共通部分は, $p,q$ の極大例化とよばれるパ
ターンの言語和として表すことができる。一般のパ
ターンでは, 極大例化は, 必ずしも有限ではない。
たとえば, $p=xax,q=axa$ とすると, $a^{n}$ はすべ

て極大例化となる。一方, パターンが正規ならぼ,

Sato and Mukouchi[3] の結果から, 極大例化 $r$ の長
さは, 高々 $p$ と $q$ の長さの和で抑えられ, 有限であ
る。 しかし, すべての極大例化を求める問題は, 計
算可能ではあるが, かなりの計算量が予想される。
なぜなら, 変数への空列代入を許す erasing 正規パ
ターンに関しては, その問題は, NP 困難という結
果が得られているからである。本稿では, $p,q$ が同

じ長さ $n$ をもつパターンに関して, その言語の共
通部分の包含問題が, 長さが $n+1$ の極大例化集合
の関係を調べることによって, 解決できることを示

す。 このような極大例化集合を特定するために, パ

ターンに対して, 分割点及ひ分割集合の概念を導入
する。

2 正規パターン言語

$\Sigma$ を少なくとも 2 個の定数記号を含むアルファ
ベットとし, $X$ を変数記号からなる加算集合とす
る。ただし, $\Sigma$ と $X$ は互いに排反とする。

パターンとは, $\Sigma\cup X$ 上の空でない文字列であ

る。同じ変数が高々 1 回しか現れないパターンを正
規パターンという。

パターン $p$ の長さを $|p|$ , パターン $p$ の $i$ 番日
の $\ni \mathrm{a}\mathrm{p}$号を $p[i]$ で表す。 また, $\dot{i}\leq j$ に対して, $p[i]$

から $p[j]$ までの長さ $j-i+1$ の $p$ の部分列を
$p[i,j]$ で表す。さらに, $I_{v}(p)=\{i|p[i]\in X\}$ ,
$I_{c}(p)=\{i|p[i]\in\Sigma\}$ と表すことにする。たと
えば, p=abx果 de ならば, $p[2]=b,$ $p[5]=y$,
$I_{\mathrm{c}}(p)=\{1,2,4,6,7\},$ $I_{v}(p)=\{3,5\}$ である。

代入とは, すべての定数をそれ自身に写すパター
ンからパターンへの準同型写像をいう。代入 $\theta$ によ

る $p$ の像を $\mu$ で表す。以下, 代入は, 非消夫代入,

すなわち, $|x\theta|\geq 1(x\in X)$ を満たす代入とする。

パターン $q$ がパターン $p$ の汎化, または $p$ が $q$

の例化であるとは, $q\theta=p$ を満たす代入 $\theta$ が存在
することをいい, $p\preceq q$ で表す。特に, $p\preceq q$ かつ

$q\not\leq p$ のとき, $p\prec q$ で表す。明らかに, $p\preceq q$ な
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らば, $|p|\geq|q|$ である。

パターン $p$ に対して, $\Sigma$ 上の言語 $L(p)=\{w\in$

$\Sigma^{+}|w\preceq p\}$ を定義する。 $p\preceq q$ ならば, $L(p)\subseteq$

$L(q)$ である。従って, $p\preceq q$ かつ $q\preceq p$ ならぼ,
$L(p)=L(q)$ が成り立つ。このようなパターン $p$ と

$q$ は等価とよばれ, 変数名を除いて一致する。本稿

では, 等価なパターンは同一視する。 $\Sigma$ 上の言語 $L$

は, $L=L(p)$ を満たすパターン $p$ が存在するとき,

パターン言語とよばれる。

以下, 本項では, 正規パターンのみを扱 $\mathrm{A}\mathrm{a}$ , 正規
を略し, 単に, パターンとよぶことにする。正規パ

ターンの全体を $\mathcal{R}\mathcal{P}$ で表す。 また, 長さ $n$ の正規

パターンの集合を $\mathcal{R}P_{n}$ で表す。

パターン $p$ がパターン集合 $P$ の汎化とは, $p$ が

$P$ に含まれるすべてのパターンの汎化であること
をいう。 $p$ が $P$ の汎化で, $q\prec p$ となる $P$ の汎化

$q$ が存在しないとき, $p$ は $P$ の極小汎化 (minimal
generalization; mg と略す) という $\text{。}$ また, $P$ の極

小汎化の中で最長のパターンを $P$ の最長極小汎化
(longest minimal generalization; lmg と略す) とい
う。 $P$ の $\mathrm{m}\mathrm{g}$, lmg となるパターンの集合をそれぞ
れ, $\mathrm{m}\mathrm{g}P,$ $\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{g}P$ で表す。

パターン集合 $P$ に対して, その例化, 極大例化
(maximal instance; mi と略す) およひ最短極小例
化 (shortest maximal instance; smi と略す) を同様
に定義する。 $\mathrm{m}\mathrm{i}P$ 及ひ $\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{i}P$ の記号も同様に定義
する。

パターン $x$ は任意のパターンの汎化であるので,
任意の $P$ に対して, $P$ の汎化は必ず存在するが,
その例化は存在するとは限らない。たとえば $P=$

$\{ax, bx\}(a\neq b)$ の例 (化よ存在しない。

$p\in 1\mathrm{m}\mathrm{g}P$ ならぼ $|p|= \min\{|q||q\in P\}$ である。

また, $P$ が等長パターンの集合ならば, $\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{g}P$ は

一意に定まる。パターン $p$ が等長パターン集合 $P$

の $\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{g}$ ならば, $\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{g}P$ は $p$ のみの集合であるので,
単に, $\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{g}P=p$ とかく。

パターンの例化およぴ汎化については次のような
結果が得られている。

補題 21(Mukouchi[2]) $n= \min\{|p’||p’\in P\}$

とするとき, $\mathrm{p}$ が長さ $n$ の $P$ の汎化ならば, $q\preceq p$

となるパターン $q\in 1\mathrm{m}\mathrm{g}P$ が存在する。

補題 22(Mukouchi[2]) 集合 $\mathcal{R}P_{n}$ は, 関係 $\preceq$

に関して有限束である。 ただし, 任意の $p\in \mathcal{R}P_{n}$

に対して, $\phi\preceq p$ とする。

上記の結果より, パターン $p$ が等長パターン集

合 $P$ の smi ならば, lmg と同様に, $\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{i}P=p$ と

かく。

補題 23(Mukouchi[2]) $|\Sigma|$ $\geq 3$ とするとき,
$L(p)\subseteq L(q)$ であることと $p\preceq q$ であることは

同値である。

補題 24(Shino石『a[4]) 任意のパターン乃 $q$ に

対して, $p\preceq q$ であるか否かの決定問題は, $O(|p|$ 十

$|q|)$ の時間で計算可能である。

本稿では, 2 つのパターン言語の共通部分の包含
問題を扱う。パターン乃 $q$ に対して,

$L(p, q)=L(p)\cap L(q)$

とおく。次の結果は, mi の定義から直ちに示される。

補題 25 パターン乃 $q$ に対して,

$L(p, q)=\cup L(r)r\in \mathrm{m}\mathrm{i}\{\mathrm{p},q\}$

が成立する。

補題から次の結果も成り立つ。

定理 2.6 $p_{1}.,$ $q_{\dot{\iota}}(i=1,2)$ をパターンとする。 この

とき, $L(p_{1},p_{2})\subseteq L(q_{1}, q_{2})$ であることと

$\forall r\in \mathrm{m}\mathrm{i}\{p_{1},p_{2}\},$ $\exists s\in \mathrm{m}\mathrm{i}\{q_{1}, q_{2}\}\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $r\preceq s$

であることは同値である。

補題 27(Sato and Mukouchi[3]) $r\in \mathrm{m}\mathrm{i}\{p,q\}$

とする。 このとき, $|r|\leq|p|+|q|$ が成り立つ.

補題 2.4及び 27 から, $\mathrm{m}\mathrm{i}\{p,q\}$ を求める問題は
計算可能である。また, 定理 26 より, パターン言

語の共通部分の包含問題も, 計算可能であることが
わかる。
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3 等長パターンの極大例化

パターン $p$ に対して, 変数から定数記号または
定数記号から変数に変わった後の位置を $p$ の分割

点という。たとえば, $p=abx1x_{2}bcx_{3}$ とすると,

3, 5, 7 は $p$ の分割点である。$p$ の分割点の集合を
$d_{p}$ で表す。 $d_{p}=\{l_{1}, \cdots,l_{k}\}$ とすると, 明らかに,

$1<l_{i}\leq|p|,$ $l_{:}\neq l_{j}(1\leq i,j\leq k, i\neq j)$ である $\text{。}$

各 $i$ に対して, $p[l_{i}-1]\in\Sigma,$ $p[l:]\in X$ であるか,

$p[l_{i}-1]\in X,$ $p[l:]\in\Sigma$ である。前者を $cv$分割点, 後

者を $vc$分割点という。また, 分割点ではない位置の
文字が定数のとき, $c$連続点とい $\mathrm{A}\backslash$ , 変数のとき, v連

続点という。 $l$ が $c$連続点ならば, $p[l-1],p[l]\in\Sigma$

であり, $v$ 連続点ならば, $p[l-1],p[l]\in X$ であ

る。以下, 変数列を $\chi,$ $\chi_{1},$ $\cdots$ 等で表す。また, パ

ターン $p$ と 1 $<l_{1}<l_{2}<\cdots<l_{k}\leq|p|$ を

満たす集合 $d=\{l_{1}, l_{2}\cdots, l_{k}\}$ に対して, $p$ の部

分列 $p_{1}=p[1, l_{1}-1],$ $p_{\dot{\iota}+1}=p[l_{1}., l_{i+1}-1](i=$

$1,$ $\cdots,$ $k-1),$ $p_{k+1}=p[l_{k}, |p|]$ の連接で表示した式

$p=p_{1}p_{2}\cdots p_{k}p_{k+1}$ を d-表現とい $\mathrm{a},$
$p_{\dot{\iota}}$ を ($d$ にお

ける) $i$ 番日の部分列という。

$p,r$ を $r\preceq p$ を満たす等長パターンとする。この
とき,

(1) $l\in d_{r}-d_{\mathrm{p}}$ ならば, $l$ は $p$ の $v$連続点である。

(2) $l\in d_{p}-d_{r}$ ならぼ, $l$ は $r$ の $c$連続点である。
$w\in\Sigma^{+}$ を $w\preceq p$ を満たす $p$ と等長の定数列

とする。 このとき, smi $\{p, q\}=w$ を満たす等長
なパターン $q$ は一般には一意ではない。 しかし,

$d_{\mathrm{p}}=d_{q}$ も同時に満たすパターン $q$ は一意である。た

とえば, $w=aabbbcc$, $p=xabxxxc$ に対して, smi
$\{p, q\}=w$ を満たすパターン $q$ は, $aA_{2}A_{3}bbcA\tau$

($A2=a$ or $x,$ $A_{3}=b$ or $x,$ $A_{7}=c$ or $x$) の 8 通り
がある。 しかし, これらのうち, $d_{\mathrm{p}}=\{2,4,7\}$ を

もつパターンは, $q=axxbbcx$ のみである。この

ようなパターン $q$ を $p$ の $w$ に関する相補パター

ンとよび, $p_{w}$ で表す。この定義から, 明らかに,
$\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{i}\{p,p_{w}\}=w,$ $\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{g}\{p,p_{w}\}=\chi$ となる $\text{。}$

パターン $p$ に含まれる変数 $x$ に長さ 2 の変数
$xx’$ を代入して得られるパターン $p\{x:=xx’\}$ を $p$

の 1-expansion とよぶ。
$p=w_{1}\chi_{1}w_{2}\chi_{2}\cdots w_{k}\chi_{k}w_{k+1}(w_{1},$ $\cdots,w_{k+1}\in$

$\Sigma^{+})$ のとき, $k$ 個の異なる 1-expansion $w_{1}\chi_{1}w_{2}\cdots$

$w:(\chi_{\dot{l}}x)w_{i+1}\cdots w_{k}\chi_{k}w_{k+1}(i=1, \cdots, k)$ が存在

する。

長さ $n$ の等長パターン乃 $q$ に対して, 長さ $n+1$

の極大例化の集合を $\mathrm{m}\mathrm{i}\{p, q\}_{n+1}$ で表す。
$\xi\in \mathrm{m}\mathrm{i}\{p, q\}_{n+1}$ ならば, $\xi\preceq p’\preceq p,$ $\xi\preceq q’\preceq q$

を満たす $p,$ $q$ の 1-expansion $p’,$ $q’$ がそれぞれ存在

し, $\xi=\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{i}\{p’, q’\}$ が成り立つ。

文字列 $w$ に対して, head(w), tail(w) で $w$ の先頭

の文字, 最後尾の文字を表すものとし, $\underline{w}$ を $w$ の先

頭の文字を除いた文字列と $\llcorner$ , $\overline{w}$ を $w$ の最後尾の文

字を除いた文字列とする。従って, $w=\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}(w)\underline{w}$ $=$

$\overline{w}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}1(w)$ が成り立つ。文字列の対 $(w,w’)$ に対し

て, tail(w) $=\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}(w’)$ ならば, $w\underline{w’}=\overline{w}w’$ が或

り立つ。この文字列を $[w, w’]$ で表す。明らかに,

$|[w,w’]|=|w|+|w’|-1$ である。 また, $w$ の $d=$

$\{l_{1}, \cdots, l_{k}\}$-分割表現 $w=w_{1}w_{2}\cdots w_{k}w_{k+1}$ に対し

て, 次のパターン集合を定義する:

$Q_{w,d}=$ $\{$

$w_{1}w_{2}\cdots w_{1}.(x[w_{\dot{*}+1,:+2}w])(x[w:+s, w_{\dot{l}+4}])\cdots$

$(x[w_{j-2},w_{j-1}])xw_{j}w_{j+1}\cdots w_{k+1}|$

$1\leq i<j\leq k,$ $j-i+1$ は偶数,

tail $(w_{\epsilon})=\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}(w_{\epsilon+1}),$ $i+1\leq s\leq j-2$ ,
tail(w:-l)\neq head$(w:-1)$

または $\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}1(w_{\dot{\iota}-1})\neq \mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}(w:)$ ,
head $(w_{j+1})\neq \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}(w_{j+1})$

または head $(wj+1)\neq \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}1(wj)\}$ .

$n=|w_{1}\cdots w_{k+1}|$ とすると, 上記の集合に含まれ
るパターンの長さは, すべて $n+1$ である。 $Q_{w,d}$

は, 位置 $l_{:},l_{\dot{\iota}+2},$ $\cdots,$ $l_{\mathrm{j}-3},$ $l_{j-1}$ に $(j-i+1)/2$ 個
の変数をもち, 上記の条件を満たすパターンの集合
である。たとえば, $w=a^{10},$ $d=\{3,4,6,9\}$ のと

き, $Q_{w,d}=\{a^{2}(xa^{2})xa^{6}, a^{3}(xa^{4})xa^{2}\}$ である。

補題 31 $w\in\Sigma^{n},p\in \mathcal{R}\mathcal{P}_{n}$ とする。 $w\preceq p$ なら

ば, $\mathrm{m}\mathrm{i}\{p,p_{w}\}_{n+1}=Q_{w,d_{\mathrm{p}}}$ が成立する。

(証明) $d_{\mathrm{p}}=\{l_{1}, \cdots, l_{k}\}$ とする。 $k$ が奇数の場合に
ついて証明する。偶数の場合も同様である。 $w$ の

$d_{p}$-表現を $w=w_{1}\cdots w_{k+1}$ とおく。一般性を失う
ことなく, $p,p_{w}$ の $d_{\mathrm{p}}$-表現は $p=w_{1}\chi_{2}\cdots w_{k}\chi_{k+1}$ ,

$p_{w}=\chi_{1}w_{2}\cdots\chi_{k}w_{k+1}$ とおける $\text{。}$

(i) $\xi\in \mathrm{m}\mathrm{i}\{p,p_{w}\}_{n+1}$ とすると, $\xi=\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{i}\{p’,p_{w}’\}$

を満たす $p,p_{w}$ の 1-expansion $p’,p_{w}’$ が存在す

る。 $p’=w_{1}\chi_{2:-1}\ldots w(\chi_{i}x)w:+1\ldots\chi_{k+1},$ $p_{w}’=$
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$\chi_{1}w_{2j-1}\ldots w(x\chi j)wj+1\ldots wk+1$ とする $\text{。}$ ただし,
よ偶数で, $j$ は奇数である。今, $i<j$ と仮定する

と, $\xi=\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{i}\{p’,p_{w}’\}$ であるので,

(1) $j=i+1$ の場合は, $\xi=w_{1}\cdots w_{i}xw_{i+1}\cdots w_{k+1}$

(2) $j>i+1$ の $\text{場}$合は, $\xi=w_{1}\cdots w_{i}(x[w:+1, w_{i+2}])$

$(x[w_{i+3}, w_{\dot{\iota}\dagger 4}])\cdots(x[w_{j-2}, w_{j-1}])xw_{j}\cdots w_{k+1}$

でなければならない。ただし, (2) では, tail(w\epsilon ) $=$

$\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}(w_{\epsilon+1})(s=i+1, \cdots,j-2)$ である。このパター

ンは, $(j-i+1)/2$ 個の変数を持ち, それらの位置は
$(l:, l_{\dot{*}+2}, \cdots,l\mathrm{j}-\mathrm{s},lj-1)$ である。 もし, tail(w:-l)=
head(w:) とすると, $p$ の変数列 $\chi_{\dot{l}}-2$ を l-expansion
したパターンと $p_{w}’$ の最短極大例化は, $\eta=w_{1}\cdots$

$w:-2(x[w:-1, w:])(x[w:+1, w:+2])\cdots(x[w_{j-2}, w_{2j-2}])$

$xwj\ldots wk+1$ となり, $w|.-1w:\preceq x[w:-1,w:]$ ならば,
$\xi\prec\eta$ を満たし, $\xi$ が極大例化であることに反する。

この関係が満たされるのは, $\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}(w_{\dot{*}-1})\underline{w_{\dot{l}}-1}w_{i}\preceq$

$x\overline{wj-1}w_{1}$. より, $\underline{w_{i-1}}$
$=$ $\overline{w_{i-1}}$ の場合であり,

Uemura[6] より, $w_{\dot{\iota}-1}$ は, 同一の文字からなる定
数列に限られる。従って, head(w:-l)=tail(wl.-l)
となり矛盾する。

$j\leq i$ の場合も同様である。 したがって, 長さが
$n+1$ の $p$ と $p_{w}$ の極大例化は, $Q_{w,d_{\mathrm{p}}}$ #こ含まれる。

(ii) 次に, $Q_{w,d_{\mathrm{p}}}$ のパターンが乃 $p_{w}$ の例化

であることは明らかなので, 極大であることを
示す。 $\xi\in$ $Q_{w,d_{\mathrm{p}}}$ が次式で表される場合のみを
示す。パターン $\xi=w_{1}\cdots w_{2i}(x[w_{2i+1},w_{2:+2}])$

$(x[w_{2:+3}, w_{2:+4}])\cdots(x[w_{2j-3}, w_{2j-2}])xw_{2j-1}\cdots$

$w_{k+1}$ が極大例化ではないとすると, $\xi\prec\eta$ を満
たす $\eta\in \mathrm{m}\mathrm{i}\{p,p_{w}\}$ が存在する。 $\xi\prec\eta$ より,

$n+1=|p|\geq$ $|\eta|$ である。 $|\eta|=n$ ならば,
$\eta=\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{i}\{p,p_{w}\}$ となるので, $\eta=w$ となり, 矛盾
である。故に, $|\eta|=n+1$ である。 (i) の証明から,
$\eta\in Q_{w,d_{p}}$ である。 $\xi$ は, 位置 $l_{2:},l_{2:+2},$ $\cdots,$ $l_{2j-2}$

で変数をもつので, $\eta$ もこれらの位置で変数をもつ。
$\xi\prec\eta$ であるので, $l_{2\mathrm{i}-2}$ または, $l_{2j}$ は変数である。
$w_{2:-1},$ $w_{2j}$ の head, tail に関する条件から, このよ
うな $\eta$ は, $Q_{w,d_{p}}$ lこは含まれない。 $\blacksquare$

上記の結果より, $p$ の各分割点 $l\in d_{p}$ に対して,
位置 $l$ #こ変数をもつ極大例化 $\xi\in \mathrm{m}\mathrm{i}\{p,p_{w}\}_{n+1}$ が

唯ひとつ存在することがわかる。さらに, 極大例化
の変数の位置は, そのような分割点以外では起こら
ない。

等長パターン乃 $q\in \mathcal{R}\mathcal{P}_{n}$ に対して, $d_{p}\cup d_{q}$ を

$(p, q)$ の分割集合といい, $d_{p,q}$ で表す。たとえば,

$p=x_{1}$ a2 $x_{3}x_{4}a_{5}a_{6}x_{7}x_{8}$ ,
$- q=a_{1}$ a2 $x_{3}x_{4}x_{5}a_{6}x_{7}x_{8}$

とすると, $d_{p}=\{2,3,5,7\},$ $d_{q}=\{3,6,7\},$ $d_{p,q}=$

$\{2,3,5,6,7\}$ である。

$r\preceq s$ を満たすパターン ’ $s\in \mathcal{R}\mathcal{P}_{n}$ に対して,

集合 $P_{r,\epsilon}$ 及ひ $P_{r}$ を次のように定義する:

$P_{r,\epsilon}=\{(p,q)|p,q\in \mathcal{R}P_{n}$ ,
$r=\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{i}\{p,q\},$ $s=1\mathrm{m}\mathrm{g}\{p,q\}\}$ ,

$P_{r}=\cup P_{\mathrm{r},\epsilon}\epsilon\in \mathcal{R}\mathcal{P}_{n}*.\mathrm{t}.r\preceq\epsilon$

.

$(p, q)\in P_{r,\epsilon}$ に対して, $d_{r,\epsilon}=\{l_{1}, l_{2}, \cdots,l_{k}\}$ と

し, $r,s,p,$ $q$ の $d_{r,\epsilon}$-表現における $i$ 番目の部分列を
それぞれ, $r:,$ $s:,p_{\dot{\iota}},$ $q_{i}$ とすると,

(1) $(p:, q_{1}.)\in P_{r.s\prime:}.$ .
(2) $r,\cdot$ が変数列ならば, $s:,p:,$ $q_{i}$ はすべて変数列で

ある。

(3) $s$ : が定数列ならば, $r:,p:,$ $q$: はすべて定数列で
ある。

(4) $r$: が定数列 $(=w_{i})$ であり, $s$ : が変数列ならば,

乃, $q_{\dot{\mathrm{t}}}$ は互いに $w_{\dot{\mathrm{t}}}$ に関して相補的である。
上記より, $p,$ $q$ の値が異なる位置は, (4) の $r.\cdot$ が

定数列で $s$: は変数列となる位置のみである。 この
ような部分列が出現する位置の集合を $\hat{d}_{r,s}$ で表す。
すなわち,

$\hat{d}_{r,\epsilon}=\{l\in d_{r,\epsilon}|r[\eta\in\Sigma, s[l]\in X\}$ .

また, 上記より, $r$ $\preceq$ $p$ $\preceq$ $s$ を満たすパ

ターン $p$ に対して, $(p, q)\in P_{r,\epsilon}$ となるパター

ン $q$ がただ一つ存在する。従って, $(p, q)$ は順

序対であるが, 以下, $(p, q)$ と $(q,p)$ を同一視す

る。たとえば, $r=$ xabcc, $s=$ xxbxx とする

と, $P_{\mathrm{r},\epsilon}=\{(r,s)$ , (xxbcx, xabxx), (xa&x,xxbxc),
(xabxc, xxbcx) $\}$ である $\text{。}$

補題 32 $(p, q)\in P_{r,s}$ とする。 このとき,

(1) $d_{p,q}=d_{r,e}\cup(d_{\mathrm{p}}\cap d_{q})$ ,
(2) $r=w\in\Sigma^{+}$ ならば, $d_{\theta}\cap(d_{\mathrm{p}}\cap d_{q})=\phi$ であ

る。

(3) $s=\chi\in X^{+}$ ならば, $d_{r}\cap(d_{p}\cap d_{q})=\phi$ である。
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(証明) (1) $l\in d_{p,q}$ とする。 $l\in d_{p},$ $l\not\in d_{q}$ ならば,

よ, $q$ の $c$ 連続点である力 $\mathrm{a}$ , または, $v$ 連続点で

ある。前者の場合, $l$ #よ $s$ の切断点となり, 後者の

場合は $r$ の切断点である。従って, $l\in d_{r,\epsilon}$ が成り

立つ。

次に, $l\in d_{r,\epsilon}$ とする。 $l\in d_{r}$ とし, $r$ の $cv(vc)$

切断点とすると, $r=\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{i}\{p, q\}$ であるので, $l$ は,

$p$ または $q$ の $cv(vc)$ 切断点でなければならない。
$l\in d_{\epsilon}$ の場合も同様である。よって, $d_{r,\epsilon}\subseteq d_{\mathrm{p},q}$ で

ある。 (2), (3) は明らかである。 $\blacksquare$

上記の (1) より, $(p, q)\in P_{r}$ ならば, $d_{r}\subseteq d_{p,q}$

が成り立つ。

補題 33 $(p, q)\in P_{r}$ とする。 このとき,

(1) $\xi$ を $p,$ $q$ の長さ $n+1$ の例化とする。 $\xi[l]\in X$

ならば, $l$ よ, $p$ 及ひ $q$ の $c$連続点ではない。

(2) $l\in d_{p}\cap d_{q}$ ならぼ, $\xi[l]\in X$ を満たす $\xi\in \mathrm{m}\mathrm{i}$

$\{p, q\}_{n+1}$ が存在する。

(証明) (1) $l$ が $p$ の $c$ 連続点とする。 $\xi\preceq p$ より,
$\xi\preceq p’$ となる $p$ の 1-expansion $p’$ が存在する。明
らかに, $p’[l]=p[l-1]$ または, $p’[l]=p[l]$ のいず

れかである。いずれにしても, $p’[l]$ は変数にはなら
ないので, $\xi\preceq p’$ に矛盾である。

(2) $l\in d_{p}\cap d_{q}$ とする。 $l$ が $p,$ $q$ の $cv$連続点 $(vc$

連続点) ならば, 変数 $p[l],$ $q[l](p[l-1], q[l-1])$ の
1-expansion の極大例化は, 位置 $l$ で変数となる。$l$

が, $p$ の $cv$連続点で $q$ の $vc$連続点のとき, すなわ
ち, $p[l-1, l]=ax,$ $q[l-1, l]=yb(a, b\in\Sigma)$ とす

る。 $p,$ $q$ の変数 $x,y$ の 1-expansion $\text{を}p’,q’$ とする

と, $r[1, l-2]axbr[l+1,n]$ は, $p’,$ $q’$ の長さ $n+1$

の例化である。従って, $r[1, l-2]axbr[l+1,n]\preceq\xi$

を満たす $\xi\in \mathrm{m}\mathrm{i}\{p, q\}_{n+1}$ が存在する。明らかに,
$\xi[l]\in X$ である。 $\blacksquare$

4 包含問題と切断集合

この節では, 等長パターン言語の共通部分の包含
関係と, 前節で導入した分割集合との関係について
論じる。

$(p,q)\in P_{r}$ とする。このとき, $L(r)\subseteq L(p)\cap L(q)$

が成り立つ。更に, これらの言語の最短文字列集合

は等しい。すなわち,

$L(r)\cap\Sigma^{n}=L(p)\cap L(q)\cap\Sigma^{n}$.
定理 41 $(p_{1},p_{2}),$ $(q_{1}, q_{2})\in P_{r}$ とする。

(1) $L(p_{1},p_{2})\subseteq L(q_{1}, q_{2})$ ならば, $d_{p1}\cap d_{\mathrm{P}2}\subseteq d_{q_{1},q2}$

である。

(2) $(p_{1},p_{2}),$ $(q_{1}, q_{2})\in P_{\mathrm{r},\epsilon},$ $L(p_{1},p_{2})\subseteq L(q_{1}, q_{2})$ な

らば, $d_{p_{1},p2}\subseteq d_{q_{1},q\mathrm{z}},$ $d_{p_{1}}\cap d_{\mathrm{P}\mathrm{z}}\subseteq d_{q_{1}}\cap d_{q_{2}}$ である。

(証明) (1) $d_{p_{1}}\cap d_{\mathrm{P}2}\mathrm{g}d_{q_{1},q2}$ とする。 このとき,
$l\in d_{p1}\cap d_{\mathrm{P}2}-d_{q_{1},q_{2}}$ が存在する。明らかに, $l$ は,
$q_{1}(q_{2})$ の $c$ 連続点であり, かつ $q_{2}(q_{1})$ の $v$連続点

であることを意味する。補題 3.3(2) より, $\xi[l]\in X$

を満たす $\xi\in \mathrm{m}\mathrm{i}\{p_{1},p_{2}\}_{n+1}$ が存在する。仮定より,
$L(p_{1},p_{2})\subseteq L(q_{1}, q_{2})$ であるので, $\xi\preceq\eta$ を満たす
$\eta\in \mathrm{m}\mathrm{i}\{q_{1}, q_{2}\}_{n+1}$ が存在しなければならない。明
らかに, $\eta[l]$ は変数である。補題 3.3(1) より, $l$ よ,

$q_{1},$ $q_{2}$ の $c$連続点ではない。 $l$ のとり方から, $q_{1}$ と

$q_{2}$ のいづれかでは, $c$連続点であるので矛盾である。

(2) パターン対が $P_{r,\epsilon}$ に含まれるならぼ, 補題

3.2(1) より,

$d_{\mathrm{p}_{1},p2}=d_{r,\epsilon}\cup(41\cap d_{\mathrm{P}2})$ ,
$d_{q_{1\prime}q2}=d_{r,\epsilon}\cup(d_{q1}\cap d_{q2})$

である。 (1) の結果を用いると, $d_{\mathrm{p}_{1},p2}\subseteq d_{q_{1},q2}$ が

得られる。
次に, $l\in d_{P1}\cap d_{\mathrm{P}2}-d_{q1}\cap d_{q2}$ とする。 $l\in d_{q_{1},q2}$

であるので, $l\in d_{q1}-d_{q2}$ とする。すると, (1) と

同様な方法で矛盾を示すことができる。 $\blacksquare$

定数列 $w=a_{1}a_{2}\cdots a_{n}$ に対して, $p$ を定数と変
数が交互に出現し, $w\preceq p$ となるパターンとする。

このようなパターンは T度 2 つ存在し, 互に $w$ に

関して相補的パターンである。これらのパターン対
を $w$ の最分割汎化対という。$w=abd$ ならば, 対

(axcy, x\sim \rightarrow は $w$ の最分割汎化対である。$(p, q)$ が

$w$ の最分割汎化対であるならば, $(p,q)\in P_{w.\chi}$ であ

り, 最初の位置を除いて, すべての位置が, $d_{p}(=d_{q})$

に含まれる。

補題 4.2 $(p,p_{w})$ を $w$ の最分割汎化対とする。こ

のとき, 包含関係 $L(p,p_{w})\subset L(q_{1}, q_{2})$ を満たす
$(q_{1}, q_{2})\in P_{w,\chi}$ は存在しない。

(証明) 包含関係 $L(p,p_{w})\subset L(q_{1},q_{2})$ を満たす
$(q_{1},q_{2})\in P_{w,\chi}$ が存在すると仮定する。補題 3.1
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より, mi $\{p,p_{w}\}=Q_{w,d_{p}}$ である。仮定より, 任
意の $\xi\in Q_{w,p_{w}}$ に対して, $\xi\preceq\eta$ となる長さ

$n+1$ の $q_{1},$ $q_{2}$ の極大例化 $\eta$ が存在しなければな
らない。 $(p,p_{w})$ は, $w$ の最分割汎化対であるので,

$d_{\mathrm{p}}\cap d_{p_{w}}=\{2,3, \cdots, n\}$ である。従って, 位置 $l>1$

に変数をもつ $\xi\in Q_{w,d_{p}}$ が存在する。補題 3.3(1)
より, $l$ が $q_{1},$ $q_{2}$ の $c$ 連続点ではないことを意味す
る。すなわち, $q_{1},$ $q_{2}$ ともに, 定数と変数が交互に
現れる。 smi $\{q_{1},q_{2}\}=w$ より, このような対は,
$(p,p_{w})$ 以外にはない。これは, 仮定に反する。I

$r\preceq$

.
$s$ となるパターン $r,$ $s$ の分割集合を $d_{r,s}=$

$\{l_{1}, l_{2}, \cdots, l_{k}\}$ とする。$r,$ $s$ に対して, 次の集合を導
入する:

$I_{r,\epsilon}=\{l_{\dot{l}}+j_{\dot{l}}|l:\in\hat{d}_{r,e}, 0<j_{1}$. $<l:+1-l:\}$ ,
$\hat{P}_{r,\epsilon}=\{(p,q)\in P_{r,\epsilon}|l:\in\hat{d}_{r,\epsilon}$ に対して,

$(p:, q:)$ は $w$: の最分割汎化対となる
$(i=1,2, \cdots, k+1)\}$

ただし, 上記の $p_{\dot{l}},q_{i}$ は, $p,q$ の dr,’表示における
$i$ 番日の部分列を表すものとする。次の結果は, $I_{r,\epsilon}$

の定義から直ちに示される。

補題 43 $(p, q)\in\hat{P}_{r,\epsilon},d_{r,\epsilon}=\{l_{1}, \cdots,l_{k}\}$ とする。
このとき, $I_{r,\epsilon}\cap d_{r,s}=\phi$ かつ $d_{p,q}=d_{r,\epsilon}\cup I_{r,\epsilon}$ で

ある。

上記の結果より, $d_{p,q}$ は, $(p, q)\in\hat{P}_{r,\epsilon}$ のとり方
によらず, $r,$ $s$ のみで定まることに注意する。

補題 44 $(p, q)\in P_{r,s}$ とする。 $I_{r,\epsilon}\subseteq d_{p}\cap d_{q}$ なら

ば, $(p, q)\in\hat{P}_{r,s}$ である。

(証明) $d_{r,s}=\{l_{1}, \cdots,l_{k}\}$ とし, $p,q$ の dr,8-表現を
$p=p_{1}\cdots p_{k+1},$ $q=q_{1}\cdots q_{k+1}$ とする。$l=l.\cdot+j_{i}\in$

$I_{r,s}$ とする。ただし, $l.\cdot\in\hat{d}_{r,\epsilon},0<j:<l:+1-l$ : と

する。 $I_{r,\epsilon}$ の定義より, $l$ |よ, $r$ の $c$連続点である。
仮定より, $l\in d_{p}\cap d_{q}$ であるが, $l$ が $p,$ $q$ の $cv$切

断点 ( $vc$切断点) で, $p[l],q[l]\in X$ ならば, $r[l]\in X$

となり, $r[l]\in\Sigma$ であることに反する。従って, $l$ が

$p$ の $cv$切断点ならば, $q$ に対しては $v\mathrm{c}$切断点でな
ければならない。任意の $l\in I_{r,\epsilon}$ に対して, これが

成り立つ。これは, $[p,q)\in\hat{P}_{r,s}$ であることを意味
する。 $\blacksquare$

定理 45($\mathrm{P}bP\text{�}\in\hat{P}_{r,\epsilon},$ $(q_{1},q_{2})\in P_{r,\epsilon}$ とする。こ

のとき, $L(p_{1},p_{2})\subseteq L(q_{1},q_{2})$ ならば. $(q_{1}, q_{2})\in$

$\hat{P}_{r,\epsilon}$ である。

(証明) $(p_{1},p_{2})\in\hat{P}_{r,s},$ $(q_{1}, q_{2})\in P_{r,s},$ $L(p_{1},p_{2})\subseteq$

$L(q_{1}, q_{2})$ とする。 $\hat{P}_{r,s}\subseteq P_{r,s}$ より, $d_{\mathrm{P}1}\cap d_{\mathrm{P}2}=I_{r,s}$

が成り立つので, 定理 4.1(1) より, $d_{p1}\cap d_{p_{1}}\subseteq d_{q_{1},q_{2}}$

である。補題 3.3(2) より, 各 $l\in d_{p_{1}}\cap d_{p2}$ に対して,

位置 $l$ が変数となるパターン $\xi\in \mathrm{m}\mathrm{i}\{p_{1} ,p_{2}\}_{n+1}$ が

存在する。共通言語の包含関係から, $\xi$ は, $q_{1},$ $q_{2}$ の

例化である。 $l\in d_{q_{1},q2}$ であるので, 補題 3.3(1) よ

り, このような $l$ は, $q_{1},$ $q_{2}$ の $c$連 [にはならない。

$(q_{1}, q_{2})\in P_{r,\epsilon},$ $r[l]\in\Sigma$ であるので, $l\in d_{q1}\cap d_{q_{2}}$

でなければならな b‘。すなわち, $I_{r,\epsilon}\subseteq d_{q1}\cap d_{q2}$ で

ある。 これは, 補題 4.4 より, $(q_{1}, q_{2})\in\hat{P}_{r,\epsilon}$ であ

ることを意味する。 $\blacksquare$
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