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$s_{3}$ を生成する 2つの宮本インボリューション
を持つ $\mathrm{V}\mathrm{O}\mathrm{A}$

山内博

筑波大学大学院数学研究科 4年次
$\mathrm{e}$-mail:hirocci(Dmath .tsukuba.ac.jp

2002年 12 月 18 日 (水)

1 はじめに

今回の話では筑波大学の宮本雅彦氏によって始められた、ムーンシャイン頂点作用素代
数に含まれる 2 つの共形元が生成する部分代数の構造について講演しました。これは前回
熊本での集会で佐久間氏がされた講演の続きにあたるものです。 前回の講演では宮本氏の
挙げた候補の一つを実際に構成できるということを話しました。 その後の研究で宮本氏
の挙げた候補のうち私達が構成したもののみが存在することが分り、 その一意性を証明す
ることができました。 この事実をムーンシャイン頂点作用素代数へ応用することでモンス
ター群の $3\mathrm{A}$ 元が予てから予想されていた 3-状態 Potts 模型の持つ Z3-対称性を用いて実
現できることなどが分りました。講演の前半ではこれらムーンシャイン頂点作用素代数と
の関連について、後半では単純カレント拡大の一般論を紹介し、 自己同型群による固定点
からなる軌道体頂点作用素代数に関する有名な予想について話しました。 ここでもこの順
に従って結果を紹介していきたいと思います。

2 宮本の自己同型
頂点作用素代数 (VOA) $V$ がムーンシャイン型であるとは、 $V$ は R-上のベクトル空間

であって、 次数分解 $V=\oplus_{n=0}^{\infty}V_{n}$ で $V_{0}=\mathbb{R}\mathrm{I},$ $V_{1}=0$ を持ち、 さらに条件 $\langle \mathrm{I}, \mathrm{I}\rangle=1$ から

一意的に定まる $V$ 上の不変内積 $1\langle\cdot, \cdot\rangle$ が正定値であることとします。 ムーンシャイン型
$\mathrm{V}\mathrm{O}\mathrm{A}$ は定義から単純であることが分ります。 また、 $V$ が $\mathbb{C}$ 上の頂点作用素代数であっ
ても、 適切な実形 $V_{\mathrm{R}}$ がとれて $V_{\mathrm{R}}$ が\Delta ーンシャイン型であるときに、 その実形を念頭に

$1V$ 上の不変内積の空間は $V_{0}/L(\mathfrak{y}V_{1}$ と線型同型であることが知られている。
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置いて $V=\mathbb{C}\otimes_{\mathrm{R}}V_{\mathbb{R}}$ をムーンシャイン型と I乎ぶこともあります。 ムーンシャイン型 VOA
の例としては、 ムーンシャイン VOA $V\#$ はもちろんのこと、 ヴイラソロ� $\mathrm{O}\mathrm{A}$ $L(c, 0)^{2}$や

適切な格子から得られる格子 VOA の軌道体 $V_{L}^{+}$ などがあります。

ムーンシャイン型 VOA の大きな特徴はウェイト 2 の部分空間 $V_{2}$ に不変内積を持つ
可換非結合代数の構造が入ることです。一般にこの代数を $V$ の Griess 代数と呼びます。
Griess 代数 $V_{2}$‘の巾等元と $V$ における共形元は一対一に対応しています。 ここで $\epsilon$

) $\in V$

が共形元とは、 その頂点作用素 $Y(e, z)$ を $Y(e, z)= \sum_{n\in \mathbb{Z}}L^{e}(n)z^{-r\iota-2}$ と展開したとき、
各作用素 $L^{e}(n_{\mathit{1}}^{\backslash }$ がヴイラソロ交換関係式

$[L^{e}(m), L^{e}(n)]=$ ( $m$ -n)Le(m+n)+\mbox{\boldmath $\delta$}。+?2,0--m31-2$mc_{e}$

を満たす元のことです。上の式に現れるスカラー $c_{e}$ は $e$ の中心電荷と呼ばれるます。共形
元 $e$ は $V$ においてヴイラソロ VOA を部分代数として生成します。それを Vir(e) で表す
ことにします。 もし Vir(e) が有理型になるとき、 $e$ は有理型共形元と呼ばれます。私の話
の中で重要になるのは中心電荷 1/2 の有理型共形元、即ち Vir(e) $\simeq L(\frac{1}{2},0)$ となる $e\in V_{2}$.
です. $L( \frac{1}{2},0)$ の既約加群は $L( \frac{1}{2},0),$ $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{2}),$ $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})$ の 3 つであり、 全ての $L( \frac{1}{2},0)$-加群
は完全加約であることが知られています。 それゆえ、有理型共形元 $e$ を使って $V$ を次の
ように分解することができます

$V=L( \frac{1}{2},0)\otimes T_{e}(0)\oplus L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})\otimes T_{e}(\frac{1}{2})\oplus L(\frac{1}{2}, \frac{1}{16})\otimes T_{e}(\frac{1}{16})$ . (2.1)

ここで $T_{e}(h)$ は Vir(e) に対する最高ウェイト $h$ の最高ウェイトベクトルの空間を表して
います。 この分解を用いて、 $V$ の線型同型 $\tau_{e}$ を $L( \frac{1}{2},0)\otimes T_{e}(0)\oplus L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})\otimes T_{e}(\frac{1}{2})$ 上 1 倍、

$L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16^{\mathrm{Y}}})\otimes T_{e}(\frac{1}{16})$ 上 -1 倍するものとして定めます。 $\tau_{e}$ が定義可能なのは等型成分に関す
る分解 (2.1) に基づいていることから分ります。 この線型同型 $\tau_{e}$ は単なる線型写像では
なく、 $V$ の VOA 構造に関する自己同型になることを宮本氏は示しました。そのため、 中
心電荷 1/2 の有理型共形元 $e$ から $V$ の自己同型 $\tau_{e}$ を定めることができます。 この対応
を宮本の自己同型もしくは宮本インボリューションといいます。

3 $A_{2}$ 型の宮本インボリューションに対応する VOA
宮本の自己同型とモンスター単純群の関係について次の結果が知られています。

事実 [Conway, 宮本] ムーンシャイン VOA $V^{\mathfrak{h}}$ }こ含まれる中心 1/2 の有理型共形
元 $e$ の定める自己同型 $\tau_{e}$ はモンスター単純群 $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(V\#)=\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の $2\mathrm{A}$ 共役類に含まれ
ており、 さらにこの対応 : $V_{2}^{\mathfrak{h}}\ni e\vdasharrow\tau_{e}\in 2\mathrm{A}\subset\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は一対一である。

2一般に $L(c, h)$ で中心電荷 $c$ , 最高ウェイト $h$ の既約ヴイラソロ加群を表します。
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この事実から、 ムーンシャイン VOA $V^{\mathfrak{h}}$ の研究における $L( \frac{1}{2},0)$ の重要さが分ること
と思います。 さて、 モンスター単純群において $2\mathrm{A}$ 共役類はとても興味深い性質を持って
います。その一つに、 $Y_{553}$ 型のコクセター図形とモンスター群の関係があります。モンス
ターの生成系として、 Y553 型のコクセター図形をなす 14個の $2\mathrm{A}$ 共役類がとれることが
知られています。 この事実を $V\#$ を通して VOA の立場から見てみると、 $V^{\mathfrak{h}}$ の内部には

14 個の中心電荷 1/2 の有理型共系元であって、 それらの宮本インボリューションのコク
セター図形が Y553 型になるものが存在することが分ります。 このことから次の予想が自
然に考えられます。

予想 1 $V\#$ はその宮本インボリューションのコクセター図形が $Y_{553}$ 型をなすよう

な 14 個の中心電荷 1/2 の有理型共形元で生成されている。

コクセター図形が–番単純な場合である頂点が一つ、 即ち $A_{1}$ 型コクセター図形に対応
する VOA は定義から中心電荷 1/2 の有理型共形元 $e$ から生成されるヴイラソロ VOA
Vir(e) $\simeq L(\frac{1}{2},0)$ であり、 その構造は良く調べられています。そこで次に考えるべき問題
は $A_{2}$ 型、 即ち 2 つの中心電荷 1/2 の有理型共形元 $e,$ $f$ であって、 それらの宮本インボ
リューションの積 $\tau_{e}\tau_{f}$ の位数が 3 になる場合の VA(e, $f$ ) の構造です。 ここで VA(e, $f\cdot$ )
は 2 元 $e,$ $f$ で生成される部分代数を表します 3。

$A_{1}$ : $\tau_{\mathrm{e}}\circ$

$rightarrow 11$ VA(e) $\simeq L(\frac{1}{2},0)$ $A_{2}$ : $\overline{\tau_{e}}\tau_{f}$

$\underline{11}$ VA(e, $f$ ) $=?$ ?

宮本氏は一般のムーンシャイン型 VOA の内部において生成される VA(e, $f$ ) を調べ、 次
の結果を得ました。

定理 [宮本] $|\tau_{e}\tau_{f}|=$ $3$ の場合、 $e$ と $f$ の内積 $\langle e, f\rangle$ は $13/2^{10}$ 又は $1/2^{8}$ であり、

(i) $\langle e, f\rangle=13/2^{10}$ の場合、 VA(e, $f$ ) $\supset L(\frac{4}{5}, \mathrm{O})\otimes L(\frac{6}{7},0)$ であり、 その Griess 代数
の次元は 4 である。

(ii) $\langle e, f\rangle=1/2^{8}$ の場合、 VA(e, $f$ ) $\supset L(\frac{1}{2}, \mathrm{O})\otimes L(\frac{21}{22},0)$ であり. その Griess 代数の
次元は 3 である。

上に現れる中心電荷の値 1/2, 4/5, 6/7, 21/22 は全てヴイラソロ代数のユニタリー系列
に現れるものであり、 これらは格別重要なものです。ムーンシャイン VOA $V^{\mathfrak{h}}$ こおいて、

$\tau_{e}\tau_{f}$ が位数 3 であるならばそれはモンスターの $3\mathrm{A}$ 共役類もしくは $3\mathrm{C}$ 共役類に含まれて
おり、 $\langle e, f\rangle=13/2^{10}$ の場合が $3\mathrm{A}$ に、 $\langle e, f\rangle=1/2^{8}$ の場合が $3\mathrm{C}$ に対応していることが

Conway の結果から分ります。 このうち Y553 型コクセター図形の一辺に対応するのは $3\mathrm{A}$

共役類の方であり、 そのため $\langle e, f\rangle=13/2^{10}$ の場合が特に興味が惹かれます。
$\mathrm{s}\mathrm{V}\mathrm{A}=\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{x}$ Algebra. -^般にこの部分代数は頂点代数になってしまうため、VOA でな $<\mathrm{V}\mathrm{A}$ を用いた。
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定理 [宮本] $\langle e, f\rangle=13/2^{10}$ の場合、 VA(e, $f$ ) の Griess の構造は–意に定まる。
その複素化 $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)$ は $\mathbb{Z}_{3}$-次数 $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)=X^{0}\oplus X^{1}\oplus X^{2}$ を持ち、 これは次の
いずれかで与えられる:

(i) $X^{0}= \{L(\frac{4}{5}, \mathrm{O})\oplus L(\frac{4}{5},3)\}\otimes L(\frac{6}{7},0)$ , $X^{1}=L( \frac{4}{5}, \frac{2}{3})^{+}\otimes L(\frac{6}{7}, \frac{4}{3})$ ,
$X^{2}=L( \frac{4}{5}, \frac{2}{3})^{-}\otimes L(\frac{6}{7}, \frac{4}{3})$ .

(ii) $X^{0}=L( \frac{4}{5},0)\otimes\{L(\frac{6}{7}, \mathrm{O})\oplus L(\frac{6}{7},5)\}$ , $X^{1}=L( \frac{4}{5}, \frac{2}{3})\otimes L(\frac{6}{7}, \frac{4}{3})^{+}$ ,
$X^{2}=L( \frac{4}{5}, \frac{2}{3})\otimes L(\frac{6}{7}, \frac{4}{3})^{-}$ .

(iii) $X^{0}=L( \frac{4}{5}, \mathrm{O})\otimes L(\frac{6}{7}, \mathrm{O})\oplus L(\frac{4}{5},3)\otimes L(\frac{6}{7},5)$ , $X^{1}= \{L(\frac{4}{5}, \frac{2}{3})\otimes L(\frac{6}{7}, \frac{4}{3})\}^{+}$ ,
$X^{2}= \{L(\frac{4}{5}, \frac{2}{3})\otimes L(\frac{6}{7})\frac{4}{3})\}^{-}$ .

(iv) $X^{0}= \{L(\frac{4}{5}, \mathrm{O})\oplus L(\frac{4}{6},3)\}\otimes\{L(\frac{6}{7}, \mathrm{O})\oplus L(\frac{6}{7},5)\}$, $X^{1}=L( \frac{4}{5}, \frac{2}{3})^{+}\otimes L(\frac{6}{7}, \frac{4}{3})^{\pm}$ ,
$X^{2}=L( \frac{4}{5}, \frac{2}{3})^{-}\otimes L(\frac{6}{7}, \frac{4}{3})^{\mp}$ .

さらに、 その軌道体 $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)^{\langle\tau_{\mathrm{e}},\tau_{f}\rangle}$ は (i), (ii), (iii) の場合には $L( \frac{4}{5}, \mathrm{O})\otimes L(\frac{6}{7},0)$

であり、 (iv) の場合は $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)^{(\tau_{e},\tau_{f}\rangle}arrow\supset L(\frac{4}{5}, \mathrm{O})\otimes L(\frac{6}{7},0)$ である。

上に挙げたものは全て候補であり、 どれが実際に存在するかまでは決定されていません
でした。そこで私と筑波大学の佐久間伸也は実際に (iv) が存在することを示し、 7 月に熊
本で発表しました。

定理 [佐久間 $-\mathrm{Y}$ ] 候補 (iv) は実際に存在する。

その後、 さらに次の結果を証明することができました。

定理 [佐久間.-Y] 候補 $(\mathrm{i})-(\mathrm{i}\mathrm{v})$ のうち、 求める構造が入るのは (iv) のみである。

ここでは証明を簡単に書き記したいと思います。

【証明】 先程の定理から $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)^{\langle\tau_{\mathrm{e}},\tau_{f}\rangle}\neq L(\frac{4}{5}, \mathrm{O})\otimes L(\frac{6}{7},0)$ を示せば良い。そこで
$\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, J^{\cdot})^{(\tau_{\mathrm{e}},\tau_{f}\rangle}=L(\frac{4}{5}, \mathrm{O})\otimes L(\frac{6}{7},0)$ として矛盾を導く。 $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)^{(\tau_{\mathrm{e}}\pm)}$ で $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)$ の $\tau_{\mathrm{e}}$

による固有値 $\pm 1$ の固有空間を表すことにすると、 次の直交分解ができる。

$\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)=\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)^{(\tau_{e}+)}[perp] \mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)^{(\tau_{\mathrm{e}}-)}$ .

$\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)$ の Griess 代数の構造は宮本によって決定されており、 $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)_{2}^{(\tau_{e}+)}$ の次元は

3 であり、 $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)_{2}^{(\tau_{e}-)}$ の次元は 1 である。 このことから $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)_{n}^{(\tau_{e}-)}$ の次元は $\tau\iota$ が小
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さい範囲では $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)_{n}^{(\tau_{\mathrm{e}}+)}$ のそれよりずつと小さいことが分る。それゆえ、 $n\leq 5$ に対し

て $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)_{n}^{(\tau_{e}-)}$ の次元を直接計算で求めることができる。 まず $\dim \mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f\cdot)_{\mathrm{s}^{\tau_{e_{-}}^{\backslash }}}^{(-)}=3$

が求まり、 これから候補 (i) のみが生き残る。 さらに計算で $\dim \mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)_{5}^{(\tau_{\mathrm{e}}-)}=12$ を

示すことができるが、 (i) の場合これは 11 であり、 矛盾が生じる。 よって $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)\neq$

$L(. \frac{4}{5},0)\otimes L(\frac{6}{7},0)$ である。 1

ここでの計算は実は VA(e, $f$ ) の Griess 代数から全て求まることが分ります。即ち Griess
代数の決定がよりウェイトの高い部分空間をも決定していることが分るのです。それゆ
え、 候補 (iv) が実際に存在することからその一意性も同時に得ることになる仕組みになっ
ています。

この定理をムーンシャイン VOA $V\#$ こ応用しましょう。 $V^{\mathfrak{h}}$ }こはもちろん $\tau_{e},\tau_{f}\cdot\in 3\mathrm{A}$ と

なる 2 つの共形元 $e,$ $f$ が入っているため、それらが生成する部分代数 VA(e, $f$ ) もまた $V^{\mathfrak{h}}$

の内部に存在します。 このことから特に、 $V\#$ こは 2つの部分 VOA として $L( \frac{4}{5}, \mathrm{O})\oplus L(\frac{4}{5},3)$

と $L( \frac{6}{7}, \mathrm{O})\oplus L(\frac{6}{7},5)$ が入っていることが分ります。前者は 3-状態 Potts 模型、 後者は 3 臨
界 3-状態 Potts 模型と呼ばれ、それぞれ位数 3 の対称性を持っていることが知られてい
ます。 これらについては次節で詳しく述べます。

定理 ムーンシャイン VOA $V^{\mathfrak{h}}$ こはそれぞれ $L( \frac{4}{5}, \mathrm{O})\oplus L(\frac{4}{5},3)$ と $L( \frac{6}{7}, \mathrm{O})\oplus L(\frac{6}{7},5)$

が含まれている。 これらのフユージョン代数が持つ $\mathbb{Z}_{3}$-対称性はモンスターの $3\mathrm{A}$ 元

に持ちあがる。

4Z3-単純カレント拡大としての捉え方
ここでは $\langle e, f\rangle=13/2^{10}$ の場合の VA(e, $f$ ) の構造をより詳しく述べたいと思います。

その前にヴイラソロ VOA に関する結果をいくつか述べておきます。

定理 [北詰-宮本-山田] ヴイラソロ VOA の拡大 $L( \frac{4}{5}, \mathrm{O})\oplus L(\frac{4}{5},3)$ は有理型であり、

その既約加群は次で与えられる:

$A^{0}:=L( \frac{4}{5}, \mathrm{O})\oplus L(\frac{4}{5},3)$, $A^{1}:=L( \frac{4}{5}, \frac{2}{3})^{+}$ , $A^{2}:=L( \frac{4}{5}, \frac{2}{3})^{-}$ ,

$B^{0}:=L( \frac{4}{5}, \frac{2}{5})\oplus L(\frac{4}{5}, \frac{7}{5})$ , $B^{1}:=L( \frac{4}{5}, \frac{1}{15})^{+}$ , $B^{2}:=L( \frac{4}{5}, \frac{1}{15})^{-}$ .

そしてこれらのフユージョン規則は次で与えられる:

$A^{i}\cross A^{j}=A^{i+j}$ , Ai $\cross$ Bj=Bi+jプ $B^{i}\mathrm{x}B^{j}=A^{i+j}+B^{i+j}$ .

ここで $i,$ $j\in \mathbb{Z}_{3}$ である。
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この結果から、 $LQ\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ) $\oplus L\mathrm{G},$ $3$ ) のフユージョン代数には自然な Z3-対称性があること
が分ります。 同様の事実が $L\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ) の場合にも成り立ちます。

定理 [Lam-Lam-Y] ヴイラソロ VOA $L( \frac{6}{7}., 0)$ の拡大 $L( \frac{6}{7}, \mathrm{O})\oplus L(\frac{6}{7},5)$ は有理型で
あり、 その既約加群は次で与えられる :

$C^{0}:=L( \frac{6}{7}, \mathrm{O})\oplus L(\frac{6}{7},5)$ , $C^{1}:=L( \frac{6}{7}, \frac{4}{3})^{+}$ , $C^{2}:=L( \frac{6}{7}, \frac{4}{3})^{-}$ ,

$D^{0}:=L( \frac{6}{7}, \frac{1}{7})\oplus L(\frac{6}{7}, \frac{22}{7})$, $D^{1}:=L( \frac{6}{7}, \frac{10}{21})^{+}$ , $D^{2}:=L( \frac{6}{7}, \frac{10}{21})^{-}$ ,

$E^{0}:=L( \frac{6}{7}, \frac{5}{7})\oplus L(\frac{6}{7}, \frac{12}{7})$, $E^{1}:=L( \frac{6}{7}, \frac{1}{21})^{+}$ , $E^{2}:=L( \frac{6}{7}, \frac{1}{21})^{-}$ .

そしてこれらのフユージョン規則は次で与えられる:

$C^{i}\cross C^{j}=C^{\mathrm{i}+j}$ , $C^{i}\mathrm{x}D^{j}=D^{i+j}$ , $C^{i}\cross E^{j}=E^{i+j}$ , $D^{i}\cross D^{j}=C^{i+j}+E^{i+\dot{)}}.$ ,

$D^{i}\mathrm{x}E^{j}=D^{i+j}+E^{i+j’}$ , $E^{i}\cross E^{j}=C^{i+j}+D^{i+j}+E^{i+j}$ .

ここで $i,$ $j\in \mathbb{Z}_{3}$ である。

ここまで紹介した 2つの拡大はどちらも単純カレントを用いた拡大になっています。 こ

こで単純カレントの定義を与えておきましょう。

定義 $V$-加群 $M$ が単純カレントであるとは、任意の既約 $V$-加群 $N$ に対し、 フユー
ジョン積 $M\mathrm{H}_{V}N$ がまた既約になることである。

Fで準備した記法を用いると、 $3\mathrm{A}$共役類に対応する $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f\cdot)$ は次のように表せます。

VA(e, $f$ ) $=A^{0}\otimes C^{0}\oplus A^{1}\otimes C^{1}\oplus A^{2}\otimes C^{2}$ もしくは $A^{0}\otimes C^{0}\oplus A^{1}\otimes C^{2}\oplus A^{12}\otimes C^{1}$ .

これらはともに $A^{0}\otimes C^{0}$ の単純カレントを用いた拡大ですが、 実はどちらも同型になり、
同値な拡大になっています。

定理 [佐久間-Y] 上に挙げた 2 つの拡大は互いに同型である。 即ち、 $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)$ に

は $A^{0}\otimes C^{0}$ の Z3-単純カレント拡大としての構造が一意に入る。

この定理から $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)$ に入る VOA-構造の一意性が分るので、以後 $\mathbb{C}\mathrm{V}\mathrm{A}(e, f)=U=$

$A^{0}\otimes C^{0}\oplus A^{1}.\otimes C^{1}\oplus A^{2}\otimes C^{2}$ と置くことにします。簡約のため、 $U^{i}=A^{i}\otimes C^{i}(0\leq i\leq 2)$

とおきます。 $U$ の表現論は単純カレントの一般論で決定することができます。 U0-加群とし
て $U^{i}$ らはすべて単純カレントであり、任意の既約 $U^{0_{-}}$加群 $M$ に対し、 $i\not\equiv j\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3$ ならば
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$U$ “ $\mathbb{H}_{U^{0}}M\not\simeq U^{j}\mathbb{R}_{U^{0}}M$ となっています。それゆえ、U区。0M $=M\oplus(U^{1}\mathbb{R}_{U^{0}}lVI)\oplus(U^{2}.\mathbb{R}_{I^{\prime 1\mathrm{J}}},\Lambda I)$

となります。 この事実を全ての $U$-加群は $\mathbb{Z}_{3}$-安定であるといいます。即ち、 全ての U-加
群には $U$ の作用と両立する自然な $\mathbb{Z}_{3}$-次数が入っています。 $\mathbb{Z}_{3}$-安定な既約 U-加群の構
造は $U$ の部分代数である $U^{0}$ から見た構造で一意に決ることが分っています。 このこと

を使って次の定理を示すことができます。

定理 [佐久間 $-\mathrm{Y}$] $U^{0}$ の $\mathbb{Z}_{3}$-単純カレント拡大 $U$ は有理型であり、 その既約加群は
次の 6個で与えられる:

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{U^{0}}^{U}(X\otimes Y):=U\otimes_{U^{0}}(X\otimes Y)$ , $X=A^{0},$ $B^{0}$ , $Y=C^{0},$ $D^{0},$ $E^{0}$ .

また、 これらのフユージョン規則は次で計算できる:

$\dim(\begin{array}{l}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{U^{0}}^{U}L\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{U^{0}}^{U}M\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{U^{0}}^{U}N\end{array})=\dim(\begin{array}{lll}U \bigotimes_{U^{0}} LM N\end{array})$ .

この定理から $U$ の通常の表現 ( $=$ ツイスト表現でないもの) はほぼ決定できたことに
なります。 $U$ の構造については、 ヴイラソロ VOA のユニタリー系列 $L( \frac{4}{5}, \mathrm{O})\otimes L(\frac{6}{7},0)$ を

使ってきれいに表示することができます。 さらに $U$ は 2 つの有理型共形元で生成されて
いるという強い特徴を持っています。Griess 代数の構造から、 $U$ には中心電荷 1/2 の有
理型共形元はちょうど $e,$ $f,$ $e^{\tau_{f}}=f^{\tau_{\mathrm{e}}}$ の 3 個あり、 これらは $U$ の自己同型で自由に置換
することができます。 このことから次の主張を得ることができます。

定理 [佐久間 $-\mathrm{Y}$] $U$ の全白己同型群は $7_{e}^{-},$ $\mathcal{T}_{f}$ で生成されており、 それは $S_{3}$ と同型

である。

5 軌道体 VOA に関する予想との関連

最後に、 VOA の理論における有名な予想との関係について述べます。

予想 2 $V$ を単純 VOA, $G$ を Aut(V) の有限部分群とするとき、

(i) $V$ が有理型ならば軌道体 $V^{G}$ もまた有理型であり、

(ii) 全ての既約 $V^{G_{-}}$加群はある $g\in G$ が存在して g-ツイスト $V$-加群の V$\mathrm{c}_{-}$部分加

群になっている。
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$L( \frac{(\mathrm{i}4}{5}0)\otimes L(\frac{6}{7},0)\text{の}\mathbb{Z}_{2^{-}}\mathrm{R}^{\backslash }$

”,$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}f$
)

$1_{\mathrm{c}}^{\vee} \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{して_{、}}U^{\langle\tau_{\underline{\rho}},\tau_{f}\rangle}=L(\frac{4}{]5}$ ’0 $)\sqrt$‘\otimes \vdash Lf(\Delta -67大\gamma )X\oplus \emptyset L-\mbox{\boldmath $\tau$}(‘‘-45E’ $-\text{理_{}\mathrm{B}}^{\pi;\rfloor}t_{arrow}’t\mathcal{O}\text{ま}\not\supset^{-}3$

)
$\otimes L(\frac{6}{\gamma 7}, 5)\text{て^{}\backslash }\backslash \text{あ_{}\mathrm{O}}$ りま $r_{arrow}^{\mathrm{L}}-$、れ U\iota 3$\langle$ i\mbox{\boldmath $\tau$}ge\mbox{\boldmath $\tau$}f

$\rangle$

$=U^{0}\text{も}\pi-\dashv \mathrm{J}-\pm \mathrm{V}\mathrm{O}\mathrm{A}$

有理型であることが分っています。
(ii) に関連して、最近私は次の結果を得ました。 $U$ の自己同型 $\zeta$ を $\zeta|_{U^{i}}=e^{2\pi\sqrt{-1}^{-}i/3}\cdot \mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{r}\prime 1}$

で定めます。 このとき $U^{0}-$加群と $U$ の $\zeta-$ツィスト表現には次のような関係があります。

定理 [Y] 全ての既約 $U^{0}-$加群は一意的にある $\zeta^{i}-$ツィスト U-加群に持ち上げるこ
とができる。 より精密に、

(i) $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{U^{\mathit{0}}}^{U}(X^{0}\otimes Y^{0}),$ $X=A,$ $B,$ $Y=C,$ $D,$ $E$ は通常 U-加群になる。

(ii) $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{U^{0}}^{U}(X^{0}\otimes Y^{1}),$ $X=A,$ $B,$ $Y=C,$ $D,$ $E$ は \mbox{\boldmath $\zeta$}\leftrightarrow ツイスト U-加群になる。

(iii) $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{U^{0}}^{U}(X^{0}\otimes Y^{2}),$ $X=A,$ $B,$ $Y=C,$ $DE\}$ は $\zeta^{2_{-}}$ツィスト U-加群になる。

よって予想 2 は $(U, \langle\zeta\rangle)$ に対して成り立っている。

この定理の証明には捩れ二重環 (twisted double) の表現論を用います。講演ではこの
ことにも触れましたが、 紙面の都合からここでは割愛させて頂きます。詳しくは参照文献
[Y] をご覧下さい。
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