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Abstract : 双曲多様体上の調和ベクトル場の満たす偏微分方程式を変数分離してできる
常微分方程式の確定特異点の合流と双曲多様体の構造変形との関連を述べる。

\S 1. 序

多様体上のいたるところでの断面曲率が -1 となる Riemann 計量を双曲構造といい、双
曲構造をそなえた多様体を双曲多様体という。 3次元双曲多様体で、その中の絡み目 (ここ

では記述を簡単にするため、絡み目の威分が 1 つ、 つまり結ひ目とする) が特異点集合を
なすような双曲構造をもつものを 3次元双曲錐多様体 (hyperbolic 3-c0ne-manif0ld) という
(双曲錐多様体に関しては文献 [1] [5] [7] が参考になる)

$\text{。}$ 3次元双曲錐多様体 $C$ の特異点

集合 $\Sigma$ 以外のところ $N:=C-\Sigma$ には、 完備ではないが、非特異な双曲構造が入っている。
その $N$ の展開写像とホロノミー表現をそれぞれ

$D$ : $\overline{N}arrow \mathrm{H}^{3}$

$\rho$ : $\pi_{1}(N)arrow \mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{C})$

とする。 これを双曲錐多様体 $C$ の展開写像およひホロノミー表現と呼ぶ。 それらは

$D\mathrm{o}\gamma=\rho(\gamma)\mathrm{o}D$ $(\forall\gamma\in\pi_{1}(N))$

という関係を満たす。特異点集合のところでは、その周りを一周したときの角測度となる錐
角が定まる。錐角がちょうど $2\pi$ のときには、 $C$ は特異点集合をもたないような双曲多様体
である。錐角が 0 度のときには、特異点集合のところでカスプとなる双曲多様体である。–

般に、錐角が $2\pi/m(m\in \mathrm{N})$ とは限らないので、ホロノミー表現の像は $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{C})$ の離散部
分群であるとは限らない。
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3次元双曲錐多様体の例として、 $C=S^{3}$ (3次元球面) $\text{、}\Sigma=K(K$ は $S^{3}$ 内の 8 の字結

び目) がある。 この例の場合には錐角は半開区間 $[0, 2\pi/3)$ の中の任意の値をとることがで

きる。

双曲錐多様体の微小変形とは、展開写像 $D$ の上の関係を満たす微小変形のことをいう。双

曲錐多様体の微小変形は、ホロノミー表現の共役類 $[\rho]$ の微小変形を誘導する。 この対応は

局所的には一対–なので、変形が微小の場合には、ホロノ “\rightarrow 一表現の共役類の微小変形をか

んがえているといってもよい。

3次元双曲錐多様体 $C$ の特異点集合 $\Sigma$ の近傍 $U$ ( $\approx$ 開区間 $\mathrm{x}T^{2}$ ) では、Riemann 計量が

$dr^{2}+\sinh^{2}rd\theta^{2}+\cosh^{2}rd\phi^{2}$

と表される (文献 [7] 参照) 。 ここで、 $r|\mathrm{h}\Sigma$ からの距離、 $\theta$ は $\Sigma$ の周りの角測度、 $\phi$ は $\Sigma$

に沿った距離を表すことにする。

3次元双曲錐多様体 $C$ の錐角 $\alpha$ が十分 0 に近いとする。特異点集合のまわりを回るメ
リディアンを $m$ とする。 そこで、 $m$ のホロノミー表現の像が楕円的に保たれたまま、錐角

$\alpha$ が単調に 0 に減少するという $C$ の微小変形を考える。錐角が完全に 0 になると、特異
点集合はいわゆるカスプとなり、 このような変形を「カスプを作る変形」 と呼ぶ。 カスプの

Riemann 計量は
$dt^{2}+e^{2-29}dx^{2}+e^{2-2t}dy^{2}$

と表される。 ここで、 $(t, x,y)\in(0, \infty)\mathrm{x}T^{2}$ ( $=$ カスプ) である。

本稿では、 このような 3次元双曲錐多様体 $C$ の微小変形が行われるときに特異点集合 $\Sigma$

の近傍での調和ベクトル場がどのように影響を受けて変化するかについて議論する。特に、

雛形の 2次元双曲錐多様体の場合については、カスプを作る変形が調和ベクトル場の満たす
常微分方程式の確定特異点の合流操作を誘導することを計算で示す。

\S 2. 双曲錐多様体上の Laplacian と調和ベクトル場

3次元双曲錐多様体 $C$ の特異点集合 $\Sigma$ の $N=C-\Sigma$ 内での管状近傍 $U$ 上の (通常の実

数に値をもつ) 微分形式に対する Laplacian を $\Delta_{U}$ とし、 偏微分方程式

$\Delta_{U}\tau=\lambda\tau$ $(\lambda\in \mathrm{C})$

を考える。 ここで、 $\tau$ は $U$ 上の微分 1 形式であり、上述の座標 $r_{\text{、}}\theta_{\text{、}}\phi$ を用いると、

$\tau=f(r, \theta, \phi)dr+g(r,\theta, \phi)\sinh rd\theta+h(r, \theta,\phi)\cosh rd\phi$

と表せる。 特に $\lambda=-4$ のとき、つまり、 $\Delta_{U}\tau=-4\tau$ の解の双対ベクトル場が調和ベクト
ル場を与える (Ricci 曲率が -2 なので Weitzenb\"ock 公式より)。

Riemann 計量 $dr^{2}+\sinh^{2}rd\theta^{2}+\cosh^{2}rd\phi^{2}$ }こつ 4‘て、座標系 $r_{\text{、}}\theta_{\text{、}}\phi$ {こ関する Christoffel
の記号、 Levi-Civita 接続およひ接続 1 形式を順次計算することによって、
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$(\Delta+2-\lambda)\tau$

$=$ $(-f_{\mathrm{r}r}-( \frac{s}{c}+\frac{c}{s})f_{r}+(\frac{s^{2}}{\mathrm{c}^{2}}+\frac{c^{2}}{s^{2}}-4-\lambda)f-\frac{1}{s^{2}}f_{\theta\theta}-\frac{1}{c^{2}}f_{\phi\phi}+\frac{2c}{s^{2}}g_{\theta}+\cdot\frac{\gamma_{S}}{c^{2}}h_{\phi})dr$

$+$ $(-g_{rr}-( \frac{s}{c}+\frac{c}{s})g_{r}+(\frac{c^{2}}{s^{2}}-4-\lambda)g-\frac{1}{s^{2}}g_{\theta\theta}-\frac{1}{c^{2}}g_{\phi\emptyset}-\frac{2c}{s^{2}}f_{\theta})\sinh rd\theta$

$+$ $(-h_{rr}-( \frac{s}{c}+\frac{c}{s})h,$ $+( \frac{s^{2}}{c^{2}}-4-\lambda)h-\frac{1}{s^{2}}h_{\theta\theta}-\frac{1}{c^{2}}h_{\phi\phi}-\frac{2s}{c^{2}}f_{\phi})\cosh rd\phi$

を得る。 ここで、 $c:=\cosh r_{\text{、}}s:=\sinh r$ とし、右下の添え字はその変数に関する偏微分を

表す (文献 [3][5][8] 参照) 。

さて、 この式に関して、 $U$ ( $\approx$ 開区間 $\mathrm{x}T^{2}$ ) において、変数分離を行うと、 Hこ関する 3

元 $f_{\text{、}}g_{\backslash }h$ の連立 2階常微分方程式が出てくる。 これを $z=\tanh^{2}r$ と変数変換することで

変数 $z$ の連立常微分方程式を得る。 さらにこれを $g$ (あるいは $h$ ) についての単独の方程

式に直すことができる。 これは $z=0_{\backslash }$ $z=1_{\text{、}}$ $z=\infty$ に確定特異点をもつ 6 階の Fuchs
型の常微分方程式である。 この $g$ に関する微分方程式の作用素を $X$ とすると、

$X=\delta P_{2}P_{1}$ (1)

というように因子分解されることがわかる。 ここで、

$P_{1}$ $:=$ $\frac{d^{2}}{dz^{2}}+(\frac{1}{z}-\frac{1}{z-1})\frac{d}{dz}+(\frac{a^{2}}{4z^{2}(z-1)}+\frac{b^{2}+1}{4z(z-1)}+\frac{\lambda+1}{4z(z-1)^{2}})$

$P2$ $:=$ $\frac{d^{2}}{dz^{2}}+(\frac{2}{z}+\frac{4}{z-1})\frac{d}{dz}+(\frac{a(a+2)}{4z^{2}(z-1)}+\frac{b^{2}+25}{4z(z-1)}+\frac{\lambda+7}{4z(z-1)^{2}})$

$P_{\}$ $:=$ $\frac{d^{2}}{dz^{2}}+(\frac{6}{z}+\frac{6}{z-1})\frac{d}{dz}+(\frac{(a-6)(a+4)}{4z^{2}(z-1)}+\frac{b^{2}+121}{4z(z-1)}+\frac{\lambda+23}{4z(z-1)^{2}})$

とする (文献 [2][3][4] 参照)。この微分作用素中の $a_{\text{、}}b$ は実変数であり、錐角 $\alpha$ で定まる量

である。錐角の変化に応じて、方程式の方も変化する。特に錐角が $\alpha\prec 0$ のとき、 a\rightarrow \otimes 、

$b\prec\infty$ となるような極限操作があらわれる。
一方、 カスプの近傍上でも同様に調和ベクトル場の満たすべき偏微分方程式を変数分離す
ることで、変数を $t$ とする 3元の連立 2 階常微分方程式を得る。 これも 9(あるいは $h$ ) に

ついての単独方程式に直せる。 これは 2 点 $t=1$ と $t=\infty$ のみが特異点であり、 $t=1$ を確

定特異点、 $t=\infty$ を不確定特異点とする 6 階の常微分方程式である。 この微分方程式の作

用素も 3 つの 2階の微分作用素に因子分解できることがわかる。
カスプを作る変形では、錐角 $\alpha$ が単調に減少して 0 になり、特異点集合 $\Sigma$ の展開写像に

よる像が $\mathrm{H}^{3}$ の無限遠�$\mathrm{H}^{\theta}$ の点に収束して $\mathrm{A}\mathrm{a}$ $\langle$ 。この変形が調和ベクトル場の満たす Fuchs
型の常微分方程式の変形も引き起こす。 この現象はカスプを作る 3次元双曲錐多様体の変形
と Fuchs 型の常微分方程式の確定特異点の合流操作との類似を思わせる。錐角に依存して定

104



まるパラメーター $a$ と $b$ が $\infty$ に発散するときに、 常微分方程式 $Xg(z)=0$ の確定特異点

の合流が生じてカスプの場合の合流型微分方程式が得られることを具体的に見たいところで
ある。 常微分方程式 $Xg(z)=0$ は (1) のように 2階の微分方程式に分解されているのであ
るが、 そもそも 6 階の微分方程式なので、 この現象を見るのは少々困難である。 次の章で、

実質的に 2階の方程式を扱えば良い 2次元双曲錐多様体の場合について、 この現象を具体的

に見てみよう。

\S 3. 2次元双曲錐多様体の場合

前章での 3次元双曲錐多様体のカスプを作る変形と Fuchs 型の常微分方程式の確定特異点
の合流操作との類似の話を雛形の 2次元双曲錐多様体の変形で考えることにする。

まず、 2次元カスプのところでの調和ベクトル場の満たす常微分方程式を考える。 2次元

カスプの近傍 $V$ を $\{(t, x)|t\in(0, \infty), x\in S^{1}\}$ とする。 この Riemann 計量は $dt^{2}+e^{2-2t}doe^{2}$

である。 2次元カスプの近傍 $V$ 上の微分 1 形式 $\tau$ が

$\tau=f(t)\sin xdt+g(t)\cos xe^{1-t}dx$ (2)

と表されていると仮定する。 カスプの近傍 $V$ での Laplacian を $\Delta v$ とし、

$\Delta_{V}\tau=\lambda\tau$ $(\lambda\in \mathrm{C})$

という方程式を考える。微分 1 形式の双対となるベクトル場で考えると $\lambda=-2$ の場合が調

和ベクトル場の方程式に相当していることがわかる (Ricci 曲率が -1 なので Weitzenb\"ock

の公式より)
。 この方程式に (2) を代入して次の連立常微分方程式を得る。

$\{$

$\bullet f’’(t)-f’(t)+(\lambda-e^{2t-2})f(t)-2e^{t-1}g(t)=0$

$\bullet g’’(t)-g’(t)+(\lambda-e^{2t-2})g(t)-2e^{t-1}f(t)=0$

そこで、 $F(t):=f(t)+g(t)_{\text{、}}G(t):=f(t)-g(t)$ とおくと、次の 2つの単独な常微分方程式

$\{$

$\bullet$ $F”(t)-F’(t)+(\lambda-e^{2t-2}-2e^{t-1})F(t)=0$

$\bullet$ $G”(t)-G’(t)+(\lambda-e^{u-2}+2e^{t-1})G(t)=0$

を得る。 さらに $w=2e^{t-1}$ と変数変換することによって、

(3)$\{\bullet\bullet G^{\prime 1}(w)+F’’(w)+\{^{\frac{\lambda}{\frac{w_{\lambda}^{2}}{w^{2}}}--\frac{1}{\frac{41}{4}}}+\frac{\frac{1}{w1}}{w}-)FG(w)=0(w)=0$

を得る。 これらはともに Whittaker の微分方程式であり、$w=0$ を確定特異点とし、 $w=\infty$

を不確定特異点とする。
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次に 2次元錐多様体の特異点集合のまわりでの調和ベクトル場の満たす常微分方程式を考
える。 2次元錐多様体の特異点集合の連結戒分は点であり、その管状近傍 $U$ の Riemann 計

量は $dr^{2}+\sinh^{2}rd\theta^{2}$ と表される。 $U$ 上の微分 1 形式 $\tau$ が

$\tau=f(r)\cos a\theta dr+g(r)\sin a\theta\sinh rd\theta$ (4)

と表されていると仮定する。 ここで、 $a$ は実変数であり、錐角で定まる量であり、錐角が 0
に減少するとき、 $aarrow\infty$ となるものである。 3次元の時と同様に $U$ での Laplacian を $\Delta u$

とし、
$\Delta_{U}\tau=\lambda\tau$ $(\lambda\in \mathrm{C})$

という方程式を考える。 この方程式に (4) を代入して次の連立常微分方程式を得る。

$\{$

$\bullet$ $f^{ll}(r)+ \frac{\cosh r}{\sinh r}f’(r)+(\lambda-\frac{a^{2}+1}{\sinh^{2}r})f(r)-2a\frac{\cosh r}{\sinh^{2}r}g(r)=0$

$\bullet g^{\mathfrak{l}\prime}(r)+\frac{\cosh r}{\sinh r}g’(r)+(\lambda-\frac{a^{2}+1}{\sinh^{2}r})g(r)-2a\frac{\cosh r}{\sinh^{2}r}f(r)=0$

そこで、 $F(r):=f(r)+g(r)_{\text{、}}G(r):=f(r)-g(r)$ とおき、 さらに $z=(\tanh r/2)^{2}$ と変数

変換することによって、

$\{\bullet\bullet$
$G”(z)+G’(z)+F”(z)+ \underline{\frac{1}{z1}}F’(z)+\tilde{A\prime}\{^{\frac{(a+1)^{2}}{\frac{4z^{2}(z-1)(a-1)^{2}}{4z^{2}(z-1)}}-+\frac{\lambda}{\frac{z(z-1)^{2}\lambda}{z(z-1)^{2}}}}-\frac{\frac{(a-1)^{2}}{4z(z-1)(a+1)^{2}}}{4z(z-1)}+)FG(z)=0(z)=0$

という 2つの単独方程式を得る。 さらに $z= \frac{\xi-a}{1-a}$ と変数変換すると、

$\{\bullet\bullet$

$G$”

$( \xi)+G’(\xi)+F’’(\xi)+\frac{1}{\frac{\xi-a1}{\xi-a}}F’(\xi)+\{$$\frac{(1-a)(3a+a\xi+1-\xi)}{\frac{5a^{2}-2a+1-a^{2}\xi-2a\xi-4(\xi-a)^{2}(\xi-1)+}{4(\xi-a)^{2}(\xi-1)}}(\xi)=0\frac{\frac{\lambda}{(\xi-\xi+})(1-a)Fa)(\xi-1)^{2}\lambda(1-a)}{(\xi-a)(\xi-1)^{2}})G(\xi)=0$

を得る。 これらはともに $\xi=1_{\text{、}}\xi=a_{\text{、}}\xi=\infty$ を確定特異点とする。そこで、 $a\prec\infty$ とす

ると、

$\{\bullet\bullet$ $G”(\xi)+F’’(\xi)+\{^{\frac{\lambda}{\frac{(\xi-1)^{2}\lambda}{(\xi-1)^{2}}}+\frac{-\xi-3}{\frac{4(\xi-1)-\xi+5}{4(\xi-1)}}}+\{\begin{array}{l}F(\xi)=0G(\xi)=0\end{array}$

を得る。 そこで、 $w=\xi-1$ と変数変換すると、

$\{\bullet\bullet G’’(w)+F’’(w)+\{^{\frac{\lambda}{\frac{w_{\lambda}^{2}}{w^{2}}}-\frac{1}{\frac{w1}{w}}-\frac{1}{\frac{41}{4}}}+-)G(w)=0F(w)=0$
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を得る。 これはカスプの場合の方程式 (3) と同じものである。 上の $aarrow\infty$ という極限をと

る操作が確定特異点 $\xi=a$ と $\xi=\infty$ の合流操作である。 このようにして、 2次元双曲錐多

様体の錐角を 0 に近づけるというカスプを作る変形が
$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{J}-\beta$和ベクトル場の満たす常微分方程

式の確定特異点の合流をもたらすということが具体的な計算でわかるのである。

$arrow$ カスプ
錐角減少で
カスプを作る

$arrow$

確定特興点 aが
確定特異点\mbox{\boldmath $\omega$}に
合流する

$\xi=1$ は確定特具点
$\xi=]\backslash$ \mbox{\boldmath $\xi$}=下、 $\xi=$ 科

\mbox{\boldmath $\xi$}=\mbox{\boldmath $\omega$}は不確定特異点
は確定特具点
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