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1 序

以下, $\partial_{0}=\partial_{t}=\partial/\partial t,$ $\partial_{j}=\partial/\partial x_{j}(1\leq j\leq 3)$ という記法を用いることにする.
本稿では, 次の非線形波動方程式系に対する初期値問題を考える:

(1.1) $\square :u:=F_{*}.(u, \partial u)$ in $(0, \infty)$ $\cross \mathbb{R}^{3}$ $(i=1, \cdots, m)$ ,

(1.2) $u(0,x)=\epsilon f(x),$ $(\partial_{t}u)(0, x)=\epsilon g(x)$ for $x\in \mathbb{R}^{3}$ .

ここで口 $i^{=\partial_{t}^{2}-c_{i}^{2}\Delta_{x}(c}\cdot$. は正定数, $1\leq i\leq m$), $u=(u_{j})_{1\leq j\leq m},$ $\partial u=(\partial_{a}u_{j})_{1\leq j\leq m}$

であり, 非線形項 $F(u, v)=(F_{j}(u, v))_{1\leq j\leq m}$ は, $u=(u_{j})_{1\leq j\leq m}\in \mathbb{R}^{m}$ と $v=$

$(v_{j,a})_{1\leq j\leq m}\in \mathbb{R}^{4m}$ の滑らかな関数で, $(u, v)=(0,0)$ の近傍において

$F(u, v)=O(|u|^{2}+|v|^{2})$

を満たすものとする (なお, $v_{j,a}$ が�。$u_{j}$ に対応する変数である). 簡単のため, $f,$ $g\in$

$C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{3};\mathbb{R}^{m})$ と仮定する. また, $\epsilon$ はパラメーターで十分小さい正数である.
初期条件が小さいときに, 初期値問題 (1.1) $-(1.2)$ が時間大域解を持つための
条件について考えたい. より正確に述べると, どのような条件のもとで, “任意の
$f,$ $g\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{3};\mathbb{R}^{m})$ に対して, ある正数 $\epsilon_{0}$ が存在して, $0<\epsilon\leq\epsilon_{0}$ ならば初期値問

題 (1.1)–(1.2) は時間大域解 $u\in C^{\infty}([0, \infty)\cross \mathbb{R}^{3};\mathbb{R}^{m})$ を持づ’ のかを調べたい (以
下, 今述べたような意味で、小さな初期条件に対して (1.1) $-(1.2)$ が時間大域解を

持つとき, “
$(\mathrm{G}\mathrm{E})$ が成立する” と書くことにする).

今までに知られている結果について、以下に述べる. なお, 本稿では割愛するが,
非線形項が未知関数の 2 階偏導関数を含む場合も, エネルギー不等式が得られるよ
うにある種の対称性を仮定すれば, 全く同様に扱うことができる.
まず, 成分 $u$: に対する伝播速度果が全て等しい場合 ( $c_{1}=c_{2}=\cdots=$ 果) を考え

る. このときには, 非線形項 $F(u, v)$ が $(u, v)=(0,0)$ の近傍で 3 次以上であるなら
ば (GE) が成立することが知られている. 他方, 2 次の場合には (GE) が成立しない
例が知られている (例えば, $\square u=(\partial_{t}u)^{2}$ ). このことから, (GE) の成立のためには 2
次の非線形項に対して何らかの制約が必要であることがわかる.
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Klainerman は, Null Condition と呼ばれる条件を導入し, 2 次の非線形項が Null
Condition を満たすならば (GE) が成立することを示した ([6]; Christodoulou [2] 1ま

別証明を与えている). Null Condition の定義 (こついては, Klainerman が [6] で与え
たものを含む形で後述する.
さて, 次に各或分 $u_{i}$ に対する伝播速度 $c_{i}$ が必ずしも一致しない場合について考

えよう. Klainerman の Null condition をこの一般の場合に拡張しようとする試みは
多くの人々により成されてきた ([1], [3], [4], [5], [8], [9], [12], [13] 等を参照のこと).
まず結果を正確に述べるためにいくつかの記号と条件を導入しておこう.

$c_{1},$ $\cdots,$ $c_{m}(>0)$ が与えられたとき, $1\leq i\leq m$ に対して

(1.3) $\mathrm{Y}_{i}^{m}=$ {$y=(y_{1},$ $\cdots,$ $y_{m})\in \mathbb{R}^{m};c_{j}\neq$ 果ならば, $y_{j}=0$},

(1.4) $N_{i}= \{X=(X_{0}, X_{1}, X_{2}, X_{3})\in \mathbb{R}^{4};X_{0}^{2}-c_{\dot{l}}^{2}\sum_{j=1}^{3}X_{j}^{2}=0\}$

と定義する. 一般に $(u, v)\in \mathbb{R}^{m}\mathrm{x}\mathbb{R}^{4m}$ の滑らかな関数 $G(u, v)$ が与えられたとき,
$G^{(2)}(u, v)$ を $G$ の 2 次部分, すなわち

(1.5) $G^{(2)}(u, v)= \sum_{|\alpha|+|\beta|=2}\frac{(\partial_{u}^{\alpha}\partial_{v}^{\beta}G)(0,0)}{\alpha!\beta!}u^{\alpha}v^{\beta}$

と定義する. ここで $\alpha,$
$\beta$ は multi–index であり, multi–index に対する通常の記

法を用いた.

本稿では, 伝播速度が必すしも一致しない場合に対して, Null Condition を次のよ
うに定義する (これは $c_{1}=c_{2}=\cdots=$ 果の場合には Klainerman の導入した条件
と同値なものとなることに注意しておく)

定義 1.1 (Null Condition) $u=(u_{j})_{1\leq j\leq m}\in \mathbb{R}^{m}$ および $v=(v_{j,a})_{1}<j<m\in \mathbb{R}^{4m}$ の
$0\overline{\leq}a\overline{\leq}3$

関数 $F(u, v)=(F_{i}(u, v))_{i=1,\cdots,m}$ が Null Condition を満たすとは, 次の 2 条件を満
たすことである.
(a) 各 $i\in\{1, \cdots, m\}$ に対して,

(1.6) $F_{i}^{(2)}(\lambda, V(\mu, X))=0$

が任意の $\lambda,$ $\mu\in \mathrm{Y}_{i}^{m}$ と任意の $X\in N_{1}$. に対して成立する. ここで $V(\mu, X)\in \mathbb{R}^{4m}$ は

$\mu=(\mu_{1}, \cdots, \mu_{m})$ と $X=(X_{0}, X_{1}, X_{2}, X_{3})$ に対して

(1.7) $V(\mu, X)=(V_{j,a}(\mu, X))_{0\leq a\leq 3}1\leq j\leq m=(\mu_{j}X_{a})_{1\leq j\leq m}0\leq a\leq 3$
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で与えられるものとする.

(b) 各 $i\in\{1, \cdots, m\}$ に対して

$(1_{:}8)$ $F_{i}^{(2)}(u, 0,0)=0$

が任意の $u\in \mathbb{R}^{m}$ に対して成立する 1.

以 $\text{下}$ , 本稿を通じて, 関数族 $\{\varphi_{\lambda}(t, x)\}_{\lambda\in\Lambda}$ と関数 $\psi(t, x)$ が与えられたときに, 定

数 $c_{\lambda}(\lambda\in\Lambda)$ が存在して $\psi(t, x)=\sum_{\lambda\in\Lambda}$ c’\mbox{\boldmath $\varphi$}\lambda (も $x$) と書けるならば, 記号 $\sum’$ を用

いて $\psi(t, x)=\sum_{\lambda\in\Lambda}’\varphi_{\lambda}(t, x)$ と簡略化して表すこと [こする.

Null Condition を満たしているならば, $1\leq i\leq m$ [こ対して $F_{1}.(u, \partial u)$ は次の形 [こ

書ける:

(1.9) $F_{\dot{*}}(u, \partial u)=N_{1}.(\partial u)+R_{i}^{w}(u, \partial u)+R_{i}^{s}(u, \partial u)+H_{\dot{l}}(u, \partial u)$,

(1.10)
$N_{i}( \partial u)=\sum_{\{j,k_{j}\mathrm{c}_{j}=c_{k}=\mathrm{q}\}}.Q_{0}(u_{j}, u_{k;}\mathrm{c}_{i})+$

’
$\sum’$ $Q_{a,b}(u_{j}, u_{k})$ ,

$\{j,k_{j}\mathrm{c}_{\mathrm{j}}--c_{k^{-}}-*\cdot\}0\leq a<b\leq 3$

(1.11) $R_{\dot{\iota}}^{w}(u, \partial u)=$ $\sum’$ $u_{j}(\partial_{a}u_{k})+$ $\sum’$ $(\partial_{a}u_{j})(\mathrm{a}u_{k})$ ,
$\{j,k,\cdot c_{\mathrm{j}}=c_{\mathrm{k}}\neq \mathrm{q}\}0\leq a\leq 3$ $\{j,kc_{\mathrm{j}}=c_{\mathrm{k}}\neq\alpha.10\leq a,b\leq 3$

(1.12)
$R_{\dot{l}}^{\theta}(u, \partial u)=\sum_{\{j,kc_{\mathrm{j}}\neq c_{h}\}}u_{j}(\partial_{a}u_{k})+\sum_{0\leq a,b\leq 3}\prime\prime(\partial_{a}u_{j})(\partial_{b}u_{k})\{j,kc_{\mathrm{j}}\neq c_{k}\}$

’

(1.13) $H_{\dot{\iota}}(u, \partial u)=O(|u|^{3}+|\partial u|^{3})$ .

ここで $Q_{0}(u_{j}, u_{j};\mathrm{q}.)$ や $Q_{a,b}(u_{j}, u_{k})(0\leq a<b\leq 3)$ は Null Form と呼ばれるもの

で, それぞれ

$(1.14)$ $Q_{0}(u_{j},$ $u_{k;}$ 果) $=(\partial_{t}u_{j})$ $(\partial_{t}u_{k})-c_{i}^{2}(\nabla_{X}u_{j})\cdot(\nabla_{X}u_{k})$ ,

(1.15) $Q_{a,b}(u_{j},$ $u_{k})=(\partial_{a}u_{j})(\partial_{b}u_{k})-(\partial_{b}u_{j})(\partial_{a}u_{k})$

で定義される. 先にも述べたように Klainerman は $c_{1}=\cdots=$ 果の場合に, $F$ が

Null Condition を満たすならば (GE) が成立することを示した. この場合には, 伝播

速度果が全て等しいので $R_{\dot{\iota}}^{w}(u, \partial u)=R_{\dot{l}}^{s}(u, \partial u)\equiv 0$ となることに注意されたい.

伝播速度が異なる場合には, 上記の Null Condition のみではなく, さらになんら

かの付加条件が必要となるようである (上記の Null Condition lま満たすが, 解は有限
時間で爆発するような例が大田氏により最近得られた). 伝播速度が必ずしも一致し
ないシステムに対して, 著者が [3], [4], [5] で得た結果をまとめると次のようになる.

$1c_{1}=c_{2}=\cdots=$ 果の場合には $\mathrm{Y}^{m}.\cdot=\mathbb{R}^{m}$ となるので, 条件 (a) が成立するならば, (1.8) も自
動的に成立する.
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定理 1J 非線形項 $F\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ( )l i 。が Null Condition を満たして $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash$るとする. さら

に, 以下の 3 条件 (H1) –(H3) のうちのいずれ力\vdash つを選べば, その条件が全ての
$\ovalbox{\tt\small REJECT}(1\ovalbox{\tt\small REJECT} i\ovalbox{\tt\small REJECT} m)$ に対して成立していると仮定する. このとき, (1.1)-(12) に対して
(GE) が成立する $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(H1) 関数 $G_{i,a}(0\leq a\leq 3)$ が存在して,

$F_{i}^{(2)}(u, \partial u)=\sum_{0\leq a\leq 3}\partial_{a}G_{i,a}(u)$

’

が任意の $C^{1}$ 級関数 $u$ に対して戒立する.

(H2) 任意の $u\in \mathbb{R}^{m},$ $v\in \mathbb{R}^{4m}$ に対して

$F_{i}^{(2)}(u, v)=F_{i}^{(2)}(0, v)$

が成立する. すなわち $F_{i}^{(2)}(u, \partial u)$ は�$u$ のみに依存して, $u$ には依存しない.

(H3) (1.6) 式
$F_{i}^{(2)}(\lambda, V(\mu, X))=0$

が任意の $( \lambda, \mu)\in\bigcup_{j=1}^{m}(\mathrm{Y}_{j}^{m}\mathrm{x}\mathrm{Y}_{j}^{m})$ と任意の $X\in N_{i}$ に対して成立する 2. た
だし, 以前と同じく $V(\mu, X)=(\mu_{j}X_{a})_{1\leq j\leq m}$ とする.

上の定理の結果は, 先にあげた [1], [8], [9], [12], [13] の結果を全て含んでいる. また
$c_{1}=\cdots=$ 果の場合には, $F$ が Null Condition を満たすとき, 条件 (H2) と (H3)
の双方が全ての $F_{i}$ に対して成立することが分かるから, いずれにせよ Klainerman
[6] の結果もこの定理に含まれていると言える. この例からも分かるように, 非線形
項によっては上記の 3条件 (H1), (H2), (H3) のうちのいくつかを同時に満たすこと
もあり得ることに注意しておく. また, すぐ下で見るように, この 3条件のいずれか
一つしか満たさないような非線形項も存在する. Null Condition, (H1), (H2), (H3)
の全てが非線形項の 2次の項のみに対する条件であるから, 3次以上の高次の項は一
切制限されていないことにも注意しておく.
さて, Null Condition を満たす場合には非線形項の具体的な表現 (1.9)–(1.13) を

すでに見たが, これに (H1), (H2), (H3) を課した場合, どのような非線形項が許され
るのかを以下で詳しく見てみよう.

$2\mathrm{N}\mathrm{u}11$ Condition (定義 l.l–(a)) では, $(\lambda,\mu)\in \mathrm{Y}_{i}^{m}\mathrm{x}\mathrm{Y}_{*}^{m}$. に対してのみ (1.6) 式の成立を仮定し
ていたことに注意.
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Null $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}o\mathrm{n}+(\mathrm{H}\mathrm{l})$ :(1.9)&こおいて, $N_{i}(\partial u)\equiv 0$ となり, さら (こ

(1.16) $R_{i}^{w}(u, \partial u)=$ $\sum’$ $\{u_{j}(\partial_{a}u_{k})+(\partial_{aj}u)u_{k}\}$ ,
$\{j,k_{j}c_{j}=c_{k}\neq c:0\leq a\leq 3\}$

(1.17)
$R_{i}^{s}(u, \partial u)=\sum_{\{j,k_{j\mathrm{C}j}\neq c_{k}\}}\{u_{j}(\partial_{a}u_{k})+(\partial_{a}u_{j})u_{k}\}$

’

となる. $H_{i}$ は以前の通り (1.13) 以外の制限はつかない. Null Condition と

(H1) を満たすが, (H2) や (H3) を満たさないような例としては

(1.18) $\{$

$\square _{1}u_{1}=u_{2}(\partial_{t}u_{2})$ ,
$\square _{2}u_{2}=u_{1}(\partial_{t}u_{1})$

がある (ただし $c_{1}\neq c_{2}$ と仮定).

Null $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}+(\mathrm{H}2):(1.9$) &こおいて,

(1.19) $R_{\dot{l}}^{w}(u, \partial u)=\sum_{\{j,kc_{j}=c_{k}\neq \mathrm{q}\}}.(\partial_{a}u_{j})(\partial_{b}u_{k})’$
,

(1.20)
$R_{i}^{s}(u, \partial u)=\sum_{\{j,kc_{\mathrm{j}}\neq c_{k}\}}(\partial_{a}u_{j})(\partial_{b}u_{k})$

’

となる. $N_{i}$ と $H_{i}$ に関しては, それぞれ (1.10) と (1.13) の形であれば, それ以

上の制限は必要ない.

Null Condition と (H2) を満たすが, (H1) や (H3) を満たさないような例とし
ては

(1.21) $\{$

$\square$ lul=(\partial tu2)2フ
$\square _{2}u_{2}=(\partial_{t}u_{1})^{2}$

がある (ただし $c_{1}\neq c_{2}$ ).

Null $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}+(\mathrm{H}3):(1.9)$ において, $N_{1}.,$ $R_{i}^{s},$ $H_{i}$ は (H3) を満たしているので,

それぞれ (1.10), (1.12), (1.13) の形ならばよい. $R_{-}^{w}$ に関しては $N_{1}$. と同様の

(1.22) $R_{}^{w}(u, \partial u)=\sum_{\{j,k;\mathrm{c}_{j}=\mathrm{c}_{k}\neq \mathrm{c};\}}Q_{0}(u_{j}, u_{k};c_{j})+\sum_{\{j,kc_{j}=c_{\mathrm{h}}\neq \mathrm{q}\}}\prime\prime.Q_{a,b}(u_{j},$

$u_{k\grave{)}}0\leq a,b\leq 3$
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の形であるという制限がつ $\langle$ . Null $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ と (H3) を満たすが, ( $\mathrm{H}\mathfrak{y}$ と

(H2) を満たさないような例としては

(1.23) $\{$

$\square _{1}u_{1}=(\partial_{t}u_{1})u_{2}$ ,
$\square _{2}u_{2}=(\partial_{t}u_{2})u_{1}$

がある (ただし $c_{1}\neq c_{2}$ ).

さて, 定理 1.1 においては, Null Condition に加えて, (H1), (H2), (H3) の 3 条件
の中から選ばれた同一の条件を全ての成分 $F_{\dot{\iota}}$ が満たさなければならなかった. 例え
ば, $F_{1}$ は (H1) を満たし, $F_{2}$ は (H2) を満たし, $F_{3}$ は (H3) を満たすといったような
場合を扱えるように定理 1.1 の条件を緩めることができるであろうか. 証明の枠組
みが (H1), (H2), (H3) のそれぞれを仮定したときにお互いに異なるために, これは
自明な問題ではない. それどころか, 上に述べた形の拡張は, 無条件には成立し得な
いことが次の例より分かる:

(1.24) $\{$

$\square _{1}u_{1}=(\partial_{t}u_{1})u_{2}$ ,
$\square _{2}u_{2}=(\partial_{t}u_{1})^{2}$

(ただし $c_{1}\neq c_{2}$ ). この例の非線形項は Null Condition を満たしている. また, $u_{1}$

の方程式の右辺 $(\partial_{t}u_{1})u_{2}$ は仮定 (H3) を満たし, $u_{2}$ の方程式の右辺 $(\partial_{t}u_{1})^{2}$ は仮定
(H2) を満たしている. ところが, この方程式系に対しては $c_{1}<c_{2}$ のときには (GE)
が成立しないことが示される (大田氏の「半線形波動方程式系の解の爆発」を参照の
こと). 従って, なんらかの制限は必要であることがわかる.

本稿の目的は, 条件 (H1) と (H3) の組み合わせに対して, (GE) が戒り立つことを
示すことである. 一般化した形で結果を述べることも可能だが, 正確な条件の記述や
証明等がかなり煩雑になるので, 本稿では次の例のみに考察を限定する.

(1.25) $\{$

$\square _{1}u_{1}=2u_{2}(\partial_{a}u_{2})$ in $(0, \infty)$ $\mathrm{x}\mathbb{R}^{3}$ ,
$\square _{2}u_{2}=Au_{1}(\partial_{b}u_{2})+B(\partial_{b}u_{1})u_{2}$ in $(0, \infty)$ $\cross \mathbb{R}^{3}$

(1.26) $u:(0, x)=\epsilon f_{i}(x),$ $\partial_{t}u:(0, x)=\epsilon g_{i}(x)$ for $x\in \mathbb{R}^{3}(i=1,2)$ .

ただし $0\leq a,$ $b\leq 3$ であり, $A,$ $B$ は実定数である. また, (これまでの記法通り)
$\square _{:}=\partial_{t}^{2}-c_{\dot{l}}^{2}\Delta_{x}(i=1,2)$ であって, 正定数 $c_{1},$ $c_{2}$ は $c_{1}\neq c_{2}$ を満たすと仮定する.
この例の非線形項は Null Condition は満たしている. $F_{1}=2u_{2}(\partial_{a}u_{2})(=\partial_{a}(u_{2})^{2})$

は条件 (H1) を満たしているが, (H2) と (H3) は満たさない. $F_{2}=Au_{1}(\mathrm{a}u_{2})+$

$B(\partial_{b}u_{1})u_{2}(=(A-B)u_{1}(\partial_{b}u_{2})+B\partial_{b}(u_{1}u_{2}))$ は条件 (H3) を満たしているが, $A=$

$B=0$ でない限り (H2) は満たさない. また $A=B$ の場合を除き (H1) も満たさな
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い. 特殊な場合を除けば, $F_{1}$ と $F_{2}$ が同時に $(\mathrm{H}1)-(\mathrm{H}3)$ のうちの同一条件を満たす

ことはないから, 定理 1.1 は適用できないことになる.
本稿での主結果は以下の通り. なお, この結果は, 筆者と横山和義氏との共同研究
による結果の一部である.

定理 L2 初期値問題 (1.25)–(1.26) に対して (GE) が成立する.

次節で定理 12 の証明に使う基礎的な評価式を (証明抜きで) 紹介する. 第 3節で
は実際に定理 12 の証明を行う.

2 線形波動方程式に対する様々な評価式
まず, いくつかの作用素を導入する. $\Gamma_{0}$ と $\Omega_{jk}(1\leq j<k\leq 3)$ を

(2.1) $\Gamma_{0}=t\partial_{t}+\sum_{j=1}^{3}x_{j}\partial_{j}$ ,

(2.2) $\Omega_{jk}=x_{j}\partial_{k}-x_{k}\partial_{j}(1\leq j<k\leq 3)$

で定義する. これらに�。$(0\leq a\leq 3)$ を加えて適当な順番に並べ,

(2.3) $\Gamma=\{\Gamma_{0}, \Gamma_{1}, \cdots, \Gamma_{7}\}=\{\Gamma_{0;}\Omega_{jk}(1\leq j<k\leq 3);\partial_{a}(0\leq a\leq 3)\}$

と名前をつけておく. また, multi-index $\alpha=(\alpha_{0}, \alpha_{1}\cdots, \alpha_{7})$ を用いて

$\Gamma^{\alpha}=\Gamma_{0}^{\alpha_{0}}\Gamma_{1}^{\alpha_{1}}\cdots\Gamma_{7}^{\alpha\tau}$

と書くこと {こする. よく知られているよう {こ $[\Gamma_{0\square :},]=-2\square _{i},$ $[\Gamma_{j,i}\square ]=0(1\leq j\leq$

7) となり, さら [こ $[ \Gamma_{a}, \partial_{b}]=\sum_{0\leq c\leq 3}’\partial_{c}(0\leq a\leq 7,0\leq b\leq 3)$ となることから,

(2.4)
$\square _{i}(\Gamma^{\alpha}u_{i})=\sum_{|\beta|\leq|\alpha|}\Gamma^{\beta}(\square _{i}u_{j})’$

,

(2.5) $\Gamma^{\alpha}(\partial_{a}u:)=\sum_{1\beta|\leq|a|}\partial_{b}(\Gamma^{\beta}u_{i})’,$ $\partial_{a}(\Gamma^{\alpha}u_{i})=\sum_{1\beta|\leq|\alpha|}\Gamma^{\beta}(\partial_{b}u_{i})$

’

が成立することが分かる.
十分滑らかな関数 $\varphi(t, x)$ , 非負の整数 $s$ と $1\leq p\leq\infty$ に対して

(2.6)
$| \varphi(t, x)|_{s}=\sum_{0\leq|\alpha|\leq s}|\Gamma^{a}\varphi(t,x)|$

,

(2.7) $||\varphi(t, \cdot)||_{s,\mathrm{p}}=|||\varphi(t, \cdot)|_{S}||_{L\mathrm{r}(\mathrm{R}^{3})}$
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と定義する.
波動方程式の解の減衰に関連した量もいくっか定義しておく:

(2.8) $w_{+}(t, x)=1+t+|x|$ ,

(2.9) $wj(t, x)=1+|cjt-|x||$ $(j=1,2)$ ,
(2.10) $w_{0}(t, x)=1+|x|$ ,
(2.11) $w_{-}(t, x)= \min_{0\leq j\leq 2}wj(t, x)$ .

このとき, 容易に分かるように $(t, x)\in[0, \infty)\cross \mathbb{R}^{3}$ に対して

(2.12) $w_{j}(t, x)w_{k}(t, x)\geq Cw_{+}(t, x)w_{-}(t, x)(0\leq j<k\leq 2)$ ,

となる. また, $j,$ $k,$ $l\in\{0,1,2\}$ かっ $j,$ $k,$ $l$ が互 1‘{こ相異なる場合{こは, $0<\mu_{1}\leq$

$\mu_{2}\leq\mu_{3}$ とすると

(2.13) $w_{j}(t,x)^{\mu 1}w_{k}(t,x)^{\mu 2}w_{l}(t, x)^{\mu \mathrm{s}}\geq Cw_{+}(t,x)^{\mu_{1}+\mu 2}w_{-}(t, x)^{\mu_{3}}$

が戒り立つ.
さて, $\Phi(t, x)$ [こ対し, $L_{i}(\Phi)(t, x)(i=1,2)$ を $L_{i}(\Phi)(t, x)=\phi(t, x)$ で定義する. こ

こで $\phi(t, x)$ は線形波動方程式の初期値問題

(2.14) $\{$

$\square :\emptyset(t, x)=\Phi(t, x)$ for $(t, x)\in(0, \infty)\cross \mathbb{R}^{3}$

$\phi(0, x)=(\partial_{t}\phi)(0,x)=0$ for $x\in \mathbb{R}^{3}$

に対する解である.
このとき, 次の減衰評価が成り立つ. 証明は Kubota–Yokoyama [9] を参照され

たい.

補題 2.1 $c_{1}\neq c_{2}$ と仮定する. また $i=1,2$ とする.
(I) 以下の $D(t, x)$ と $W(t, x)$ の組み合わせに対して, 評価式

(2.15) $D(t, x)|L:( \Phi)(t, x)|\leq C\sup|y|W(s, y)|\Phi(s, y)|$

$0\leq s<ty\in \mathrm{R}^{\mathrm{B}}$

が成り立つ :

(i) $D=w_{+}w^{\nu}.\cdot,$ $W=w_{+}^{1+\nu}w_{-}^{1+\mu}$ . ただし $\nu>0,$ $\mu>0$ .

(ii) $D=w_{+}^{1-\rho-\delta}w^{\underline{\delta}},$ $W=w_{+}^{1+\mu-\rho}w_{-}^{1-\mu}$ . ただし $\rho\geq 0,$ $\delta>0,$ $\mu>0$ .
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(II) 0 $\ovalbox{\tt\small REJECT} a\ovalbox{\tt\small REJECT} 3$ とする. このとき, 以下の $D(t, x)$ と $W\mathrm{G}x$) の組み合わせに対し

て, 評価式

(2.16)
$D(t, x)|L_{i}( \partial_{a}\Phi)(t, x)|\leq C\sup_{y\in\overline{\mathrm{R}}^{3}}|y|W(s, y)|\Phi(s, y)|_{1}0\leq s<t$

が成り立つ :

(i) $D=w_{0}w_{\dot{l}}^{\nu},$ $W=w_{+}^{\nu+\mu}w_{j}^{1-\mu}$ . ただし $\nu>0,$ $\mu>0,$ $j=0,1,2.0<\nu<1$ のとき
{こは, さら [こ $j\neq i$ という制限がつく.

(ii) $D=w_{0}w_{\dot{\iota}}^{\nu},$ $W=w_{+}^{1+\mu}w_{1}^{\nu-\mu}.$ . ただし $0<\nu\leq 1,$ $\mu>0$ .

(iii) $D=w_{0}w_{\dot{l}},$ $W=w_{+}w_{j}^{1+\mu}$ ただし $\mu>0,$ $j=0,1,2$ かつ $j\neq i$ .

(iv) $D=w_{+}^{-\rho}w_{0}w_{i},$ $W=w_{+}^{1+\mu-\rho}w_{-}^{1-\mu}$ . たたし $\rho\geq 0,$ $\mu>0$ .

なお、 $\partial_{a}L:(\Phi)$ の減衰評価{こ際しては, $a\neq 0$ のときは�。L:(\Phi ) $=L:(\partial_{a}\Phi)$ である

から上記の (II) がそのまま適用できる. $a=0$ の場合は初期条件に補正が必要であ
るが, この部分の評価は容易なので, 本質的には (II) がそのまま適用できると思って
よい.

また, 補題 2.1 において, 同じ減衰率 $D$ に対応している限り, 重みの $W$ は場所に

より別のものに取り替えても結果は正しいことにも注意しておく. このことから, 例
えば $(\mathrm{I}\mathrm{I})-(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ において, $W=w_{+}w_{-}^{1+\mu}$ としても, $W=w_{+}( \min_{j=0,1}w_{j})^{1+\mu}$ として

も結果は正しいことが分かる.
次に様々な $L^{2}$ 評価について述べる. 次のエネルギー評価は古典的である.

補題 2.2(エネルギー評価) $t$ $\geq 0$ に対して

$|| \partial L_{i}(\Phi)(t, \cdot)||_{L^{2}}\leq C\int_{0}^{t}||\Phi(s, \cdot)||_{L^{2}}ds$

が成り立つ.

Klainerman による conformal energy の評価 ([6]) と, Lindblad による $\Gamma$ 等の作用

素を用いた�$a$
の書き換え ([10]) を組み合わせると, 次のような $||L_{i}(\Phi)||_{L^{2}}$ の評価と,

重みつきのエネルギー評価が得られる. 証明の詳細は筆者の [5] を参照されたい.

補題 2.3 $i=1,2$ に対して, 次の評価式が成立する:

$||L:(\Phi)(t, \cdot)||_{1,2}+||w_{i}(t, \cdot)\partial L:(\Phi)(t, \cdot)||_{L^{2}}$

(2.17)
$\leq C\int_{0}^{t}||w_{+}(s, \cdot)\Phi(s, \cdot)||_{L^{2}}ds$ .
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先ほどと同様に, 大雑把には $L_{i}(\partial_{a}\Phi)=\partial_{a}L_{i}(\Phi)$ と考えてよいので, $||L_{i}(\partial_{a}\Phi)||_{L^{\mathit{2}}}$

に対する評価は, エネルギー評価から容易に得られる. さらに, $\partial L_{i}(\partial_{a}\Phi)$ は大雑把
には $L_{i}(\Phi)$ の 2 階微分であることに注意すると, Klainerman–Sideris による $\Gamma$ を

用いた 2 階微分の書き換え ([7]) を用いることができる. この二っの式を組み合わせ
ると, 次のような評価式が得られることが分かる. 詳細については, やはり筆者の [5]
を参照されたい.

補題 2.4 $a=0,1,2$ とし, $i=1,2$ とする. このとき,

$||L_{\dot{*}}(\partial_{a}\Phi)(t, \cdot)||_{1,2}+||w_{\dot{l}}(t, \cdot)\partial L:(\partial_{a}\Phi)(t, \cdot)||_{L^{2}}$

(2.18)
$\leq C\{\int_{0}^{t}||\Phi(s, \cdot)||_{1,2}ds+||w_{+}(t, \cdot)\Phi(t, \cdot)||_{L^{2}}+||\Phi(s, \cdot)||_{1,2}|_{s=0}\}$

が成立する.

初期値 $\phi(0, x)=f(x),$ $(\partial_{t}\phi)(0, x)=g(x)$ に対する, 斉次波動方程式口 $i\phi=0$ の解
$\phi$ に対しても, 上に述べた非斉次の場合に対応するような減衰評価や, $L^{2}$ 評価が得
られるが, 比較的容易であるから本稿では詳細は省くことにする.
最後に, 次の Sobolev型の評価式を紹介して本節を終える.

補題 25 十分滑らかな関数 $\psi(t, x)$ に対して

$|x||\psi(t, x)|\leq C||\psi(t, \cdot)||_{2,2}$

が成立する.

証明については, 例えば Klainerman–Sideris [7] を参照されたい.

3 定理 L2 の証明
非線形双曲型方程式系に対する古典的な局所解の存在定理を用いると, ある時刻

$T$ までは解が存在することが分かる. また, 大域解の存在を示すことは, この局所解
に対する, 適当なアプリオリ評価を示すことに帰着されることも分かる.
そこで, $u(t, x)$ を $0\leq t<T$ }こお#1 る (1.25) $-(1.26)$ の $C^{\infty}$ 解であるとして, ア
プリオリ評価を行う量 $E(T)$ を次のように定義する:

(3.1a) $E(T)= \sup_{0\leq t<T}e(t)$ ,
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(3.1b) $e(t)\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\sum||e_{k}(t, )|\mathbb{D}\sim(\mathbb{R}^{3})$ $+e_{5}(t)+e_{6}(t)$ ,
$k\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$

(3.1c) $e_{1}(t, x)=. \sum_{1=1}^{2}w_{0}(t, x)w_{i}(t, x)|u:(t,x)|_{K+1}$ ,

$(3.1\mathrm{d})$ e2 $(t, x)=w_{0}(t, x)w_{1}(t, x)^{\rho_{1}}|u_{1}(t,x)|_{K\dagger 3}$,

$(3.1\mathrm{e})$ $e_{3}(t, x)=w_{0}(t, x)w_{2}(t, x)^{\rho_{1}}|u_{2}(t, x)|_{K+2}+w_{0}(t,x)w_{2}^{1+\rho_{2}}|\partial u_{2}(t, x)|_{K+1}$ ,

$(3.1\mathrm{f})$ $e_{4}(t, x)=w_{+}^{-2\lambda}. \sum_{|=1}^{2}(w_{+}(t,x)^{1-\delta}w:(t, x)^{\delta}|u_{i}(t, x)|_{2K-2}$

$+w_{0}(t, x)w_{i}(t, x)|\partial u_{i}(t,x)|_{2K-3})$ ,

$(3.)$ $e_{5}(t)=(1+t)^{-\lambda} \sum_{\dot{l}=1}^{2}(||u_{i}(t)||_{2K,2}+||w:(t)|\partial u_{\dot{l}}(t)|_{2K-1}||_{L^{2}})$ ,

$(3.1\mathrm{h})$ $e_{6}(t)=(1+t)^{-\lambda} \sum_{\dot{*}=1}^{2}||\partial u:(t)||_{2K,2}$

である. また, $K$ は十分大きな整数, $0<\lambda<<1,0<\rho_{2}<\rho_{1}<1-2\lambda,$ $0<\delta<$

$\min\{1-2\lambda-\rho_{1}, \rho_{1}\}$ とする.
本節の目標は次の命題を示すことである:

命題 31 ある ($T$ とは独立な) 定数 $\epsilon_{1}(>0)$ と $M(>0)$ が存在して, $0<\epsilon\leq\epsilon_{1}$ か

つ $E(T)\leq M$ ならば
$E(T)\leq C_{0}(\epsilon^{2}+E(T)^{2})$

が成立する. ここで $C_{0}$ は, $T$ や $\epsilon$ とは独立な定数である.

命題 3.1 が示されれば, よく知られた論法 (continuation argument, bootstrap argu-
ment) により, $\epsilon$ が十分小さいときには, 解が存在する限り $E(T)$ は有界に留まるこ

とが分かる. このことと, 局所解の存在定理を組み合わせると, 大域解の存在が分か

り, 定理 L2 が得られる. そこで, 本節の残った部分では命題 3.1 を示すことにする.

命題 31 の証明: 以下では, $\epsilon$ や $E(T)$ は十分に小さいものとする.
$e_{6}(t)$ \emptyset 評価に\acute \supset 1‘\mbox{\boldmath $\tau$}: $F_{\dot{l}}$ は原点近傍で 2次の関数だから,

$||F_{1}.(t, x)||_{2K,2}\leq C||u(t, x)||_{K+1,\infty}(||u(t)||_{2K,2}+||\partial u(t)||_{2K,2})$
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と評価できる. よって補題 22 を適用すると,

(3.2a)
$|| \partial u(t)||_{2K,2}\leq C(\epsilon+\int_{0}^{t}(1+s)^{\lambda-1}||e_{1}(s)||_{L^{\infty}}\{e_{5}(s)+e_{6}(s)\}ds)$

$\leq C(\epsilon+(1+t)^{\lambda}E(T)^{2})$

を得る. 従って

(3.2b) $\sup_{0\leq t<T}e_{6}(t)\leq C(\epsilon+(1+t)^{\lambda}E(T)^{2})$

である.

$e_{5}(t)$ \emptyset 評価 $\mathrm{I}^{r_{\vee}}.\supset 1^{\mathrm{a}}$て:

$||u_{2}(t)^{2}||_{2K,2}\leq C(1+t)^{\lambda-1}||e_{1}(t)||_{L}\infty e_{5}(t)$ ,
$||w_{+}(t)|u_{2}(t)^{2}|_{2K-1}||_{L^{2}}\leq C(1+t)^{\lambda}||e_{1}(t)||_{L}\infty e_{5}(t)$

であるから, 補題 2.4 を用いると

(3.3) $||u_{1}(t)||_{2K,2}+||w_{1}(t)|\partial u_{1}(t)|_{2K-1}||_{L^{2}}\leq C(\epsilon+(1+t)^{\lambda}E(T)^{2})$

が分かる.
次に $|\alpha|\leq 2K-1$ として (2.4) を用いると,

口 2(\Gamma \mbox{\boldmath $\alpha$}u2)
$= \sum_{|\beta|+|\gamma|\leq 2K-1}\{A(\Gamma^{\beta}u_{1})(\Gamma^{\gamma}\partial_{b}u_{2})+B(\Gamma^{\beta}\partial_{b}u_{1})(\Gamma^{\gamma}u_{2}))\}$

’

を得る力ゝら》 $V_{\beta,\gamma}=(\Gamma^{\beta}u_{1})(\Gamma^{\gamma}\partial_{b}u_{2}),$ $W_{\beta,\gamma}=(\Gamma^{\beta}\partial_{b}u_{1})(\Gamma^{\gamma}u_{2})$ とお $\#$} $1\mathrm{f}$

$||u_{2}(t)||_{2K,2}+||w_{2}(t)|\partial u_{2}(t)|_{2K-1}||_{L^{2}}$

(3.4a)
$\leq C\epsilon+C\sum_{|\beta|+|\gamma|\leq 2K-1}\{||L_{2}(V_{\beta,\gamma})(t)||_{1,2}+||w_{2}(t)\partial L_{2}(V_{\beta,\gamma})(t)||_{L^{2}}\}$

$+C$ $\sum$ $\{||L_{2}(W\beta,\gamma)(t)||_{1,2}+||w_{2}(t)\partial L_{2}(W\beta,\gamma)(t)||_{L^{2}}\}$

|\beta |十|\gamma 夏 2K-1

となることが分かる.
$|\beta|\leq|\gamma|$ のとき, $|\beta|\leq K,$ $|\gamma|\leq 2K-1$ となることに注意すると,

$||w_{+}(t)V_{\beta,\gamma}||_{L^{2}}\leq C||w_{+}(t)w_{2}(t)^{-1}|u_{1}(t)|_{K}||_{L}\infty||w_{2}(t)|u_{2}(t)|_{2K-1}||_{L^{2}}$

(3.4b) $\leq C||w_{+}(t)w_{0}(t)^{-1}w_{1}(t)^{-1}w_{2}(t)^{-1}||_{L\infty}||e_{1}(t)||_{L}\infty(1+t)^{\lambda}e_{5}(t)$

$\leq C(1+t)^{\lambda-1}E(T)^{2}$
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を得る (2行目から 3行目へは (2.13) を用いた). 従って, 補題 23 を適用すると

(3.4c) $||L_{2}(V_{\beta,\gamma})(t)||_{1,2}+||w_{2}(t)\partial L_{2}(V_{\beta,\gamma})(t)||_{L^{2}}\leq C(\epsilon+(1+t)^{\lambda}E(T)^{2})$

$\text{と}\gamma X\text{る}>arrow \text{と}\mathrm{B}\grave{\grave{>}}/\mathrm{A}\mathrm{B}>\text{る}$ .
次に $|\beta|\geq|\gamma|$ の場合を考える. (2.5) を用いると

V\beta ,\gamma =科招 (\Gamma \beta ul)(\partial \mbox{\boldmath $\nu$}\Gamma \gamma ’u2)
$(3.4\mathrm{d})$

$= \sum_{|\sqrt|\leq|\gamma|}(’\partial_{\nu}\{(\Gamma^{\beta}u_{1})(\Gamma^{\gamma’}u_{2})\}-(\partial_{\nu}\Gamma^{\beta}u_{1})(\Gamma^{\gamma’}u_{2}))$

$0\leq^{\nu\leq 3}$

$=,$
$\sum_{|\gamma|\leq|\gamma|,0\leq \mathcal{U}\leq 3}\partial_{y}\{’(\Gamma^{\beta}u_{1})(\Gamma^{\gamma’}u_{2})\}-\sum_{0\leq c\leq 3}(\Gamma^{\beta’}\partial_{c}u_{1})(\Gamma^{\gamma’}u_{2})|\beta’|\leq|\beta||\gamma’|\leq|\gamma|$

’

と書き換えられる. $L_{2}(\partial_{b’}\{(\Gamma^{\beta}u_{1})(\Gamma^{\gamma’}u_{2})\})$ については, (3.3) の証明と同様にすれ
ば評価できる. 他方, $|\gamma’|\leq|\gamma|\leq K,$ $|\beta’|\leq|\beta|\leq 2K-1$ となることに注意すると
$L_{2}((\Gamma^{\beta’}\partial_{c}u_{1})(\Gamma^{\gamma’}u_{2}))$ については, $|\beta|\leq|\gamma|$ の場合の $V_{\beta,\gamma}$ と同様に扱える. 以上か
ら (3.4c) は $|\beta|\geq|\gamma|$ の場合にも正しいことが分かる.

$W_{\beta,\gamma}$ に関しては, $V_{\beta,\gamma}$ とまったく同様に扱えるので, 結局

$(3.4\mathrm{e})$ $||u_{2}(t)||_{2K,2}+||w_{2}(t)|\partial u_{2}(t)|_{2K-1}||_{L^{\mathit{2}}}\leq C(\epsilon+(1+t)^{\lambda}E(T)^{2})$

を得る.
(3.3) と $(3.4\mathrm{e})$ から,

(3.5) $e_{5}(t)\leq C(\epsilon+E(T)^{2})$

が得られる.

$e_{4}(t, x)$ \emptyset 評価 $t_{\llcorner’}^{-}\supset 1^{\mathrm{a}}\text{て}$ : 補題 2.1 $(\mathrm{I})-(\mathrm{i}\mathrm{i})$ と $(\mathrm{I}\mathrm{I})-(\mathrm{i}\mathrm{v})$ を用いると,

(3.6a) $|y|w_{+}(s, y)^{1+\mu-2\lambda}w_{-}(s, y)^{1-\mu}|F_{\dot{l}}(s, y)|_{2K-2}\leq CE(T)^{2}$

が十分小さい $\mu>0$ に対して $(s, y)\in[0, T)\mathrm{x}\mathbb{R}^{3}$ で成立していれば,

(3.6b) $||e_{4}(t, \cdot)||_{L}\infty\leq C(\epsilon+E(T)^{2})$

となることが分かる.
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補題 25 を適用すると

$|y||F_{i}(s, y)|_{2K-2}\leq C|u(s, y)|_{K+1}(|y||u(s, y)|_{2K-2}+|y||\partial u(s, y)|_{2K-2})$

(3.7) $\leq C|u(s, y)|_{K+1}(||u(s, \cdot)||_{2K,2}+||\partial u(s, \cdot)||_{2K,2})$

$\leq Cw_{+}(s, y)^{-1}w_{-}(s, y)^{-1}(1+s)^{\lambda}||e_{1}(s)||_{L^{\infty}}(e_{5}(t)+e_{6}(t))$

となるので, $\mu\leq\lambda$ とすれば (3.6a) の成立が分かる. よって, (3.6b) が得られた.

$e_{3}(t, x)$ \emptyset 評価 $\{_{\acute{\mathrm{L}}’}\supset \mathrm{b}^{\mathrm{a}^{\vee}}C:i=1,2$ 1こ対して

$\Lambda_{1}$. $= \{(t,x)\in[0,T)\cross \mathbb{R}^{3};|\alpha.t-|x||\leq\min\{|c_{2}-c_{1}|, |\mathrm{q}.|\}t/2\}$

とおき, $\Lambda_{0}=([0, T)\mathrm{x}\mathbb{R}^{3})\backslash (\Lambda_{1}\cup\Lambda_{2})$ とおく
まず

(3.8a) $w_{0}(t, x)w_{2}(t, x)^{\rho 1}|u_{2}(t, x)|_{K+2}\leq C(\epsilon+E(T)^{2})$

を示す.

(3.8b) $\coprod_{2}u_{2}=(A-B)u_{1}(\partial_{b}u_{2})+B\partial_{b}(u_{1}u_{2})$

となることに注意して, 右辺第 1 項からの寄与の評価に補題 21(I) $-(\mathrm{i})$ を適用し,
右辺第 2項からの寄与の評価には $(\mathrm{I}\mathrm{I})-(\mathrm{i})$ 及ひ (ii) を用いると, (3.8a) は十分小さ
い $\mu>0$ に対して

(3.8c) $\sup$ $w_{0}w_{+}^{1+\rho 1}w_{-}^{1+\mu}|u_{1}(\partial_{b}u_{2})|_{K+2}\leq CE(T)^{2}$ ,
$(s,y)\in[0,T)\mathrm{x}\mathrm{R}^{S}$

$(3.8\mathrm{d})$
$(s,y) \in\Lambda_{j}\sup w_{0}w_{+}^{\rho_{1}+\mu}w_{j}^{1-\mu}|u_{1}u_{2}|_{K+3}\leq CE(T)^{2}$ $(j=0,1)$ ,

$(3.8\mathrm{e})$
$\sup_{(s,y)\in\Lambda_{2}}w_{0}w_{+}^{1+\mu}w_{2}^{\rho_{1}-\mu}|u_{1}u_{2}|_{K+3}\leq CE(T)^{2}$

を示すことに帰着される.

$w_{0}|u_{1}(\partial_{b}u_{2})|_{K+2}\leq Cw_{0}(|u_{1}|_{K+1}|\partial_{b}u_{2}|_{K+2}+|u_{1}|_{K+2}|\partial_{b}u_{2}|_{K+1})$

(3.9) $\leq Cw_{+}^{2\lambda}w_{0}^{-1}w_{1}^{-1}w_{2}^{-1}e_{1}e_{4}+Cw_{0}^{-1}w_{1}^{-\rho 1}w_{2}^{-1-\rho_{2}}e_{2}e_{3}$

$\leq C(w_{+}^{-2+2\lambda}w_{-}^{-1}+w_{+}^{-1-\rho_{1}}w_{-}^{-1-\rho_{2}})E(T)^{2}$

であるから, $\mu<\min\{1-2\lambda-\rho_{1}, \rho_{2}\}$ ととれば (3.8c) の成立が分かる.

$w_{0}|u_{1}u_{2}|_{K+3}\leq Cw_{0}(|u_{1}|_{K+1}|u_{2}|_{K+3}+|u_{2}|_{K+1}|u_{1}|_{K+3})$

(3.10)
$\leq Cw_{+}^{-1+\delta+2\lambda}w_{1}^{-1}w_{2}^{-\delta}e_{1}e_{4}+Cw_{0}^{-1}w_{1}^{-\rho 1}w_{2}^{-1}e_{1}e_{2}$
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であるから, $\Lambda_{0}$ または $\Lambda_{1}$ において

(3.11) $w_{0}|u_{1}u_{2}|_{K+3}\leq C(w_{+}^{-1+2\lambda}w_{-}^{-1}+w_{+}^{-1-\rho 1}w_{-}^{-1})E(T)^{2}$

を得る. よって, $\Lambda_{j}$ においては $w_{j}$ と $w_{-}$ は同値な量であることに注意すると,
$\mu<1-2\lambda-\rho_{1}$ と選べば $(3.8\mathrm{d})$ を得る. 他方, $\Lambda_{2}$ においては (3.10) から

(3.12) $w_{0}|u_{1}u_{2}|_{K+3}\leq C(w_{+}^{-2+\delta+2\lambda}w_{2}^{-\delta}+w_{+}^{-1-\rho 1}w_{2}^{-1})E(T)^{2}$

となるので, $\mu$ を十分小さく選んでおけば $(3.8\mathrm{e})$ を得る. 以上で (3.8a) が示された.

次に

(3.13) $w_{0}(t, x)w_{2}(t, x)^{1+\rho 2}|\partial u_{2}|_{K+1}\leq C(\epsilon+E(T)^{2})$

を示す. 補題 21 $(\mathrm{I}\mathrm{I})-(\mathrm{i})$ を用いると,

(3.14) $w_{0}w_{+}^{1+\rho_{2}+\mu}w_{-}^{1-\mu}(|u_{1}(\partial_{b}u_{2})|_{K+2}+|u_{2}(\partial_{b}u_{1})|_{K+2})\leq CE(T)^{2}$

が十分小さい $\mu>0$ に対して成立することを示せばよいことが分かる.
(3.9) を用いると, $\mu<\min${ $1-2\lambda-\rho_{2},$ $\rho_{1}$ 一内} に対して

(3.15a) $w_{0}w_{+}^{1+\rho_{2}+\mu}w_{-}^{1-\mu}|u_{1}(\partial_{b}u_{2})|_{K+2}\leq CE(T)^{2}$

が分かるから, 残っているのは

(3.15b) $w_{0}w_{+}^{1+\rho_{2}+\mu}w_{-}^{1-\mu}|u_{2}(\partial_{b}u_{1})|_{K+2}\leq CE(T)^{2}$

の証明である.

$w_{0}|u_{2}(\partial_{b}u_{1})|_{K+2}\leq Cw_{0}(|u_{2}|_{K+1}|\partial_{b}u_{1}|_{K+2}+|\partial_{b}u_{1}|_{K}|u_{2}|_{K+2})$

(3.15c) $\leq C(w_{+}^{2\lambda}w_{0}^{1}w_{1}^{-1}w_{2}^{-1}e_{1}e_{4}+w_{0}^{-1}w_{1}^{-1}w_{2}^{-\rho_{1}}e_{1}e_{3})$

$\leq C(w_{+}^{-2+2\lambda}w_{-}^{-1}+w_{+}^{-1-\rho 1}w_{-}^{-1})E(T)^{2}$

であるから, やはり $\mu<\min\{1-2\lambda-\rho_{2}, \rho_{1}-\rho_{2}\}$ ととれば, (3.15b) の成立が分か
る. 以上で (3.13) が証明された.

(3.8a) と (3.13) をあわせると

(3.16) $||e_{3}(t, \cdot)||_{L}\infty\leq C(\epsilon+E(T)^{2})$

が示された.
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$e_{2}(t, x)$ \emptyset 評価 $\{_{\llcorner}"\vee\supset 1^{\mathrm{a}}$ て:

(3.17a) $||e_{2}(t, \cdot)||_{L^{\infty}}\leq C(\epsilon+E(T)^{2})$

を示すためには, 補題 21(II) $-(\mathrm{i})$ と (ii) より

(3.17b) $(s,y) \in\Lambda_{j}\sup w_{0}w_{+}^{\rho_{1}+\mu}w_{j}^{1-\mu}|u_{2}^{2}|_{K+4}\leq CE(T)^{2}$ $(j=0,2)$ ,

(3.17c) $( \epsilon,y)\in\Lambda_{1}\sup w_{0}w_{+}^{1+\mu}w_{1}^{\rho_{1}-\mu}|u_{2}^{2}|_{K+4}\leq CE(T)^{2}$

が十分小さい $\mu>0$ に対して成立することを示せばよいことが分かる.

$(3.17\mathrm{d})$ $w_{0}|u_{2}^{2}|_{K+4}\leq Cw_{+}^{-1+\delta+2\lambda}w_{2}^{-1-\delta}e_{1}e_{4}$

であるから, $\mu<1-2\lambda-\rho_{1}-\delta$ ととれば (3.17b) の成立が分かる. 他方, $\Lambda_{1}$ にお

いては, $(3.17\mathrm{d})$ より

$w_{0}|u_{2}^{2}|_{K+4}\leq Cw_{+}^{-2+2\lambda}e_{1}e_{4}$

であるから, $\mu<\rho_{1}$ ならば (3.17c) の成立が分かる.

$e_{1}(t, x)$ の評価について: まず, $w_{0}w_{1}u_{1}$ を評価しよう. 補題 21 $(\mathrm{I}\mathrm{I})-(\mathrm{i}\mathrm{i})$ と (iii) を
用いると, 目的の評価を得るためには

(3.18a) $(s,y) \in\Lambda_{1}\sup w_{0}w_{+}^{1+\mu}w_{1}^{1-\mu}|u_{2}^{2}|_{K+2}\leq CE(T)^{2}$

(3.18b) $\sup_{(s,y)\in\Lambda_{j}}w_{0}w_{+}w_{j}^{1+\mu}|u_{2}^{2}|_{K+2}\leq CE(T)^{2}$ $(j=0,2)$ ,

が十分小さい $\mu>0$ に対して成立することを確かめればよいことが分かる.

(3.19) $w_{0}|u_{2}^{2}|_{K+2}\leq w_{0}^{-1}w_{2}^{-1-\rho 1}e_{1}e_{3}$

であるから, $\Lambda_{0}$ と A2 においては, $w_{0}|u_{2}^{2}|_{K+2}\leq Cw_{+}^{-1}w_{-}^{-1-\rho 1}E(T)^{2}$ である. よって
$\mu\leq\rho_{1}$ ならば (3.18b) は戒立する. 他方, $\Lambda_{1}$ においては $w_{0}|u_{2}^{2}|_{K+2}\leq Cw_{+}^{-2-\beta 1}E(T)^{2}$

であるから $\mu\leq 1$ ならば (3.18a) が得られる.
最後に

(3.20) $w_{0}(t, x)w_{2}(t, x)|u_{2}|_{K+1}\leq C(\epsilon+E(T)^{2})$

を示そう. (3.8b) に注意して補題 21 $(\mathrm{I})-(\mathrm{i})$ と $(\mathrm{I}\mathrm{I})-(\mathrm{i})$ を用いると

(3.21a) $(s,y)[0,T) \mathrm{x}\mathrm{R}^{3}\sup_{\in}w_{0}w_{+}^{2}w_{-}^{1+\mu}|u_{1}(\partial_{b}u_{2})|_{K+1}\leq CE(T)^{2}$ ,

(3.21b) $(s,y)[0,T) \mathrm{x}\mathrm{R}^{3}\sup_{\in}w_{0}w_{+}^{1+\mu}w_{-}^{1-\mu}|u_{1}u_{2}|_{K+2}\leq CE(T)^{2}$
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が十分小さな $\mu$ に対して成立することを示せば十分である.

$w_{0}|u_{1}(\partial_{b}u_{2})|_{K+1}\leq Cw_{0}^{-1}w_{1}^{-1}w_{2}^{-1-\rho_{2}}e_{1}e_{3}$

$(3.22)$
$\leq Cw_{+}^{-2}w_{-}^{-1-\beta 2}E(T)^{2}$

だから, $\mu\leq\rho_{2}$ ならば (3.21a) は成立する.
他方,

$w_{0}|u_{1}u_{2}|_{K+2}\leq Cw_{0}^{-1}w_{1}^{-1}w_{2}^{-\rho_{1}}e_{1}e_{3}+Cw_{0}^{-1}w_{1}^{-\rho_{1}}w_{2}^{-1}e_{1}e_{2}$

$(3.23)$
$\leq Cw_{+}^{-1-\rho_{1}}w_{-}^{-1}E(T)^{2}$

であるから $\mu\leq\rho_{1}$ ならば (3.21b) が成立する.
以上により

(3.24) $||e_{1}(t, \cdot)||_{L^{\infty}}\leq C(\epsilon+E(T)^{2})$

となることが示された.

(3.2b), (3.5), (3.6b), (3.16), (3.17a), (3.24) をあわせると, 命題 3.1 が得られる.

4 $\mathrm{r}\mathrm{b}$用

これまで, $u$ のみからなる 2 次の項については一切触れなかったが, 第 3節の証明
法に従えば, 例えば次の方程式系に対して (GE) の成立を示すことができる:

(4.1) $\{$

$\square _{1}u_{1}=u_{2}^{2}$ ,
$\square _{2}u_{2}=(\partial_{a}u_{1})(\partial_{b}u_{2})$ .

ただし $c_{1}\neq c_{2}$ とする.
このことは, $U_{1}=\partial_{a}u_{1}$ とおいて上の方程式系を書き直すと,

(4.2) $\{$

$\square _{1}U_{1}=2u_{2}(\partial_{a}u_{2})$ ,
$\square _{2}u_{2}=U_{1}(\partial_{b}u_{2})$

となって (1.25) と同じタイプの方程式系に帰着できることから分かる. 実際, 第 3節

のアプリオリ評価で $u_{1}$ とあるところを, $\partial u_{1}$ に置き換えて評価を行えば, (4.1) に対
して (GE) が成立することを証明できる.
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