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1. 序

アメナブル離散群の特徴づけとしてよく知られた定理 .$\cdot$「離散群がア
メナブノレであることとその reduced group $C^{*}$-環が nuclear であること
は同値である。」 をアメナブルな離散量子群に対して拡張することを
考えた。
まず量子群の定義を復習しよう。以下に続く定義は [K-V] による。

Definition 1.1. 二つ組 $(M, \triangle)$ が次の性質を有するとき局所コンパク
ト量子群とよぶ。 :

(1) $M$ はフオンノイマン環であって写像 $\triangle$ : $Marrow M\otimes M$ は正則単
位的な忠実 $*$ 順同型で次の余積律をみたす。
$(\triangle\otimes\iota)\triangle=(\iota\otimes\triangle)\triangle$ .

(2) $M$上忠実半有限正則荷重 $\varphi(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}. \psi)$ は左 (resp. 右)不変である。
すなわち次の関係式をみたす。

$\varphi((\omega\otimes\iota)\triangle(x))=\omega(1)\varphi(x)$ for all $x\in m_{\varphi}^{+},$ $\omega\in M_{*}^{+}$

(resp. $\psi((\iota\otimes\omega)\triangle(x))=\omega(1)\psi(x)$ for all $x\in m_{\psi}^{+},$ $\omega\in M_{*}^{+}$ ).

$\varphi(1)<\infty$ のとき $(M, \triangle)$はコンパクトであるといい、正規化して
$\varphi(1)=1$ としておく $\text{。}$

ここで fundamental unitary と呼 (fれるユニ

タリ作用素を導入する。

Definition 1.2. $(\pi, H, \Lambda)$ を左不変荷重 $\varphi$ に付随する $M$ の半巡回表現
とする。 このときテンソル積ヒルベルト空間上の作用素 $W$ を次で定
義する。

$W^{*}(\Lambda\otimes\Lambda)(x\otimes y)=(\Lambda\otimes\Lambda)(\triangle(y)(x\otimes 1))$
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$W$が実際にユニタリになっていることは非自明なことで [K-V] の中
で詳しく論じられている。各局所コンパクト量子群 (以下単に量子群
と呼ぶ) $(M, \triangle)$に対して双 $7-\backslash \mathrm{f}$量子群 $(\hat{M}, \triangle)\wedge$が定義できる。ここにフォ
ンノイマン環 $\hat{M}$ は $B(H)$ の中で部分空間 $\{(\omega\otimes\iota)(W);\omega\in B(H)_{*}\}$

の汎弱閉包をとったもの、余積 $\triangle\wedge$ は $\triangle(x)=\hat{W}^{*}(1\wedge\otimes x)\hat{W}$ として定義
される。左、右不変荷重は群フォンノイマン環の Plancherel荷重の作
り方をまねて定義でき、 これらが新たに量子群となる。今 $(M, \triangle)$から

$(\hat{M}, \triangle)\wedge$を構或したのと同様の操作を $(\hat{M}, \triangle)\wedge$に対して行うと、第二双対
量\mp 群 $(\hat{M}, \triangle)\wedge\wedge\wedge$ が得られる。 この量子群は最初の量子群 $(M, \triangle)$ と自然
に同型である。 またさらに先の部分空間のノルム閉包をとったものは

$C^{*}$-環であり Kustermans と Vaes のいう C*-環的な量\mp 群の構造を持つ
( $[\mathrm{K}$-V])。ここではこの $C^{*}$-環を $A$ と記す。同じようにして $(\hat{M}, \triangle)\wedge$ に対
応する $\mathrm{u}A$

” を $\hat{A}$ であらわす。 コンパクト量子群の双対を離散量子群と
よぶ。

2. アメナビリティと主結果

群の場合と同じようにアメナビリティが定義できる。

Definition 2.1. $(M$, \Delta $)$が不変状態を有する時に $(M, \triangle)$はアメナブル
という。ここに状態 $m$が左不変とは、等式 $(\omega\otimes m)(\triangle(x))=\omega(1)m(x)$

がすべての $x\in M$ , すべての $\omega\in M_{*}$ について成立することをいう。

次に二つの条件を導入する。

Definition 2.2. (1) 量子群 $(M, \triangle)$が条件 $(\mathrm{W}_{1})$ をみたすとは、次の
ような $H$ の単位ベクトルのネット $\{\xi_{j}\}_{j\in J}$ が存在するときにい
う。任意のベクトル $\eta\in H$ に対して、$\lim_{j}||W(\eta\otimes\xi_{j})-\eta\otimes\xi_{j}||=0$

が成り立つ。
(2) 量子群 $(M, \triangle)$が条件 (W2) をみたすとは、次のような $H$ の単位
ベクトルのネット $\{\xi j\}_{j\in J}$ が存在するときにいう。任意の C*-環
$A\sigma)$表現 $(\pi, H_{\pi})$ と任意のベクトル $\eta\in H$ に対して、 $\lim_{j}||(\pi\otimes$

$\iota)(\dot{W})(\eta\otimes\xi j)-\eta\otimes\xi_{j}||=0$が成り立つ。 ここに作用素 $W$ が
$A\otimes \mathcal{K}(H)$ の multipier に属することに注意しておく。

まずこの二条件にたいして次の結果が分かった ([T])。

Proposition 2.3. 条件 $(\mathrm{W}_{1})$ と条件 $(\mathrm{W}_{2})$ は同値である。
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これと合わせて次に述べる主結果を得られた。
Theorem 2.4. $(M, \triangle)$を離散量子群とする時、 以下は同値である。

(1) $(M, \triangle)$はアメナブルである。
(2) $(M, \triangle)$は条件 $(\mathrm{W}_{1})$ をみたす。
(3) $(M, \triangle)$は条件 (W2) をみたす。
(4) C*-環 $\hat{A}$ は指標をもつ。
(5) Cl-環 $\hat{A}$ は指標をもち、且つ nuclearである $\text{。}$

(6) フォンノイマン環 $\hat{M}$ は $\hat{A}$-linearな状態をもち、且つ injectiveで
ある。

この結果について幾つか Remark しておきたい。この結果で一番肝要
なことは $1\Rightarrow 2$ を証明したことで、 $(M, \triangle)$の離散性を外した場合に或
り立つかどうかは未解決である。また離散Kac環の場合には Ruan([R])
によってこれと同様の結果が得られている。Operator Amenability と一
般の離散量子群の Amenability との相性のよさあまり分かつていない。
量子群のアメナビリテイは $\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{s}_{\text{、}}\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{y}_{\text{、}}$ Tuset並びに Conti たち
によって研究されている。 ([B-C-T]、 [B-M-T月、 $[\mathrm{B}- \mathrm{M}-\mathrm{T}2]_{\backslash }$ [B-M-T3])
これらの中で先に述べた $1\Rightarrow 2$ は一切示されていないが、 [D-Q-V] の
序文で触れられているように Blanchard と Vaes はこの個所を比較的平
易に示している (2 003 年 4 月の時点で論文は出ていない) 。最後
に 5 の statement について。本来これは指標の存在の仮定なしに示さ
れるべきものであったが、 この試みは未だに或功していない。前出の
Ruan の論文がヒントになるような気もするが、 まだまだ遠 $\mathrm{A}\mathrm{a}$ ような
気もする。
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