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ここでは代数的場の理論の問題に起源を持つ Doplicher-Roberts $\text{に}$ よるコンパクト

群の双対定理を紹介し、その証明く於いて Cuntz環がどのようなく使われたのかを一
瞥する。 さらに、場の理論の問題の拡張\epsilon 於いてもその方法が有効であろうことを議

論する。 (小嶋泉氏との共同研究による)

\S 1 Cuntz環とテンソル圏

Cuntz環は、様々な側面からの考察により、種々の一般化が行われている。例えば
Hilbert 空間上の Fock空間の生或作用素の Toeplitz 環から来るものとして、 これを双
加群 \subset 拡張した Pimsner の $O_{E}[\mathrm{P}]$ や Katayama の $\mathrm{O}_{N}^{M}[\mathrm{K}\mathrm{a}]_{\text{、}}$ 或は、記号力学系との
関連から Cuntz-Krieger の $O_{A}[\mathrm{C}\mathrm{K}]$ や Matsumoto の $O_{\Lambda}[\mathrm{M}]\text{、}$ 亜群 $C^{*}$ 環として捉
える Kumjian らの研究 [Ku] などなど。それらの環の構造や相互の関連性はよく知ら
れ$\text{、}$ Jones 指数と K-理論 $[\mathrm{K}. \mathrm{W}]$ など、研究が広く行なわれている。また、 この講究録
にある通りフラクタルの研究 Kも応用されている。
このように、多様\Delta 顔を持つ Cuntz環だが、 Hilbert 空間の作る $C^{*}-$ テンソル圏か

ら来る $C^{*}$ 環として考えることもできる。
Doplicher-Roberts の双対定理とは、ある抽象的な $C^{*}-$ テンソル圏とコンバクト群
のユニタリー表現の圏の同型定理である [DR1]。 その証明の途中、一般の $C^{*}-$ テンソ

ル圏 $\mathcal{T}$ から $C^{*}$ 環とその自己準同型の組 $(O_{\rho},\hat{\rho})$ を構或する方法を導入した。
$\mathcal{T}$ の対象 $\rho$ を固定し、そのテンソル積〆から〆への射 $(\rho^{r}, \rho^{\epsilon})$ \kappa 対し埋め込みの
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列を、 $(\rho, \rho)$ の単位射 $\mathrm{I}_{\rho}$ を右からテンソルすることにより与える。

その帰納極限 $O_{\rho}^{k}:= \lim_{iarrow\infty}(\rho^{r+1}., \rho^{k+r+:})$ の直和には $C^{*}$-norm が一意に入る $\text{。}$ その

閉包でテンソル圏の対象がインデックスとして付いている $C^{*}$ 環 $O_{\rho}:=\overline{\oplus_{k\in \mathbb{Z}}O_{\rho}^{k}}$が定

義される。一方、単位射 $\mathrm{I}_{\rho}$ の左からのテンソル $\text{に}$よる埋め込みくよっては、自己準同

型 $\hat{\rho}$ が定義される。 $\rho$ で生成される $\mathcal{T}$ の部分テンソル圏 $\mathcal{T}_{\rho}$ の構造は $\hat{\rho}$ の作るテンソ

ル圏\kappa 移される。

Cuntz環 $O_{d}$ は生或元 $\{\psi_{\dot{*}}\}_{j}^{d}=1$ の作る線形空間 $V$ である環と同型で、付随する準同

型はカノニカル準同型 $\sigma(\cdot)=\sum\psi_{i}\cdot\psi_{-}^{*}$ である o
$I=(i_{1}, i_{2}, \ldots, i_{n})\in \mathrm{A}:=\{\{1, \cdots, d\}^{n}, n\in \mathrm{N}\}$ く対し、 $\psi_{I}:=\psi_{:_{1}}\psi_{\dot{l}_{2}}.\cdots\psi_{\dot{\iota}_{\mathrm{n}}}$ と

する。 $O_{d}$ の元は $\psi_{I}\psi_{J}^{*}$ $(I, J\in\Lambda)$ の線形和で近似できるが、 $|I|-|J|=k$ なら

ば $\psi_{I}\psi_{J^{*}}$ 社 $(V\emptyset r, V^{\otimes r+\mathrm{k}})$ の元に対応し、また $(\sigma^{r}, \sigma^{r+k})$ の元であること紘すぐ確

かめられる。

$V$ 上の $U(d)$作用が $o_{d}$ の自己同型群になることはよく知られた事実である。 この自

己同型群は $\sigma$ と可換であるので, $U$ (d) $\supset G$ に対し $\sigma$ は $\mathit{0}_{d}$ の G- 作用の固定点環 $O_{d}^{G}$

の準同型でもある。 $V$ 上の $G$ 作用を $G$ の基本表現 $\pi$ と見れば、 この表現が生或する

テンソル圏\kappa 付随する $O(\pi,V)$ は $O_{d}^{G}$ と同型である。また $G\simeq \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{\mathcal{O}_{\mathrm{d}}^{\mathrm{G}}}O_{\mathrm{d}}$ であり、 こ

れは Tannakaの双対定理を示すものである。例えば、 $U(d),$ $SU(d)$ \kappa 対しては、

$O_{d}^{U(d)}\simeq C^{*}(\mathrm{P}_{\infty})$ , $\mathit{0}_{d}^{SU(d)}\simeq C^{*}\{\mathrm{P}, S,\sigma^{n}(S)|n\in \mathrm{N}\}$ .

ここで $\mathrm{p}_{\infty}$ は置換群 $\text{、}$

$S:=(d!)^{-1/2} \sum_{p\in \mathrm{P}_{\mathrm{d}}}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(p)\psi_{p(1)}\cdots\psi_{\mathrm{p}(d)}$である o

この側面から拡張も行なわれていて、無限次元 Hilbert空間 $\mathcal{H}$ から $O,\kappa[\mathrm{C}\mathrm{D}\mathrm{P}\mathrm{R}]$ , あ
るいは Hilbert 力 O群に対する Doplicher-Pinzari-Zuccante の $Ox_{A}[\mathrm{D}\mathrm{P}\mathrm{Z}]$ と Pimsner
の $\mathit{0}_{E}$ との関係も知られている。

\S 2 代数的場の理論

さて代数的場の理論の問題はどのようなものであったか。
代数的場の理論と紘公理論的場の理論の一つで、 Wightman の公理系における場と

しての作用素値超関数の代りに、観測量の作る作用素環系を考察する $\text{。}$ それは $\text{、}$ 4 次
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元Minkowski空間 $\lambda 4$ の有界領城 $O$ に対し作用素環 $A(O)$ があって、

$\bullet$ $O_{1}\subset O_{2}$ ならば $A(O_{1})\subset A(O_{2})$ (単調性)

$\bullet$ $\mathcal{M}$ 上の非斉次 Lorentz変換 $\mathcal{P}_{+}^{1}$ \epsilon 対し $A:=\overline{\cup oA(O)}$

.
の自己同型群 $\alpha$ が

あって $g\in \mathcal{P}_{+}^{1}$ に対して \mbox{\boldmath $\alpha$}g $(A(O))=A(gO)$(共変性)

$\bullet$ $O_{1}$ と $O_{2}$ が空間的ならば $A(O_{1})$ と $A(O_{2})$

.

は可換 (Einstein の因果律)

を満たす $C^{*}$ 環のネット $A$ である $\text{。}$ $A(O)$ は領域 $\mathit{0}$ で観測される物理量を想定してぃ
るもので、 Wightman の公理系との関係や、散乱理論が展開できることが知られてぃ
る。 (詳しくは Haag[H],Araki[A] を参照)

観測量は、場の演算子のうちゲージ不変な量であった。例えばフェルミオンの生或
演算子紘上の因果律の公理でもゎかるが、観測量ではない。それでは、 こ.の公理系で
揚はどのようなものであらわされるのか、ゲージ不変でない場とゲージ群を観測量の
作る作用素環から再構威できるの力$\backslash ?$

はじめに場の作用素環系 F(因果律に反可換も許したもの) と大域的ゲージ対称性と
して非斉次 Lorentz変換の作用と可換なコンパクト自己同型群 G、及び G- 不変な真
空状態 $\omega$ を仮定し、 その GNS表現 ( $\pi_{\omega}$ , H\mapsto を考える。ここで $F$ の $G$ にょる固定点
環

$A(O):=F(O)^{G}=\{A\in\pi_{\omega}(F(O))|\alpha_{g}(A)=A,\forall g\in G\}$

の系 $\{A(O\}_{\mathit{0}\in\lambda 4}$ 紘先の公理を満たす。
この $A$ の H。上の表現を因子環表現に分解するとそれは $\mathrm{G}$ のユニタリー表現の既約

分解くもなる。 またこの因子環表現 $\pi_{\rho}1\mathrm{f}A$ の状態 $\omega_{\rho}$ で時空の空間的遠方では真空状
態 $\omega_{0}$ に近づくものであって $\mathrm{G}\mathrm{N}\mathrm{S}$ 表現が既約であるものと同値である。

$||(\omega_{\rho}-\omega_{0})|_{A(O+\mathrm{x})}||arrow 0$, as $\mathrm{x}$ goes spacelike infinity.

この集合は「 $\mathrm{D}\mathrm{H}\mathrm{R}$ selection criterionJ を満たすと言う。 このような状態と $G$ の既約
表現とは一対\prec 対応する。 $G$ の自明な表現くは $A$ の真空表現 $\pi_{0}$ が対応し「 $\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{a}\mathrm{g}$ の

双対性」と呼ばれる次の性質を満たす。

$\pi_{0}(A(O))=\pi_{0}(A(O’))’$

そのような $A$ の状態の集合 $\text{に}$ $G$ の情報が含まれてぃるだろうことが予想できる。

124



\S 3Cuntz 環と場の理論

$F$ を仮定せず $A$ の条件から出発する。以下 $\pi_{0}(A)$ と $A$ を同一視する。真空表現\kappa

次を仮定する。

$\bullet$ Haag の双対性

・性質 $\mathrm{B}$ ; $A(O)$ の射影 $E$ K対し等長作用素 $W\in A(O)$ があって、 $WW^{*}=E$

[DHR selection criterion」とエネルギーのスペクトル条件を満たす状態の集合 $S$

を考える。 $S$ の状熊 $\omega_{\rho}$ に対し、真空表現の自己準同型 $\rho$ があって、 $\omega_{\rho}(A)=\omega_{0}(\rho(A))$

と書ける。 $S$ く対する真空表現の準同型の集合と、それらの繋絡作用素で圏 $\mathcal{T}_{DR}\text{に}$ な

るが、 さらに、 テンソル積で閉じていて、性質 $\mathrm{B}$ くより直和、制限があり、「共役」

をもち、時空が 4次元であることから置換群の構造を持つ。 (ちなみに、時空の次元が
低い時は組み紐群がでる。)
先に書いた「D-Rの双対定理」の抽象的な圏とは、 これら、「直和、制限、共役、

置換群」の構造を持つ $C^{*}-$ テンソル圏のことである。

この圏から Hilbert 空間の圏へのテンソル関手を与えられれば群 $\mathrm{G}$ はその関手の自

然ユニタリー変換であり $\text{、}$ Doplicher-Roberts は圏の生或元となる準同型からできる
環が、 Cuntz環のある群の固定部分環と同型であることを証明し、その関手を与えた
[DR1]。その証明く使ったのが、群の双対 9接合積とよばれる $A$ の Cuntz環による拡
大の導入である [DR2]。 この拡大環が再構或された場の作用素環系である [DR3].
もう少し詳しくみる。 $\mathcal{T}_{DR}$ の対象 $\rho$ に対し正の整数 $d(\rho)$ が決まる $\text{。}$ これを $\rho$ の次

元という。群の表現の次元に対応する。次元が $d$ の $\rho$ は、 $\rho^{d}$ の $d$次の完全反対称射影
$E\in(\rho^{d}, \rho^{d})$ による制限が自明た準同型となるとき、「specia火であるという。 (例

えば群の基本表現はこれに対応する。 あるいは、表現 $\pi$ とその共役 $\overline{\pi}$ の直和 $\pi\oplus\overline{\pi}$ は

それである。) このような $\rho$ に対して $E$ は性質 $\mathrm{B}$ により等長作用素 $R_{\rho}$ で書けるが、

この $R_{\rho}$ が $O_{d}$ の元 $S$ と同様なある等式を満たす。また、 $\mathcal{T}_{DR}$ の対象 $\text{は}$ $\Gamma \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}$」な

もの直和或分になることが示される。
(一般の $C^{*}$ 環の自己準同型に対しても、正数 $d$ があって上のような射影 $\mathrm{E}$ と作用

素 $\mathrm{R}$ があれば rspecia火 という。 もちろん、 $O_{d}$ のカノニカル準同型 $\sigma$ は rspecia火
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よって $n_{R}$ の生或元となる対象を含む「 $\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}$」な次元 $d$ の $\rho$ から $O$ を構或すれ
ば、 $n_{R}$ のテンソル構造はこれに含まれ、一方この中 $\epsilon$は $\mathrm{o}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{U(4)}$ が埋め込め、 この

埋め込み写像を $\mu$ とすれば、

$\mu((\sigma^{r}, \sigma^{s})_{SU(d)})\subset(\rho^{r}, \rho^{s})$ , $\mu 0\sigma=\rho\circ\mu$

となるのでこの条件より群の双対の接合積が定義できる。
(一般\kappa は埋め込み写像が $G\subset SU(d)$ く対して条件を満たしてぃる時、定義でき

る。)

接合積 $F:=A\otimes_{\mu}O_{d}$ は次の定義式をもつ $A$ と $\mathit{0}_{d}$ で生或される $C^{*}$ 環である。

$\psi_{i}A$ $=$ $\rho(A)\psi_{i}$ $A\in A,$ $\psi:\in O_{d}$ : generators
$\psi_{:}*$ $=$ $(-1)^{d-1}\sqrt{d}R_{\rho}^{*}\hat{\psi}_{i}$ .

$X$ $=$ $\mu(X)$ $X\in O_{d}^{SU(d)}$ .

ここで $\hat{\psi}_{\dot{l}}:=((d-1)!)^{-1/2}\sum_{p\in \mathrm{F}_{d}(i)}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(p)\psi_{\mathrm{p}(2)}\cdots\psi_{p(d)},$$\mathrm{P}_{d}(i)=\{p\in \mathrm{P}_{d}$ ; $p(1)=$
$i\}$ である。 この環の中心のスペクトラム $\text{か}$ら一点を決めたとき、それを固定する群を
$G$ とすると、そのような群では

$\mu((\sigma^{r}, \sigma^{s})_{G})=(\rho^{r}, \rho^{s})$

となる埋め込が存在し、 $F$ は因子環で、 $F$上の $G$作用を $O_{d}$ への作用から引き起こさ
れるもので定義すと、 $A=F^{G}$ . さらに $G=\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}AF$ となる。

\S 4 自発的対称性の破れと接合積の安定性

再び $F$. から始める。 $G$ は Lie群の場合を考える。
自発的対称性の破れがあった場合, すなわち $F$ の真空 $\omega$ が G-不変でないとき $A$ の

Haag の双対性は失われる $[\mathrm{R}]_{\text{。}}$ 不変になる部分群 $H$ から $B:=F^{H}$ を定義すれば Haag
の双対性は満たす。 これはまた $A$ とも関係し

$\pi_{0}(B(O))=\pi_{0}(A(O’))’$
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である。 $\pi_{0}$ は $B$ の真空表現である。 $B$ から先のように $F$ は再構成できるが群 $G$ の作

用も $H$ が接合積の $O_{d}$ の自己同型であったように Cuntz 環の自己同型くなるのであろ
うか ? G- 作用を考えるときも接合積の形は有効であろうか
次のようなことが知られている $[\mathrm{T}\mathrm{M},$定理$2.10]_{\text{。}}G$ をコンパクト群、 $H$ を閉部分

群とする。任意.の $H$ の有限次元表現 $\rho$ に対し $G$ の有限次元表現 $\eta$ と $H$ の表現 $\sigma$ が存

在して、 $\eta$ の $H$ への制限は直和 $\rho\oplus\sigma$ に同値である。

よって $O_{d}$ の次元を大きくとれば、 $H$ の作用する空間 $\text{に}$ $G$ の作用も考えられそうだ

が空間の次元が違えば一 $\text{に}$ $\mathit{0}_{d}$ と $O_{d’}$ の間に埋め込みはない。 ところが接合積の間

では性質 $\mathrm{B}$ により $O_{d}$ の埋め込みが存在する。
$H$ の基本表現 $\pi_{\rho}$ に対応する $B$ の自己準同型 $\rho$ による接合積 $A\otimes_{O_{\delta}^{H}}O_{d}$ と $\pi_{\rho}$ を含

む表現に対応する、次元が $d+d’$ である rspecia火な準同型 $\tau=\rho\oplus\rho’\text{に}$. よる接合積

A\otimes 。H $O_{d+d’}l\mathrm{f}$それらの自己準同型が生或するテンソル圏が同じであるから接合積
$\mathrm{d}+$”

の一意性から同型であることは知られている。
次の写像が同型を与えることから $O_{d}$ と $O_{d+d’}$ の生或元\kappa 対応が付き $H$ の作用も確

に対応している。
$O_{d+d’}$ のカノニカル準同型を $\sigma’$ とし、 $\tau$ が $B$ の等長作用素 $v,w$ で

$\tau(\cdot)=v\rho(\cdot)v^{*}+w\rho’(\cdot)w^{*}$

であるとすると $vv^{*}=:E\in(\tau, \tau)=(\sigma’, \sigma’)_{H}\subset(\sigma’, \sigma’)$ であるから $O_{d+d’}$ の生成元
$\{\psi_{\dot{*}}’\}_{\dot{\iota}=1}^{d+d’}$ を

$E\psi_{*}’$. $=\psi_{-}’$ $i=1,$ $\cdots,$
$d$

となるようにとれる。

次のような $B\otimes_{O_{\mathrm{d}}^{H}}O_{d}$ から $B\otimes_{O_{\mathrm{d}+\mathrm{d}}^{H}},$
$O_{d+d’}$ への写像 $\chi$ は同型を与える。

$\chi(\psi_{:})$ $:=$ $v^{*}\psi_{i}’$ $i=1,$ $\cdots,$
$d$

$\chi(A)$ $:=$ $A$ , $A\in B$

このことは $\text{、}$ この写像により埋め込まれた先で、接合積の定義式を満たすことを確力 ‘
め、 $O_{d+d’}$ の生或元の残り $\{\psi:\}_{d+1}^{d+d’}$ も $\rho’$ が $\rho^{n}$ \kappa 含まれるようた $n$ が存在すること力 ‘

ら、 $A\otimes_{O_{\mathrm{d}}^{H}}O_{d}$ の元で書け、よって $A\otimes_{O_{\delta+\mathrm{d}}^{H}},$
$O_{d+d’}$ が生或されることによって示さ
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これにより、適当に $\rho’$ をとれば $O_{d+d’}$ の自己同型に $G$ が含まれるよう \kappa できて、
$g\in G$ に対し、

$g(B\otimes_{O_{\delta+\delta’}^{H}}O_{d+d’})\simeq g(B)\otimes_{O_{t+\mathrm{d}}^{gHg^{-1}}},O_{d+d’}$

である $\text{か}$ら、破れた対称性の作用でも接合積の形は保たれることがゎかる。
$d$ を無限く飛ばすことが考えられるが、接合積には $\ulcorner_{\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\acute{\mathrm{i}}\mathrm{a}1\lrcorner}$ が効いてぃるので、

$O\chi$ を接合積する方法は今のところ知られてぃない。
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