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1 はじめに

解析的因数分解とは, 与えられた多項式を形式的べき級数環上で因数分解することである. 2 章で説明す
るが, べき級数の展開点が “通常点” のときは一般 Hensel構成で簡単に分解ができる (実際, $\mathbb{C}$ 上では主変
数に関して 1 次因子に分解できる). したがって, 解析的因数分解は展開点が “特異点” のときが問題である
(ここでいう特異点とは, Hensel構成の特異点である, 2 章を参照).
展開点が特異点の場合, 一般 Hensel構成の拡張が, 2 変数につぃては Kuo [Ku089] にょり 1989 年に, 3

変数以上については Sasaki と Kalco [SK99] により 1993年になされている. これらの方法を拡張 Hensel構
成と呼ぶ. 拡張Hensel構成は, 与式から一意的に定まる “Newton多項式” を因数分解し, その因子を初期因
子として構成する. したがって, Newton 多項式が無平方 (重複因子を持たない) ならば, Newton 多項式を
既約な多項式に因数分解することにより, 2変数の場合は, 拡張Hensel構成した結果得られる Hensel 因子が
解析的因子となる. 3 変数以上の場合は, たとえ初期因子が多項式でも, Hensel 因子が多項式になるとは限
らない (主変数に関しては多項式であるが, 一般に従変数に関しては有理式である). Sasaki と Inaba[SI00]
は, 有理式の分母が消えるように Hensel 因子を組み合わせて, 解析的因数分解を行う方法を示してぃる.
そこで, 最後に残るのは Newton多項式が無平方でない場合である. 2 変数の場合には, Abhyankar [Abh89]

が ‘\mbox{\boldmath $\zeta$}展開基底’’(expansion base) という概念を考案し, この問題を簡潔に解決した. 3 章で説明するように,
展開基底法とは, Newton 多項式が $g(x, u)^{m}$ の形であるとき, $g(x, u)$ を新しい変数 $G$ で置き換え, $G$ と

$x,$ $u$ の 3 つの変数の多項式に対して新たに Newton 多項式を定義することで, より高次項を取り込み, 解
析的に既約な因子に分解していく方法である.
筆者らは, 3変数以上で Newton多項式が無平方てない場合について, 拡張 Hensel構成を利用する解析的
因数分解法を研究してきた. 2変数の場合については, 拡張Hensel構戒を用いた解析的因数分解法を SasAi
[SasOO] が示している. 展開基底法は 3 変数以上の場合に拡張できそうにないが, 拡張 Hensel構戒を用いた
方法は 3変数以上にも拡張できることを本稿で述べる.
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2 一般 Hensel構成の特異点と基本形への変換
本稿では, 標数 0 の数体を $K$ , その代数的閉体を $\overline{K}$ と表す. 変数 $(u_{1}, \cdots, u_{\ell})$ を (u), 数値 $(s_{1}, \cdots, s_{\ell})$

を (s) と略記する. $K[x, u],$ $K\{x, u\},$ $K(u),$ $K\{(u)\}$ はそれぞれ体 $K$ 上の変数 $x,$ $u$ の多項式環, 形式的
べき級数環, 有理式体, $\sum_{k=0}^{\infty}N_{k}(u)/D_{k}(u)$ なる級数全体の成す環 (ただし, $N_{k}$ と $D_{k}l\mathrm{h}u$ の同次式で,
$\mathrm{t}\deg(Nk)-\mathrm{t}\deg(D_{k})=k)$ を表すものとする.

多項式 $F(x, u)\in K[x, u]$ を $\overline{K}\{x, u\}$ で既約な因子の積に分解することを解析的因数分解という. Weier-
strass の予備定理より, -っの変数 $x$ に関しては多項式としてよいから, 実際は $\overline{K}\{u\}[x]$ での因数分解と
なる.

定義 1(一般 Hensel 構成の特異点) 多変数多項式 $F(x, u)=f_{d}(u)x^{d}+f_{d-1}(u)x^{d-1}+\cdots+f_{0}(u)x^{0}$ に対

して, $f_{d}(s)=0$ のとき, あるいは $F(x, s)$ が無平方でない (すなわち $F(x,$ $s)=0$が重根をもつ) とき, (s)
を一般 Hensel構成の特異点とよぶ.

$\square$

展開点 (s) が特異点でない場合は, 次のように $F(x, u)$ を一般 Hensel構成することができる.

$F(x, s)$ $=$ $f_{d}(s)$ $(x-\alpha_{1})$ $\cdots$ $(x-\alpha a)$ , $\alpha:\neq\alpha_{j}(\forall i\neq j),$ $\alpha_{i}\in\overline{K}$

$\Downarrow$ $\Downarrow$ $\Downarrow$ $\Downarrow$

$F(x, u)$ $=$ $f_{d}(u)$ $(x-\phi_{1}(u))$ $(x-\phi_{d}(u))$ , $\phi_{:}(u)\in\overline{K}\{u\}$

この構成結果は解析的因数分解に他ならない.
(s) が特異点の場合, ます次の 1., 2., 3. のように分類して, 一般 Hensel構威あるいは拡張 Hensel構成を

用いた初期処理を施しておく.

1. $F(x, s)=(x-\alpha)^{d},$ $\alpha\in\overline{K}$ , ならば初期処理は不要.

2. $f_{d}(s)\neq 0$ かつ $F(x, s)$ が無平方でないときの初期処理.
$F(x, s)$ を–K上で互いに素な因子 $fd(s),$ $G_{1}^{(0)}(x, s),$

$\cdots,$
$G_{r}^{(0)}(x, s)$ に分解し, 次のように一般Hensel構

成する.
$F(x, s)$ $=$ $f_{d}(s)$ $G_{1}^{(0)}(x, s)$ $G_{r}^{(0)}(x, s)$

$F(x, u)\Downarrow$

$=$

$f_{d}(u)\Downarrow$ $G_{1}^{(\infty)}(x,u)\Downarrow$ $G_{r}^{(\infty)}(x, u)\Downarrow$

$G_{i}^{(0)}(x, s)=(x-\alpha:)^{m:},$ $G_{i}^{(\infty)}(x, u)=(x-\alpha_{i})^{m}:+\cdots\in\overline{K}\{u\}[x],$ $\max\{m_{1}, \cdots, m_{r}\}\geq 2$.

3. $f_{d}(s)=0$ のときの初期処理.
$F(x, u)$ から一意に定まる Newton 多項式を多項式環 $\overline{K}[x, u]$ の中で因数分解し, 拡張 Hensel構成を
$F(x, u)$ に適用する. 拡張 Hensel構成する際, Newton線の傾きが正となり, 多項式イデアルが生成
元として定数を含んでしまうことがあるが, この問題は [SIOO] の中で, Newton線を水平に変換する
方法により解決されている. これにより, 多項式 $F(x, u)$ の Newton線の傾きが正, 零, 負いずれの

場合であっても, 変換後は Newton 多項式の傾きが零の多項式に帰着することができる. この変換後
の多項式を $\tilde{F}(x, u)$ と表す. $\tilde{F}(x, u)$ の Newton 多項式 $\tilde{F}_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ を $\overline{K}[x, u]$ 内で $\overline{F}_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=\tilde{G}_{1}^{(0)}\cdots\tilde{G}_{r}^{(0)}$ (た
だし, $r\geq 2$ かつ任意の $i\neq j$ に対して $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(\tilde{G}_{i},\tilde{G}_{j})=1)$ と分解し , これらを初期因子として次のよう

に拡張 Hensel構成する.

$\tilde{F}_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ $=$ $\overline{G}_{1}^{(0)}$ . . . $\tilde{G}_{r}^{(0)}$

$\tilde{F}(x, u)\Downarrow$

$=$

$\tilde{G}_{1}^{(\infty)}\Downarrow$
$\tilde{G}_{r}^{(\infty)}\Downarrow$

, $\tilde{G}_{1}^{(\infty)},$ $\cdots,\tilde{G}_{r}^{(\infty)}\in\overline{K}\{(u)\}[x]$
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この初期処理により, 以後は, 得られた Hensel 因子が $G_{i}(x, s)=(x-\alpha)^{m_{i}}$ となる形のみを扱うことが
できる. $G_{i}(x, s)=(x-\alpha)^{m_{i}}$ は原点移動すると $G_{i}(x, s)=x^{m_{i}}$ となるから, 以後, 展開点は原点で,
$F(x, 0)=x^{m}$なる $F(x, u)$ を扱えばよい. この形を基本形とよぶことにする. 基本形に帰着したあとは
拡張 Hensel構成を用いてさらに分解するのであるが, その際, 次の例に見られるような問題が起こりうる.

例 1 $F(x, u)=x^{4}-2x^{2}u^{3}+u^{6}-u^{7}$ .
この多項式は $F(x, 0)=x^{4}$ なる基本形であり, 次のように解析的に因数分解できる.
$F(x, u)=(x^{2}-u^{3}+xu^{2}+ \frac{1}{2}u^{4}+\frac{1}{8}xu^{3}+\frac{1}{8}u^{5}+\cdots)(x^{2}-u^{3}-xu^{2}+\frac{1}{2}u^{4}-\frac{1}{8}xu^{3}+\frac{1}{8}u^{5}-\cdots)$.
しかし, $F(x, u)$ の Newton 多項式は $(x^{2}-u^{3})^{2}$ であり, $\overline{K}\{u\}[x]$ 内で互いに素な因子に分解できていない
ため, このままでは拡張 Hensel構成を用いて分解することができない. 口

このように, 重複因子を初期因子にもっ因子が可約か既約かという問題が出てくる. したがって, 初期処理
後, 基本形に変換された $F(x, u)$ の Newton 多項式が無平方な場合と無平方でない場合に大きくわけて考え
る必要がある.

3Newton 多項式が無平方な場合の解析的因数分解
定理 2([SIOO]) $F(x, u)\in K[x, u]$ は $x$ に関してモニックかっ無平方であるとする. $F(x, u)$ の Newton 多
項式 $F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ を $\overline{K}[x, u]$ 内で次式のように因数分解する ($r\geq 2$ と仮定).

$F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=F_{1}^{(0)}(x, u)\cdots F_{r}^{(0)}(x, u)$,

$\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(F_{*}^{(0)}., F_{j}^{(0)})=1$ $(\forall i\neq j)$ .
このとき, 任意の正整数 $k$ に対して, イデアル $S_{k+1}$ を $k=0\Rightarrow 1\Rightarrow 2\Rightarrow\cdots$ とするとき現れうる全ての
項を走査するように設定し , 次式を満たす $F_{i}^{(k)}(x, u)\in K(u)[x](i=1,$ $\cdots$ \mapsto を構成することができる.

$F(x, u)\equiv F_{1}^{(k)}(x, u)\cdots F_{r}^{(k)}(x, u)$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} S_{k+1})$ ,

$F_{\dot{l}}^{(k)}(x, u)\equiv F_{i}^{(0)}(x, u)$
$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} S_{1})$ $(i=1, \cdots, r)$ .

$\square$

$F_{\dot{l}}^{(\infty)}$ は, $x$ に関して多項式だが, 従変数に関して有理式となってしまう. しかし, この有理式には次のよ
うな特徴がみられる.

系 3([SIOO]) $F_{1}^{(k)}$. の項 $x^{e_{\approx}}$ の各係数は $N/D$ の形をしている. ここで, $N$ と $D$ は従変数 uに関する同次多
項式で tdeg(N)-tdeg(D) $\geq 0$ である. すなわち, $F_{\dot{l}}^{(\infty)}\in\overline{K}\{(u)\}[x]$ である. 口

(注釈) 2 変数の場合, 従変数に関する同次多項式は単項式に他ならないから, Hensel 因子 $F_{i}^{(k)}(x, u)$ は

$x$ と $u$ に関する多項式となる : $F_{\dot{l}}^{(\infty)}(x, u)\in\overline{K}\{u\}[x](i=1, \cdots, r)$ . また, $F_{*}^{(0)}.(x, u)$ は $x$ に関して 1 次式
となるので, $F_{i}^{(\infty)}(x, u)$ がそのまま解析的既約因子となる.

拡張 Hensel 因子の係数の分母項には, 以下に述べる命題 5 ような特徴が見られる. 一般性を失うことな
く, 初期因子は $G^{(0)}(x, u),$ $H^{(0)}(x, u)$ の 2 っとする.

$F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ $=$ $G^{(0)}(x, u)H^{(0)}(x, u)$ ,
$G^{(0)}$ $=$ $g_{n}x^{n}+\cdots+g_{0}x^{0}$ ,
$H^{(0)}$ $=$ $h_{m}x^{m}+\cdots+h_{0}x^{0}$ , $d=n+m$.
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定義 4(integral もしくは rational な Hensel 因子) Hensel 因子 $F_{i}^{(k)}(x, u)$ が従変数に関する整数べき
級数であるとき, それを integral とよび, そうでないときは rational とよぶ. 口

命題 5([SIOO]) 拡張 Hensel 因子 $G^{(\infty)},$ $H^{(\infty)}$ が rational な場合, それらの有理式係数の分母に現れる因
子は $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(G^{(0)}, H^{(0)}),g_{n},$ $h_{m}$ , およびそのべき乗のみである. 特に, $H^{(0)}=x^{m}$ の場合には, $G^{(0)}$ と $H^{(0)}$ の

分母に現れるのは go のべき乗のみである. 口

このように, Hensel 因子の係数の分母項には, それぞれ固有の形をしているという特徴がみられる. では,

これらの Hensel 因子をうまく組み合わせて解析的因子を得ることはできないだろうか.

命題 6([SIOO]) 初期因子が原始的であるとする. 一方が integral で他方が rational な拡張 Hensel 因子の
積が integral になることはなく, 分母の因子が本質的に異なる (つまり, 多重度と共通因子を除いたとき異
なる) rationml な拡張 Hensel 因子の積が integral になることはな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ . 口

これにより, 解析的既約因子を得るための拡張 Hensel 因子の組み合わせに対して, 次の戦略を得る.

1. まず, Newton線の傾きを同じくして構成された拡張Hensel 因子が固有の分母因子を持てば, 同じ分

母を持つ Hensel 因子を組み合わせて, 固有の分母因子を消去する.

2. 次に, Newton線の傾きを異として構成された拡張 Hensel 因子が同じ分母を持てば, 分母因子の多い
順から Hensel 因子を組み合わせて, その分母を消去する.

4Newton多項式が無平方でない場合の解析的因数分解

Newton 多項式が無平方でないとき, 3 変数以上の場合, Hensel 因子は $\overline{K}\{(u)\}[x]$ 内で既約とは限らない

ため, 前章での戦略が使えない. これが問題である. 2 変数の場合も , Hensel 因子は解析的に既約とは限ら
ないが, 次に述べる 2 つの解決方法がある. この 2 つの方法のうち, 拡張 Hensel構成を用いる方法を 3 変
数以上の場合に拡張する.

4.1 2 変数の場合

初期処理を施して基本形に変換された $F(x, u)$ を, 拡張 Hensel構成を用いてさらに分解する. その際の

Newton線の傾きをー $\hat{\delta}/\hat{d}$ $(\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(\hat{d},\hat{\delta})=1)$ とするとき, Newton 多項式 $F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ は次のように表すことができ

る. ただし $9\in-\overline{K}$ で, Newton 多項式が無平方でないので $m_{i}\geq 2$ である.

$F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ $=$ $x^{n_{0}}$ $(x^{\hat{d}}-c_{1}u^{\delta})$ . . . $(x^{\hat{d}}-c_{r}u^{\hat{\delta}})$ $(x^{\hat{d}}-c_{\mathrm{r}+1}u^{\hat{\delta}})^{m_{1}}$ . . . $(x^{\hat{d}}-c_{\mathrm{r}+r’}u^{\hat{\delta}})^{m_{r’}}$

拡張
$F(x,u)\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}1$

構成
$\Downarrow=$

$F_{0}^{(\infty)}\downarrow$ $F_{1}^{(\infty)}\downarrow$ $F_{r}^{(\infty)}\downarrow$
$F_{r+1}^{(\infty)}\downarrow$ $F_{r+r}^{(\infty)}\downarrow$

,

ここで, 上式右辺の各因子は次のように処理していく.

・ $F_{0}^{(\infty)}(x, u)$ : 原点に特異点をもつので, さらに拡張 Hensel 構成を続行する.

$\bullet$
$F_{1}^{(\infty)}(x,u),$

$\cdots,$
$F_{r}^{(\infty)}(x,u)$ : 解析的に既約な因子となっている.. $F_{r+1}^{(\infty)}(x, u),$

$\cdots,$
$F_{r+r}^{(\infty)},(x, u)$ : 解析的に既約とは限らないため, 次に述べる展開基底法か, 共役とそれ

に伴う変換を導入した拡張 Hensel構成を用いる方法で解析的に既約な因子に分解する.
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411 展開基底を用いる方法

Abhyankar の展開基底による方法 [Abh89] [Abh90] では, Newton 多項式の重複既約因子 $x^{\hat{d}}-cu^{\hat{\delta}}$ を新
たな変数 $G_{1}$ とおき, 与えられた多項式 $F(x, u)$ を $G_{1}$ を主変数とする多項式と見ることで, 途中で分数べ
きを出すことなく解析的因数分解を行う. 多項式 $F(x, u)$ に対する展開基底の生成方法, 既約性判定, 及び
可約な場合の既約因子の構成法の詳細は [Abh90] [Ku089] $[\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{C}97]$ を参照されたい.

例 2(展開基底法)
$F(x, u)=(x^{2}-u^{3})^{2}-u^{7}\in K[x, u]$ .

Newton 多項式 $F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=(x^{2}-u^{3})^{2}$ は $\overline{K}[x,$ \rightarrow 内で互いに素な因子に分解できていない. よって, 従変数,
主変数, 重複既約因子の順に, 次のように展開基底とその weight を定める.

展開碁底 $G_{-1}:=u$ , $G_{0}:=x$ , $G_{1}:=x^{2}-u^{3}$

weight 1 $\underline{3}$. $\frac{7}{\mathrm{Q}}$

2 2

従変数の weight $w(G_{-1})$ を 1 と定め, これを基準に, $x^{2}-u^{3}$ すなわち $G_{0}^{2}-G_{-1}^{3}$ の各項の weight が同
じになるように $w(G_{0})$ を $\frac{3}{2}$ と, $(x^{2}-u^{3})^{2}-u^{7}$ すなわち $G_{1}^{2}-G_{-1}^{7}$ の各項の weight が同じになるように
$w(G_{1})$ を $\frac{7}{2}$ と定めている.

$F(x, u)$ を $G_{1},$ $G_{0},$ $G_{-1}$ の順に割って $F(x, u)=G_{1}^{2}-G_{-1}^{7}$ と表し, 各項に対して, 横軸に $G_{1}$ のべき , 縦
軸に weight 付きで $G_{-1},$ $G_{0}$ のべきの和をとった 2 次元平面上の点を対応させると, その Newton 多項式

。$\mathrm{w}\mathrm{G}_{1}$
は $F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{G}_{1}}=G_{1}^{2}-G_{-1}^{7}$ となる. ここで, $-G_{-1}^{7}$ を $G_{1}^{2}$ に割り振りたいのであるが, このままでは

うまくいかないため, $-G_{-1}^{7}$ と weight を同じくする別の表現を探す. この場合は,

$\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{E}\mathrm{E}^{\wedge}kffl \mathrm{V}\backslash \gamma\sim$. $\mathrm{F}\Re$

$-G_{-1}^{7}$ $=$ $G_{-1}^{4}G_{1}$ $G_{-1}^{4}G_{0}^{2}$

$–$

$( -u^{7} = u^{4}(x^{2}-u^{3}) u^{4}x^{2} )$

fi$fl\sigma$) weight
7 7.5 7

$(1\cross 7)$ $(1 \cross 4+\frac{7}{2} \mathrm{x} 1)$ $(1 \mathrm{x} 4+\frac{3}{2} \cross 2)$

であるから, $-G_{-1}^{7}$ のかわりに一 $G_{-1}^{4}G_{0}^{2}$ を用いて以下のように割り振ることができる.

$F(x, u)$ $=$ $G_{1}^{2}-G_{-1}^{7}$

$=$ $G_{1}^{2}-G_{-1}^{4}G_{0}^{2}+\cdots$

$=$ $(G_{1}+G_{-1}^{2}G_{0})(G_{1}-G_{-1}^{2}G_{0})+\cdots$ .
互いに素な多項式因子に分解できたので, あとは拡張互除法を用いて高次項を割り振っていく. 口

412 拡張 Hensel構成を用いる方法 [SasOO]

$F\sim \text{二ゝ}=(x^{\hat{d}}-\mathrm{c}_{\mathrm{r}+i}u^{\hat{\delta}})^{m}:+\Delta F_{r+\dot{\iota}}^{(1)}+\Delta F_{r+\dot{\iota}}^{(2)}+\cdots(i=1, \cdots, r’)$を簡単のため,
$F=(x^{\hat{d}}-cu^{\hat{\delta}})^{m}+\Delta F^{(1)}+\Delta F^{(2)}+\cdots$ として話をすすめる. このとき Newton 多項式 FN。$\mathrm{w}$

は,

$F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=(x^{\hat{d}}-cu^{\hat{\delta}})^{m}= \prod_{\dot{*}=1}^{\hat{d}}(x-c^{1/\hat{d}}e^{2i\pi \mathrm{i}/\hat{d}}u^{\hat{\delta}/\hat{d}})^{m},$ $\mathrm{i}=\sqrt{-1}$.

と分解できるので, これら $\hat{d}$個の因子を初期因子として拡張Hensel構戒することができる.

定義 7(写像 $\mathrm{R}_{\hat{d}}$ と共役多項式) $\hat{d}\in \mathrm{z},\hat{d}\geq 2$ に対して, 次のような写像 $\mathrm{R}_{\hat{d}}$ を定義する.

$\overline{K}\{u^{1/\hat{d}}\}[x]arrow\overline{K}\{u^{1/\hat{d}}\}[x]$ ,
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$\mathrm{R}_{\hat{d}}$ : $G(x, u^{1/\hat{d}})\mapsto G(x, e^{2\pi \mathrm{i}/\hat{d}}u^{1/\hat{d}})$ ,

$G_{i}(x, u^{1/\hat{d}})=\mathrm{R}_{\hat{d}}^{i}\cdot G_{0}(x, u^{1/\hat{d}})=G_{0}(x, e^{2i\pi \mathrm{i}/\hat{d}}u^{1/\hat{d}}),$ $i=1,$ $\cdots,\hat{d}$ .

このとき, $G_{1},$ $\cdots,$ $G_{\hat{d}}$ (もしくは $G_{0},$ $\cdots,$ $G_{\hat{d}-1}$ ) は $\mathrm{R}_{\hat{d}}$ に関して共役であるという. 口

上記 $F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ の分解を初期因子とする Hensel 因子は $\mathrm{R}_{\hat{d}}$ に関して共役であることが分かる.

$F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=(x^{\dot{d}}-cu^{\hat{\delta}})^{m}==$
$(x-\zeta_{1}u^{\hat{\delta}/\hat{d}})^{m}G_{1}^{(0)}(x,u)$ $(x-\zeta_{\hat{d}}u^{\hat{\delta}/\hat{d}})^{m}G_{\hat{d}}^{(0)}(x,u)$

’
$\zeta_{i}=c^{1/d}e^{2i\pi 1/\hat{d}}$

拡張
$\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}ffiF(x, u)=$ $G_{1}^{(\infty)}(x, u)\Downarrow$ $G_{\hat{d}}^{(\infty)}(x, u)\Downarrow$

, $G_{\dot{\iota}}^{(\infty)}(x, u)\in\overline{K}\{u^{1/\hat{d}}\}[x]$

$G_{1}^{(\infty)}(x, u),$
$\cdots,$

$G_{\hat{d}}^{(\infty)}(x, u)$ は Rd^に関して共役.

解析的因数分解を行うには, $G_{i}^{(\infty)}(i=1, \cdots,\hat{d})$ をさらに分解する必要がある. 1,かし, $G_{1}^{(\infty)}$. の Newton 多
項式 GiN6。$=(x-\zeta_{i}u^{t/\hat{d}})^{m}$ が 2 つ以上の互いに素な因子に分解できないので, 拡張 Hensel構戒すること
ができない. よって, 次のような変換を考える.

定義 8(変換 $T_{x}$ )
$G(x, u)=x^{m}+g_{m-1}(u)x^{m-1}+\cdots+g\mathrm{o}(u)\in\overline{K}\{u^{1/\hat{d}}\}[x]$

に対して, 変換 $T_{x}$ を次式で定義する.

$T_{x}$ : $G(x, u)\mapsto H(x, u):=G(x-gm-1(u)/m, u)$ .
口

上記の $G!^{\infty)}(x, u)$ を次式のように表し, $H_{1}.(x, u):=T_{x}\cdot G_{\dot{l}}^{(\infty)}$ とおく.

$\{$

$G_{i}^{(\infty)}(x, u):=x^{m}+g_{i,m-1}(u)x^{m-1}+\cdots+g:,\mathrm{o}(u)\in\overline{K}\{u^{1/\hat{d}}\}[x]$ ,
$H_{i}(x,u):=T_{x}\cdot G_{i}^{(\infty)}(x, u)=G_{i}^{(\infty)}(x-g:,m-1(u)/m,$ $u)$ $(i=1, \cdots,\hat{d})$ .

すると, $G_{i}^{(\infty)}\equiv G_{\dot{l}}^{(0)}=(x-\zeta\dot{.}u^{\hat{\delta}/\hat{d}})^{m}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} S_{1}),$ $g_{\dot{\iota},m-1}(u)x^{m-1}\equiv-m\zeta_{1}.u^{\hat{\delta}/\hat{d}}x^{m-1}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} S_{1})$ より,

$H.\cdot(x, u)\equiv x^{m}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} S_{1})$ となる. したがって, $H_{i}$ [こ対して Newton線を引き直すと , $F(x, u)$ のもの (こ比

べて傾きが大きくなることが分かる. この変換後, $H_{i}$ の Newton 多項式が再び $H_{\dot{\iota}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}(x, u)=(x-cu)^{m}$

となることもあるが, この場合は再ひ上記変換を適用する. こうすることにより, $H_{i}$ の Newton 多項式を
次のように $\overline{K}[x, u^{1/\hat{d}}]$ 内で互いに素な因子に分解する. 分解不可能なら $F(x, u)$ は解析的に既約である.

$H_{i_{\mathrm{N}\cdot \mathrm{w}}}=H_{i1}^{(0)}(x, u)\cdots H_{1\lambda}^{(0)}.(x, u)$ $(i=1, \cdots,\hat{d})$ ,

$H_{1j}^{(0)}.(x, u)\in\overline{K}[x, u^{1/\hat{d}}]$ $(i=1, \cdots,\hat{d};j=1, \cdots, \lambda)$ .
これらを初期因子として拡張 Hensel構成した結果を次のようにおく.

$H_{1}.(x,u)=H_{11}.(x, u)\cdots H_{\dot{\iota}\lambda}(x,u)$ , $H_{ij}\in\overline{K}\{u^{1/\hat{d}}\}[x]$ $(j=1, \cdots, \lambda)$ .

以上の分解を用いて, 次のように解析的因数分解を行うことができる.
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1. $\overline{K}[x, u^{1/\hat{d}}]$ 内で拡張 Hensel構成

$F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=$ $(x^{\hat{d}}- cu^{\hat{\delta}})^{m}=$ $(x-\zeta_{1}u^{\hat{\delta}/\hat{d}})^{m}$ $(x-\zeta_{\hat{d}}u^{\hat{\delta}/\hat{d}})^{m}$ , $\zeta_{i}=c^{1/\hat{d}}e^{2i\pi \mathrm{i}/\hat{d}}$

$=$ $G_{1}^{(0)}(x, u)$ $G_{\hat{d}}^{(0)}(x, u)$

拡張
$\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{成}F(x, u)=$ $G_{1}^{(\infty)}(x, u)\Downarrow$

$G_{\hat{d}}^{(\infty)}(x, u)\Downarrow$

2. 変換 $T_{x}$ を施し, さらに拡張 Hensel 構成

HiNewを–K$[x, u^{1/\hat{d}}]$ 内で分解 (不可能ならば解析的に既約) し, 拡張 Hensel構成する
$\downarrow$

$G_{1}^{(\infty)}(x, u)$ $=$ $x^{m}+g_{1,m-1}(u)x^{m-1}+\cdots+g_{1,0}(u)$ $arrow$ $H_{1}(x, u)$ $=$ $H_{11}$ $H_{1\lambda}$..$\cdot$ ..$\cdot$ ..$\cdot$

$T_{x}$ .$\cdot$. .$\cdot$. ... .
$\cdot$. .$\cdot$.

$G_{\hat{d}}^{(\infty)}(x, u)$ $=$ $x^{m}+g_{\hat{d},m-1}(u)x^{m-1}+\cdots+g_{\hat{d},0}(u)$ $arrow$ $H_{\dot{d}}(x, u)$ $=$ $H_{\hat{d}1}$ $I_{\hat{d}\lambda}$

3. 組み合わせ
$G_{1}^{(\infty)}$ $=$ $[T_{x}^{-1}\cdot H_{1}(x, u)]$ $=$

.$\cdot$

. .$\cdot$. .$\cdot$. ..$\cdot$

$G_{\hat{d}}^{(\infty)}$ $=$ $[T_{x}^{-1}\cdot H_{\hat{d}}(x, u)]$ $=$

解析的因数分解 $F(x, u)$ $=$

ここで, $\hat{G}_{j}=\prod_{i=1}^{\hat{d}}[T_{x}^{-1}\cdot H_{\dot{l}j}](j=1, \cdots, \lambda)$である.

4.2 3変数以上の場合

初期処理を施して基本形に変換された $F(x, u)$ を, 従変数に関する全次数変数 $t$ を導入し, 拡張 Hen細構

成を用いてさらに分解する. 前述の 2 変数の場合と同様に, 次のような Newton 多項式を扱う. ただし,
$m_{i}\geq 2$ で, $h_{j}$ は全次数 $\hat{\delta}$ の $u$ の同次多項式を表すものとする.

$F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ $=$ $x^{n\mathrm{o}}$ $(x^{\hat{d}}-t^{\hat{\delta}}h_{1})$ $(x^{\hat{d}}- t^{\hat{\delta}}h_{\mathrm{r}})$ $(x^{\hat{d}}- t^{\delta}h_{r+1})^{m_{1}}$ $(x^{\hat{d}}- t^{\hat{\delta}}h_{r+r’})^{m_{r’}}$

拡張
$F(x,u)\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}1$

構成
$\Downarrow=$

$F_{0}^{(\infty)}\downarrow$ $F_{1}^{(\infty)}\downarrow$ $F_{r}^{(\infty)}\downarrow$
$F_{r+1}^{(\infty)}\downarrow$ $F_{r+r}^{(\infty)}\downarrow$

,

ここで, 上式右辺の各因子は次のように処理してぃく.

・ $F_{0}^{(\infty)}(x, t, u)$ : 原点に特異点をもっので, さらに拡張 Hensel構成を続行する.. $F_{1}^{(\infty)}(x, t, u),$
$\cdots,$

$F_{r}^{(\infty)}(x, t, u):\overline{K}\{(u)\}[x, t]$の既約因子となっている.. $F_{r+1}^{(\infty)}(x, t, u),$
$\cdots,$

$F_{r+r}^{(\infty)},(x, t, u):\overline{K}\{(u)\}[x,t]$ で既約とは限らないため, 次 [こ述べるように, 代数関
数と変換 $T_{x}$ を用いた拡張 Hen細構成を用いる方法でさらなる分解を試みる.

以後, Fr(+\infty l.ゝ $(x, t, u)=(x^{\hat{d}}- t^{\mathit{8}}h_{r+j}(u))^{m_{l}}+\cdots$ を簡単のため $F=(x^{\hat{d}}- t^{\hat{\delta}}h(u))^{m}+\cdots$ として話をすす
める. ます, Newton 多項式 $F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=(x^{\hat{d}}-t^{\hat{\delta}}h(u))^{m}$ の重複部分を

$x^{\hat{d}}-t^{\delta}h(u)= \prod_{i=1}^{\hat{d}}(x-t^{\hat{\delta}/\hat{d}}\theta_{\dot{\iota}})$, $\theta_{:}=e^{2:\pi 1/\hat{d}}h(u)^{1/\hat{d}}$, $\mathrm{i}=\sqrt{-1}$

のように $x$ の 1 次因子の積にわける.
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1. $\overline{K}(u)(\theta_{1}, \cdots, \theta_{\hat{d}})[x, t^{1/\hat{d}}]$内で拡張 Hensel 構成

$F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=(x^{\hat{d}}-t^{\hat{\delta}}h(u))^{m}=$ ($x$ -t6/d\mbox{\boldmath $\theta$}科 m $\ldots$ $(x-t^{\hat{\delta}/\hat{d}}\theta_{\hat{d}})^{m}$

$=$ $G_{1}^{(0)}$ . . . $G_{\hat{d}}^{(0)}$

拡張 Hensel 構成
$G_{1}^{(\infty)}\Downarrow$ $.\cdot\cdot$

.
$.\cdot$

$\Downarrow$

$F(x, u)=$ . . . $G_{\wedge}^{(\infty)}$

$G_{\dot{l}}^{(\infty)}$は $\theta_{1},$ $\cdots$ , \mbox{\boldmath $\theta$}d^のうち\mbox{\boldmath $\theta$}:の*を用いて表すことがもきる.

2. 変換 $T_{x}$ を施し, さらに拡張 Hensel 構成
H:Nowを–K(t&)(\mbox{\boldmath $\theta$}� $[x, t^{1/\hat{d}}]$ 内で分解 (不可能ならば解析的に既約) し, 拡張 Hensel構成する

$\downarrow$

$G_{1}^{(\infty)}$ $=$ $x^{m}+g1,m-1(u)x^{m-1}+\cdots+g_{1},\mathrm{o}(u)$ $arrow$ $H_{1}$ $=$ $H_{11}$ $H_{1\lambda}$

.$\cdot$. .$\cdot$. .$\cdot$. $T_{x}$
.$\cdot$. $\cdot$.$\cdot$ ..$\cdot$ ..$\cdot$

.$\cdot$.
$G_{\dot{d}}^{(\infty)}$ $=$ $x^{m}+g_{\hat{d},m-1}(u)x^{m-1}+\cdots+g_{\hat{d},0}(u)$ $arrow$ $H_{\hat{d}}$ $=$ $H_{\hat{d}1}$ $H_{\hat{d}\lambda}$

3. 組み合わせ G(へ) $=$ $[T_{x}^{-1}\cdot H_{1}]$

.$\cdot$. ... ...
$G_{\dot{d}}^{(\infty)}$ $=$ $[T_{x}^{-1}\cdot H_{\hat{d}}]$

$F(x, u)$

ここで, $\hat{G}_{j}--\cdot\prod_{-=1}^{\hat{d}}[T_{x}^{-1}\cdot H_{1j}.](j=1, \cdots, \lambda)$ である.

以上のように, $\overline{K}\{(u)\}[x, t]$ で既約な因子 $\hat{G}_{1},$ $\cdots,\hat{G}_{\hat{d}}$ に分解したあとは, 分母を見て Hensel 因子を組み合
わせて解析的既約因子を構成する問題に帰着する.
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