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1 はじめに

数式処理のアルゴリズムの中で、記号積分に関する研究は極めて重要である。被積分関数の型を有理関数
のみとしていた初期のアルゴリズムの拡張がはかられている。 しかし、 より広範な問題に数式処理を活用す

るためには、数学公式データベースを作成し、パターンマッチングを行うことにより記号積分を行う方法に
頼らざるを得ない。 現在までの数式処理に関する研究では、 必ずしもデータベースとの結合は十分には検
討されてはいない。この種の研究として、数式処理システム GAL [9] を対象として、関係データベースの上
で、数学公式の構造とインデキシング手法 [10] について述べたものが発表されているのみである。そこで、
本研究では、数式処理システムの固有の数式表現や命令形態に依ることなく、数学公式データベースにより
記号積分を行えるようなシステム作成を行うことを目標とする。 このため、数式表現には、OpenMath 表
現を採用した $[1, 2, 3]_{\text{。}}$ OpenMath による数式表現は XML 形式 [4] で表されており、XML の名前が、記
号、演算子、関数名の数学オブジェクトである OpenMath オブジェクトに対応する。このような数学オブ
ジェクトを木構造を用いて表現することによって、結果として公式の検索を容易にすることが出来る。記号
積分を実行するために、超幾何関数を一般化した Maijer の $G$ 関数 $[6, 8]$ を実装し、公式の自動作成・検索
を行う。 $G$ 関数固有な演算によって、 $G$ 関数相互間の変換が可能てある。この技術を用い、任意の数式処
理システムで計算することにより、 $G$ 関数を変形し、新しい数学公式を導出し、数学公式データベースに
格納することが出来る。 この操作によって大量の数学公式を生成することが可能になる。
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2Meijerの $G$ 関数

21Meijer の $G$ 関数と関数定理

Meijer の $G$ 関数 $[6, 8]$ は次式によって定義される。

$G( \tilde{a}\cdot,\tilde{b},\cdot\tilde{c-}\vec{d\cdot,}z)=G_{\mathrm{p}q}^{mn}(z|a_{1},\ldots,a_{p}b_{q},\ldots,b_{q})=\frac{1}{2\pi i}\oint_{L}\Gamma(\begin{array}{lll}1- \tilde{a}+y,\vec{c}- y\vec{b}-y -\vec{d}+y \end{array})e^{yz}dy$ (1)

ここで、 $\tilde{a}=(a_{1}, \ldots,a_{n}),\tilde{b}=(a_{n+1}., \ldots, a_{p}),\tilde{c}=(b_{1}, \ldots, b_{m}),\tilde{d}=(b_{m+1}, \ldots, b_{q})$ である。 また、

$\Gamma(\begin{array}{llll}a_{1} \cdots ’ a_{m}b_{1} \cdots \cdots b_{n}\end{array})=.\cdot\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}^{\prod^{m}\Gamma(a_{l})}=\Gamma(b.\cdot)$

を意味する。
積分路 $L$ は $L_{\gamma+\dot{*}\infty},L_{\infty},L$ -。の 3つのいずれか [こなる。 $n,p-n,$ $m,$ $q-m$ は各々 $\vec{a},\vec{b},\vec{c,}$ d\rightarrow の要素数を示し

ている。Meijer の $G$ 関数は次のような性質を持つ。

$G(\mu,\vec{a}\cdot,\vec{b}\cdot,\vec{c}\mu,\vec{d}z)$ $=$ $G(\tilde{a}\vec{b}\cdot,\tilde{c\cdot},\vec{d}z)$ (2)
$G(\tilde{a}\cdot,\mu,\vec{b},\cdot\mu,\tilde{c\cdot,}\vec{d\cdot,}z)$ $=$ $G(\tilde{a}\cdot,\vec{b}\tilde{c}\tilde{d\cdot,}z)$ (3)

$G(\vec{a}\vec{b}\tilde{c}\vec{d\cdot,}-z)$ $=$ $G(1-\tilde{a}1-\tilde{b}1-\tilde{c}1-\tilde{d}z)$ (4)
$e^{tz}G(\tilde{a}\cdot,\tilde{b}\vec{c}\vec{d}z)$ $=$ $G(\vec{a}+t;\vec{b}+t;\tilde{c}+t;\vec{d}+t;z)$ . (5)

以上の性質を用いることにより $G$ 関数の積分定理を導くことができる $[6, 8]$。 以下に、 $G$ 関数の積分定理
を示す。

1. 不定積分

$\int G(\vec{a}-\vec{b}-\vec{c}\cdot\vec{d\cdot}z)|’ dz=G(1,\vec{a}-\vec{b}\cdot,\vec{c}\cdot,0,\vec{d\cdot,}z)$ (6)

2. 定積分

$\int_{0}^{y}x^{\alpha-1}G_{\mathrm{p}q}^{mn}(\omega 4a_{1},\ldots,$$a_{p}b_{1},\ldots,b_{q})$ 血 $=$ $y^{\alpha}G_{p+l,q+1}^{+1}(\omega\ovalbox{\tt\small REJECT} a_{1},\ldots,a_{n},$$1-\alpha,a_{n+1},\ldots,a_{\mathrm{p}}b_{1},\ldots,b_{m},$

$-\alpha,$

$b_{m+1},\ldots,b_{q})(7)$

3. 無限積分

$\int_{0}^{\infty}z^{t}G(\vec{a}\vec{b}\cdot,\vec{c}\tilde{d}\log(z)+v)dz$ $=$ $\frac{1}{u}e^{-\alpha v}\Gamma(\begin{array}{lll}-\vec{a}+1- \vec{c}+\alpha \alpha\overline{b}+\alpha -\vec{d}+1-\alpha \end{array})$ (8)

ただし、 $\alpha=\underline{t}\pm 1u$ である。

また、 $G$ 関数の積を用いる場合の無限積分は以下のようになる。

$\int_{0}^{\infty}z^{t}G_{1}G_{2}dz=\frac{1}{u}e^{-\alpha v_{2}}G_{3}$ (9)

ただし、 $\alpha=\underline{t}\pm u\underline{1}$ とし.

$G_{1}$ $=$ $G(\tilde{a_{1}}; \vec{b_{1}}; \tilde{c_{1}}; \vec{d_{1}};u\log(z)+v_{1})$ ,
$G_{2}$ $=$ $G$ ( $\vec{a_{2}};\tilde{b_{2}};\tilde{c_{2}};\tilde{d_{2}}$ ;ulog(z) $+$ v2),

$G_{3}$ $=$ $G(\vec{a_{1}}, -\vec{c_{2}}-\alpha+1;\vec{b_{1}}, -\tilde{d_{2}}-\alpha+1;c_{1}^{-}, -\vec{a_{2}}-\alpha+1;\tilde{d_{1}}, -\vec{b_{2}}-\alpha+1;v_{1}-v_{2})$

である。
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4. Cauchy の主値積分

$\int_{0}^{\infty}’\frac{G(\vec{a}\vec{b}\cdot\vec{c}\vec{d_{}}1\mathrm{o}\mathrm{g}(z)+v)}{z-\mu}dz=-\pi G(0,\vec{a}-\frac{1}{2},\tilde{b}\cdot,$$0, \vec{c\cdot},-\frac{1}{2},\tilde{d}v+\log(\mu))$ (10)

2.2 公式の生成

Meijer の $G$ 関数は次のような関係式によって新たに公式が生成できる。

221Sh垣 l Operators

$A_{i}$ $=$ $D+(-a_{i}+1)$

$B_{1}$. $=$ $-D+(b_{i}-1)$

$c_{i}$ $=$ $-D+$ 果

$D_{*}$. $=$ $D-d_{\dot{*}}$

$D= \frac{\partial}{\partial z}$ は微分法のための演算子である。 $A_{i}$ と $B_{i}$ は減算インデックス、 $C_{i}$ と $D_{i}$ は加算インデックスとみ
なすことができる。 この関係式を用いると、

$G(\dot{a}-\vec{e_{\dot{l}}};\tilde{b}j\vec{c}\tilde{d}z)$ $=$ $A_{:}G(\vec{a}\tilde{b}\vec{c}\tilde{d}z)$ (11)
$G(\vec{a}\vec{b}-\tilde{e_{\dot{\iota}}};\vec{c}\vec{d}z)$ $=$ $B_{:}G(\overline{a}\tilde{b}\tilde{c}\tilde{dj}z)$ (12)
$G(\vec{a}\cdot,\vec{b}\vec{c}+\tilde{e_{\dot{l}}};\vec{d}z)$ $=$ $C_{i}G(\vec{a}j\vec{b}\cdot,\tilde{c}\cdot,\tilde{d,\cdot}z)$

.
(13)

$G(\vec{a}\vec{b}\vec{c\cdot,}\vec{d}\dagger\vec{e_{1;}.}z)$ $=$ $D_{i}G(\vec{a};\tilde{b}\vec{c}\cdot,\tilde{d}z)$ (14)

となることは明白である。 ここで、 $\vec{e_{i}}$ は単位ベクトルである。Shift Operator を用いた公式生成の例を以下
に示す。

例:
$\sin(x)=G( ; ; \frac{1}{2};0;\frac{x^{2}}{4})$ の c\rightarrow (第 3 引数である $\frac{1}{2}$ ) について Shift Operator を用いることを考える。今、
式 (13) を用いると $G(; ; \frac{3}{2};0;\frac{x^{2}}{4})$ となる。

$G( ; ; \frac{3}{2};0;\frac{x^{2}}{4})$ $=$ $( \frac{x}{2}\frac{\partial}{\partial x}-\frac{1}{2}+1)G( ; ; \frac{1}{2};0;\frac{x^{2}}{4})$

$=$ $( \frac{x}{2}\frac{\partial}{\partial x}+\frac{1}{2})\frac{\sin(x)}{\sqrt{\pi}}$

$=$ $\frac{1}{2\sqrt{\pi}}(-x\cos(x)+\sin(x))$

このように Shift Operator を用いることにより新たに公式を求めることが可能である。 これらの関係式を
用いると、ある $G$ 関数 $G(\tilde{a}\cdot,\vec{b}\cdot,\tilde{c}\cdot, d^{-}.,z)$ の公式が与えられると新たに、 $G(\vec{a}-\vec{e_{\dot{l}}};\vec{b}j\tilde{c\cdot,}\vec{d-}z)$ など多くの公式を

得ることができる。 このような関係を利用して新たに公式を生成するアルゴリズムは、超幾何関数に対す
る公式生成アルゴリズム [7] を $G$ 関数に拡張することで得られている [8]。
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23Marichevの積分アルゴリズム

これらの定理によって積分の求解を行う。 $G$ 関数を用いた積分の求解は、次の手順で行ゎれる。

1. 被積分関数を $G$ 関数表現に変換する

例えば、 $\int_{0}^{y}e^{-x}dx$ を求めたい場合, $\int_{0}^{y}G_{01}^{10}(x|0^{\cdot})dx$ に変形する。

2. $G$ 関数の積分の定理から求めたい積分の解を $G$ 関数表現で求める
これは上述した $G$ 関数の定理を示した式 (11)-(14) を用いて行う。

3. 得られた $G$ 関数表現の式を通常の関数表現に戻す
2で得られた式を式 (7)$-(10)$ によって変形を行い、対応する通常の関数表現に変換する。

このアルゴリズムを数式処理システム REDUCE に実装する方法は議論されてぃる [6]。 1 と 3では、通常.
の関数表現と $G$ 関数表現の関係を参照し、処理を行なってぃる。 2 につぃては、積分公式の各引数に、実
際の値を代入することで、解の $G$ 関数表現を得てぃる。

3 システ\Delta の実際

3.1 数式の特性化

数学公式データベースを利用するには、数式処理システムが効率的に数学公式を検索できなくてはなら
ない。そこで、検索する際にキーとして用いる公式の特徴を抽出する方法を決定するために、数学公式の特
性化を行う。本研究での数学公式データベースはプラットフォーム独立であることに重点をおいてぃるた
め、数学公式の表現が、数式処理システム固有の表現に依存しないこと、効率的なインデックスを構成す
ること、数式の意味を保ったまま数学公式の通信が行なえること、という条件を満たさなければならない。
このような条件を満たすために、数学的オブジェクトを表現するための標準である OpenMath [1, 2, 3] に
従う。格納する数学公式は

(一般的な表現の式) $=$ ($G$ 関数表現の式)

例: $\frac{\sin(x)}{\sqrt{\pi}}$ $=$ $G_{02}^{10}( \frac{x^{2}}{4}|\frac{1}{2}.,\cdot 0)$

で表される公式であるが、 この公式の左辺と右辺それぞれの特性化を行う。

311 一般的な表現の式に関する特性化

数学公式は OpenMath に従う XML 形式で表現されてぃるので、XML の特性の中で、. XML 文書が木構造で表現できること

・タグに囲まれたデータ情報がタグの名前として表現されてぃること

という特性を用いて、左辺の特性化を行う。ノード名から得られる特性はその数式に含まれる関数名 $(sin,$ $co\epsilon,$ $log$

等) と演算子名 ( $\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{s},\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{s},\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}$ 等) である。 これらは OpenMath による数式表現では OMS オブジェクト
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に分類される。また、木構造より得られる特性は、深さ、葉の数、節ノード数である。これらは OpenMath
によって XML 形式に変換された数式を DOM [5] を用いて木構造に展開し、DOM による木構造表に対し
て、深さや葉の数をカウントすることでそれぞれの特性を抽出することができる。

312 $G$ 関数表現の式に関する特性化

$G$ 関数表現の式は上述したような XML による木構造の特徴では a1Jすることができない。 しかし、 $G$ 関

数の要素が同じであれば公式が複数存在することはない。そこで $G$ 関数表現の式に関する特性は以下のよ
うなものである。

$\bullet$
$\vec{a},\vec{b},\vec{c,}$ d\rightarrow の値そのもの. $\tilde{a},\vec{b},\vec{c,}$ d\rightarrow それぞれの要素数. $z$ に対応する変数

これらをキーとしてデータベースを設計する。

3.2 数学公式データベースの設計

・数学公式リレーション @\preceq 火旦, 一般的な表現の式, $G$ 関数表現の式)

・インデックスリレーション (公式番号, 深さ, 葉の数、OMS の数、 シンボル名)

$\bullet$ $G$ 関数リレーション (公式番号, $\mathrm{A}$ベクトル, $\mathrm{B}$ ベクトル, $\mathrm{C}$ ベクトル,$\mathrm{D}$ ベクトル,z)

数学公式リレーションでは公式番号を主キーとして検索を行なうことができるため、設計にはリレーショナ
ルデータベースモデルに従った。インデックスリレーションおよひ $G$ 関数リレーションに関しては一つの

公式に関して複数のキーワードが存在するため、オブジエクトリレーショナルモデルに従った。

33 公式運用部の流れ

図 1 は公式運用部の流れを表したものである。 それぞれの動作について、以下で説明する。

(A) 入力式の解析
入力式は XML形式で表されているので、DOMパーサを用いて木構造に変換して以下の解析を行なう。

・不定積分であるか定積分を判定し、積分処理するためにどの定理が使えるかの判定を行なう。. OMS ノードに対する変数名を抽出する。

・木構造の特徴量を抽出する。

(B) インデックスリレーションによる検索
インデックスリレーションは XML 形式で格納する。 これを木構造にしたものを用いて、検索を行
なう。

$<\mathrm{f}$ormura id=115屋屋 1\supset

$<\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{p}>4</\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{p}>$
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図 1: 公式運用部の流れ

く leaf\succ 7 $</\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{f}>$

く OMS\succ 6 $</0\mathrm{M}\mathrm{S}>$

$<\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}>\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{s}</\mathrm{S}y\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}>$

$<\mathrm{S}y\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}>\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}</\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}>$

$<\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}>\sin</\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}>$

$<\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}>\cos</\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}>$

$</\mathrm{f}$ormula$>$

これは、

$- \frac{1}{2}x\omega s(x)+\frac{1}{2}s.n(x)=\sqrt{\pi}G_{02}^{10}(\frac{x^{2}}{4}|\frac{\theta}{2}.,\cdot 0)$ (15)

という公式の左辺に関する特徴量を示しているものである。 このような公式に関するデータの集まり
がインデックスリレーションには格納されている。 このインデックスリレーションと入力式を解析す
ることによって得られたキーをもとにパターンマッチングを行ない、それに対応する公式番号を抽出
する。

(C) データベース検索 1
データベース検索は、Ja�言語によるデータベース接続によって SQL を実行することで実現してい
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る。データアクセスインターフェースとして JDBC を利用している。 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$) で得られた公式番号をキー
としてデータベース検索を行ない XML 形式で書かれた $G$ 関数表現の式を求める。

(D) 積分処理
(C) で得られた XML 形式で書かれた $G$ 関数表現の式に積分の処理を行なうのだが、積分の処理は大

別して不定積分と定積分がある。入力式を解析した際にどの積分であるか判定しているので、それに

よって、 3 章で述べた対応する積分の処理を行なう。 この処理によって、XML 形式で書かれた新たな
$G$ 関数表現の式を得る。

(E) $G$ 関数リレーションによる検索

(B) と作業は同じであるが、 $G$ 関数表現の式から一般の表現の式に変換するために行なう。
$G$ 関数リレーションは XML 形式で格納する。 これを木構造にしたものを用いて、検索を行なう。

く fomula id=115屋屋 1 $>$

$<\mathrm{A}$ name$=^{1\dagger}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}o\mathrm{r}_{-}\mathrm{a}^{\mathrm{t}\prime}></\mathrm{A}>$

く B name$=^{\mathfrak{l}1}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}_{-}\mathrm{b}^{1\prime}></\mathrm{B}>$

$<\mathrm{C}$ nane$=\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\prime \mathrm{t}\prime o\mathrm{r}_{-}\mathrm{c}^{11}><0\mathrm{M}\mathrm{I}>3/2</0\mathrm{M}\mathrm{I}><\mathrm{O}\mathrm{M}\mathrm{I}>0</0\mathrm{N}\mathrm{I}></\mathrm{C}>$

$<\mathrm{D}$ nane$=^{\mathrm{t}\mathrm{I}}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}o\mathrm{r}_{-}\mathrm{d}^{1\mathfrak{l}}><0\mathrm{M}\mathrm{I}>0</0\mathrm{M}\mathrm{I}></\mathrm{D}>$

$<\mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{j}$ er-Z$>\mathrm{x}^{\wedge}2/4</\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{r}_{-}\mathrm{Z}>$

$</\mathrm{f}$ormula$>$

これは式 (22) の右辺の情報を記述したものてある。 このような公式に関するデータの集まりが $G$ 関

数リレーションには格納されている。 この $G$ 関数リレーションと (D) で得られた $G$ 関数表現の式か

ら得られる特徴量をもとにパターンマッチングを行ない、それに対応する公式番号を抽出する。

(F) データベース検索 2
(C) と作業は同様である。 (E) で得られた公式番号をキーとして XML 形式で書かれた一般の表現の
式を求める。

4 おわりに

本研究では、数式処理システムに依存しない一部の数学公式データベースの構築と数学公式データベー
スを利用した積分の演算を行うシステムの構築を行った。
今後の課題としては

・現在、対象とする関数が初等関数のみであるので、初等関数以外の数学公式データベースを増やす

・各数式処理システムとつなぐシステムの構築

が挙げられる。
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