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1 はじめに

人間の創造的推論の一例として初等幾何の証明問題 (幾何推論) をとりあげ、補助線を発見しながら人間

的な証明を行なうメカニズム「補助線付き推論」を提案し、その高速化について報告する。
初等幾何の推論を自動的に行う方法には大きくわけて論理的方法と代数的方法がある。 論理的方法は幾
何の概念を述語論理により表現し、演縄により推論を行う。 初期には、前向きに推論を行なう方法 ([7]) が

あるが、証明できるものは非常に簡単なものに限られていた。最近になって演縄データベースを月いて推

論を行なう不動点法 [6] が提案された。一方、代数的方法は幾何の概念を代数として表現し、その代数演算
により推論を行う。連立方程式の求解捜査で推論を行う Wu の方法 [8] 後、代数的方法はその推論能力に

より幾何推論の主役になっていった。 幾何概念を面積やピタゴラス差分に対応させた面積法 [3] や角度に関

する定理を利用して線分を消去する全角法 [5]、代数方程式に変換した Gr\"obner 基底法 [1] や Cylindrical
Algebraic Decomposition (CAD) [2] がある。Wu の方法や Gr\"obner基底法は角度など順序概念にかかわる

証明能力が劣っているがこの弱点を論理的方法で補う方法も考案されている ([9])。
自動証明は人間が行うような知的な問題解決を目指しているにもかかわらず、補助線を追加するような

問題は難しく、まだ人間の思考に追い付いてはいない。代数的方法の証明手段は方程式の求解操作が推論に
置き換えるので、数学者が行なうな証明法とは異なる。 したがって、われわれがその証明過程を知りたとき
はその求解操作を追う必要があり生成される証明は難解である。 一方、論理的方法で用いる述語論理は高
次の概念を記述、推論が可能であり、その証明はより短くわかりやすいものになる可能性がある。しかしな

がら、不動点法は証明の全探索に頼りその手法は極めて機械的である。 上で述べたアプローチでは必ず証
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明が出来るということだけに重きを置いており、証明の過程や出力の可読性は後回しにされることが多かっ

た。 これに対して実際の人間の推論は、知識に基づく大胆な刈り込み、一瞬で証明を行い、独創的な定理を

証明することもできる。

本研究では、補助線の導入を含めた推論規則を利用度に応じて適用することで効果的な補助線を発見す
るメカニズムを提案する。 また、人間の刈り込みのメカニズムを明らかにし、創造的でより高度な問題解決

システムの構築を目指す。
補助線付き推論は十分に短くわかりやすい証明が得られた。 また、絞り込みの導入により探索時間は導入

前のおよそ半分、ステップ数は最高で約 6 分の 1 程になった。
有効な補助線を \S | $\langle$ ことは非常に創造的な発見である。絞り込みという操作は人間が素早く結論を得る

ためにいつもしている行為であるので、非常に人間的といえる。補助線発見のメカニズムは幾何推論をケー

ススタディとして独創性や創造活動の解明の糸叫こなると期待される。

2 補助線付き推論

補助線付き推論は仮定から推論を行なう前向き推論の一種で、人間が普段使用するような高次の推論規
則を用いて推論を行なう。 この章では、幾何学的関係の表現方法と推論規則の詳細およひ証明の構戒につい
て述べる。

2.1 幾何学的関係の表現

図形における幾何学的関係は表 1 に示す述語によって表される事実の集合によって表される。

表 1: 幾何概念の記述

linel と hne2 のなす角とは hnel から hne2へ反時計回りに回転させ重なる角のことである。対頂角

も同じ表現 (こなる。 linel と line2 とのなす角は line2 と linel とのなす角とは互いに補角であること

に注意せよ。 この定義では、「対頂角は同じ角度」という公理を暗黙に含むのでひとつの事実でふたつの角

度が決まる。 角度のこの表現はわれわれの取り扱う情報の記述には十分である。

本 2
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22 推論規則

推論規則は前提と帰結と呼ぶ事実の集合の組であり、前提の中の事実が全て威り立っとき、帰結の中の事
実が全て正しいことを意味する。以下で本論文で用いる各推論規則を見ていくことにする。
推論規貝 $1\mathrm{J}$ tyuten, heiko, nitohenl, nitOhen2 を表 2{こまとめる。

表 2: 推論規則

$\not\in_{ff mfflfl^{1}\mathrm{J}}^{\ni\alpha}$ $ff|\mathrm{J}\not\in$ $|\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }^{\sqrt}\beta_{\mathrm{D}}$

tyuten eqlength(A. B. $\mathrm{B}$ . C)

line (Linel, $[\mathrm{A},$ $\mathrm{B}$ , $\mathrm{C}]$ )

line $(\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}2_{*} [\mathrm{C}, \mathrm{D}])$

$\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\{$

line l

line $($

eqlel
half]

$\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}]$

$f$ $(\mathrm{P})$

$(\mathrm{L}1. [\mathrm{B}. \mathrm{P}])$

($\mathrm{L}2_{*}$ $[\mathrm{A}.$ $\mathrm{P}$ . Dl)

lgth($\mathrm{A}.$ $\mathrm{P}$ . $\mathrm{P}$ , D)

Length(B $*$

$\mathrm{P}$ . $\mathrm{C}$ , D)

Llel ( $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}2$ , Ll)

heiko parallal (Linel. $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}2$ )

not arallel (Linel. Line3)
$\mathrm{e}\mathrm{q}\Re$

$\mathrm{e}$

;le ($\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{l}_{*}$ $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}3$ . $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}2$ . Line3)

le ($\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}3.$ $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{l}_{*}$ Line3. Line2)

nitOhenl $\mathrm{e}\mathrm{q}1\mathrm{e}\mathfrak{B}^{\mathrm{t}\mathrm{h}}$( $\mathrm{A}.$ $\mathrm{B}$ . $\mathrm{A}$ . c)

line (Linel, [A. $\mathrm{B}]$ )

line (Line2, $[\mathrm{A}_{*}$ $\mathrm{C}]$ )

line (Line3 $[\mathrm{B}_{*}$ $\mathrm{C}]$ )

eqanl$51\mathrm{e}$ ( $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}3_{*}$ $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{l}_{*}$ $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}2$ . Line3)

nitOhen2 line (Linel
$l$

$[\mathrm{A}_{l}$ $\mathrm{B}]$ )

line (Line2, $[\mathrm{A}_{*}$ $\mathrm{C}]$ )

line (Line3, $[\mathrm{B},$ $\mathrm{C}]$ )
$\mathrm{e}$ angle(Line3, Linel, $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}2_{*}$ Line3)

eqlellgth( $\mathrm{A}.$
$\mathrm{B}$ . A. c)

表 2 で、 大文字からはじまる引数は変数であり、次に述べる適用の際に具体的な対象が代入される。

23 推論規則の適用

幾何的関係の事実の集合を $G$ とする。 推論規則 $R$ の前提を Pre、帰結を Cm とする。

このとき、 $\theta$ を代入として、
$G\supset Pre\theta$

が成り立つとき、 $R$ は $G$ に適用可能であるという。

Cm に存在して Pre には含まれない変数 $P$ を、 $P$ に関して帰結の条件をみたす点 $p$ が $G$ に存在すると

きは $p$ に、なければ新しい点 $q$ に置き換える代入を $\eta$ とし、 $\tilde{\theta}=\theta\eta$ とする。 このとき、 $R$ と $\tilde{\theta}$ の組 $(R,\tilde{\theta})$

を適用と呼び、 $q$ を適用に関する補助点という。

$G:=G\cup Con\tilde{\theta}$

とすることを $G|_{-}^{-}R$ を適用するという。 また、 $\tilde{\theta}$ を $R$ の適用箇所という。

24 証明の構成

事実の集合 Go から出発して、 $G=G_{0}$ に対する規則の適用をくり返した結果、別の集合 $C$ について、

$C\subset G$ となるとき適用記録の列を Go のもとでの $C$ の証明という。

定理自動証明は与えられた Go と $C$ に対して G。のもとでの $C$ の証明をみつけることにほかならない。

次の章ではこの探索のアルゴリズムを見ていくことにする。

4-3
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3 補助線付き推論にもとづく定理証明

証明問題において、与えられている事実をわれわれは仮定と呼び、証明すべき事実を結論と呼ぶことに
する。 定理証明システムは、あらかじめ与えられた仮定のもとで、結論を導き定理を証明するものである。
データベースが推論規則の前提を満たしていればその推論規則を適用し、得られた帰結をデータベース
に追加する。 この適用は、推論規則が適用ができる所すべてに行なわれる。 すなわち、幅優先の全探索を行
う。 よって、推論規則のみの証明が存在すれば、証明を導出できる。
われわれは冗長な演綽を防止するためにデータベースに「世代」のサフィックスをっけることにし、世代

$g$ のデータベースを DB。と書くことにする。
仮定により初期化されたデータベースを世代 0 のデータベースつまり $DB_{0}$ とする。 そしてアルゴリズ

ム通りに推論規則の適用が起こり、帰結はひとつ上の世代の世代 1 の結論データベース $DB_{1}$ に入れる。 そ

して世代をひとつ上げる。次に世代 1 においては、世代 0 のデータベースに格納されている事実もあるので
適用できる推論規則の数は世代 1 と同等かそれ以上のはずである。 しかしながら、その中には、世代 0 と同
じ事実に、 同じ推論規則を適用するものも含まれている。この世代 0 で適用したものを世代 1 でも適用す
るのは同じ事実を生むだけで何の意味も持たない。そのために、各推論規則の前提に現在の世代のデータ
ベースに格納されている事実がひとつ以上含まれるようにする。 そうすればこの冗長な演綽は防止できる。
また、推論規則が

$MDB_{r}=+\cup^{r}g=0$ DBg(直和)

である $MDB_{r-1}$ には適用可能でないが、 $MDB_{r}$ で適用可能であるとき、推論規則は $r$ ではじめて適用可

能という。

4 共有適用点の優先化

初等幾何の証明問題を解く場合、われわれ人間は公理が適用できるかどうかを意識的に考える。そして有
効な公理の適用を、必要ならば補助線を引いて、行なう。 人間の「有効な補助線をみつける」メカニズムが
解明できれば、公理の適用箇所は全探索に頼らなくて済むはずである。
この章では、有効な補助点を探すメカニズムについて述べる。

4.1 共有適用点

優先的に追加すべき、有効な補助点はどのようなものであろうか ? われわれは、幾何学の公理が数多く
適用できる点や、公理が適用できるようになる補助点は優先度が高いと考え、次の仮説をもうける。

共有適用点とは、推論規則が重なって適用できる点のことである。 推論規則が適用できる点のいくつか
か、 もしくはその推論規則の適用により生成される点 (補助点) に「重み (優先度) 」 を付ける。その共有

適用点の重みの大きな点に関与している推論規則から優先に適用していく。
点と重みへの寄与を表 3 にまとめる。

42 共有適用点を優先する証明探索アルゴリズム

上の仮説に基づいて共有適用点を優先する証明探索アルゴリズムについて述べる。
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$\ovalbox{\tt\small REJECT} 3:r^{\{}|\backslash 5\ \ovalbox{\tt\small REJECT}*\wedge \mathcal{T})5\mathrm{R}5(_{\lrcorner}|\mathrm{f}\mathrm{i}\backslash U\supset\frac{=arrow}{\mathrm{Q}}\mathrm{E}\Rightarrow f\mathrm{f}\ovalbox{\tt\small REJECT} 2\pm\prod\overline{\mathrm{p}}|_{\vee}^{\backslash ^{\backslash }})$

$ffl_{\mathrm{p}ffl}^{\Xi^{\Delta}}\Re 5|\rfloor$ ’fiI $\ovalbox{\tt\small REJECT}\hslash^{\iota}\wedge\emptyset \mathrm{R}\fallingdotseq\doteqdot$

tyuten $P$ 1
heiko $A$

$B$

1
1

nitOhenl $B$

$C$

1
1

nitOhen2 $A$ 2

システムは推論規則の適用場所の探索を行ない、推論規則 Rule と適用箇所 $\tilde{\theta}$ を得る。 次に

contrib(Rule, $\overline{\theta}$) $=$ 適用 $(R,\overline{\theta})$ によって重みに寄与する点のリスト

により得られる点のリストと

score(Rule, Point) $=\mathrm{R}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{e}$ による点 Point の重みへの寄与

により、重みへの寄与が得られる。 これらの Rule や \mbox{\boldmath $\theta$}\tilde 、重みへの寄与を表 4 に示すような重み表の下に順
次追加する。すべての適用場所の探索が終了すると、共有適用点の重みの合計を計算する。合計の重みの大
きな点から、その点の重みへの寄与がある適用箇所を上から順に適用する。このとき、「適用済み」がチェツ
クしてあれば適用しない。推論規則を適用するとその推論規則には「適用済み」のチェツクが入り二度適用
されることはない。

表 4: 重み表の例

推論規則の適用後には結論を満しているかどうかの検査を行なう。 すべての推論規則を適用後も結論を
満さないときは世代をひとつ上げ、上記の作業を繰り返す。
証明探索アルゴリズム (共有適用点優先)

1. tota用を配列 $\#$ total[Point] は点 Point の重みが入る

2. 重み表 weight $[,]$ を二次元配列 $\#$ weight $[\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p},\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}]$ は、 $\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p}$ による点 Point の重みへの寄与

3. 世代 $g=0,1,2,$ $\cdots$ に対して

4. totalI を 0 で初期化
5. weight $[,]$ を空欄で初期化

6. すべての rule $\in \mathrm{R}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}$ }こ対して

7. rule の $g$ ではじめて適用可能箇所 $\tilde{\theta}$ のすべてに対して

8. $\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}=(\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{e},\overline{\theta})$

9. $\mathrm{X}\in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}(\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p})$ 1こ対して

4-5
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10

11.
12.
13.
14.
15.
16.

app 行を重み表の下に追加し
weight $[\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}, \mathrm{X}]=\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}$( $\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}$ , X) $\neq\neq$ 重み表の $[\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}, \mathrm{X}]$ の欄に、

$\#$ scoae(app, X) を書き込む
total[X] $=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}1[\mathrm{X}]+\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}[\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}, \mathrm{X}]$

total[X] が最大となる $\mathrm{X}$ に対して

重み表の上から、空欄でない weight[APP, $\mathrm{X}$ ] かつ、適用済みでない APP に対して
APP 適用し帰結をデータベースに追加
APP の適用済みにチェックを入れる
データベースが結論を満しているなら証明を出力し終了

5 結果

中学校程度の問題について証明を見つける実験を行なった。 その結果を示す。

例 1

図 1 で、 AB $=\mathrm{C}\mathrm{D},$ $\mathrm{A}\mathrm{E}=\mathrm{E}\mathrm{C},$ $\mathrm{B}\mathrm{F}=\mathrm{F}\mathrm{D}$ であるとき、 $\angle$ HGI $=\angle$ EIC であることを証明せよ $($

図 1: 例 1

例 1 の問題の仮定は
point (a)

point (b)

point (c)

point (d)

point (e)

point (f)

polnt (g)
point (h)

point (i)

として与えた。
また、結論は

line(linel. $[\mathrm{b}$ . $\mathrm{a}$ . $\mathrm{h}$ . $\mathrm{g}1$ )

line(line2. $[\mathrm{b}$ . $\mathrm{f}$ . $\mathrm{d}1$ )

line(line3. $[\mathrm{f},$
$\mathrm{e},$

$\mathrm{i}$ . $\mathrm{g}]$ )

line (line4. $[\mathrm{a}$ . $\mathrm{e}_{*}\mathrm{c}]$ )

line(line5. $[\mathrm{d},$ $\mathrm{c}$ . $\mathrm{i}$ . $\mathrm{h}]$ )

eqlength $(\mathrm{a}. \mathrm{b}. \mathrm{c}. \mathrm{d})$

eqlength $(\mathrm{a}. \mathrm{e}, \mathrm{e}. \mathrm{c})$

eqlength(b. $\mathrm{f}$ . $\mathrm{f}$ . $\mathrm{d}$)

eqangle (linel, line3. line3, line5)

として与えた。

結果 $\backslash$
生成された証明は以下のようになる。

番 6
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0, tyuten, $[\mathrm{d}, \mathrm{f}, \mathrm{b}, \mathrm{a}]\mathrm{J}$ [[$\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$ . $\mathrm{a}$ , dll
1, tyuten, $[\mathrm{a}, \mathrm{e}_{*}\mathrm{c}, \mathrm{d}]$ . [eqlength, $\mathrm{e}$ , [midpoint, $\mathrm{a}$ . $\mathrm{d}$], [length, lengthl, /, 2]1

2, tyuten, $[\mathrm{d}_{*}\mathrm{f}. \mathrm{b}. \mathrm{a}]$ , [eqlength, $\mathrm{f}$ , [midpoint, $\mathrm{a},$
$\mathrm{d}$], [length, lengthl, /. 2]1

3. nitohen, $[0, \mathrm{e}, \mathrm{f}, 1,2]$ , [ $\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{e}_{*}$ line3, [line, $\mathrm{e}$ , [midpoint, $\mathrm{a}$ . $\mathrm{d}]]$ . [angle. linel, line3]]

4* tyuten. $[\mathrm{a}, \mathrm{e}, \mathrm{c}, \mathrm{d}]$ , [parallel, line5, [line, $\mathrm{e}$ , [midpoint, $\mathrm{a}$ . dlll
5* heiko, $\mathrm{C}4$ , line31 , [eqangle, [angle, line3, line5], [angle, linel. $\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}3]$ ]

これを図示すると図 2 のようになる。

図 2: 例 1 証明

5.1 共有適用点の優先化の結果

例 1 を解くのにかかった時間、適用した推論規則数をまとめると表 5 のようになる。

表 5: 例 1 の共有適用点有効無効の比較

なお、実行環境は RedHat Linux 7.1 を使用し、CPU Celeron $700\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z}$ , メモリ 256 Mbytes である。GNU
Prolog バージョン 1213 で実装した。
共有適用点を優先した結果、証明にかかった時間はおよそ半分になり、適用した推論規則数はおよそ 6 分

の 1 になった。

6 議論

本報告書では人間の直感的思考の例として初等幾何をとりあげ、特に補助線発見の方法とその高速化に
ついて述べた。われわれの高速化は絞り込みよって行なわれ、絞り込みはわれわれが直感で普通に行なうも
のであるのであるから、直感的思考と高速化には密接なつながりがある。
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網羅的な探索法であるので推論規則だけを使った証明が存在すれば必ず証明が導出できる。しかし、補助
線の能力は問題に依存しやすい。 Geometry Expert (GEX) [4] で実装されている不動点法は、補助線 (補

助点) の追加ということでは非常に似ており、出力する証明は同じになる。 しかし、不動点法は補助点導入
は再帰的には行なわれなく (われわれの用語では世代 0 のみである) 、補助点導入規則の前提が強すぎると
いう点が本研究との違いである。 また、われわれのような共有適用点の重み付けによるメカニズムを持た

ない。 GEX で実装されている不動点法では例 1 は解けなかった。
本研究は創造的思考として初等幾何をとりあげたが、利用度による枝刈りは幾何分野の知識に依存しな
いので他の分野での応用も期待できる。
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