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1 はじめに

2次元乱流において、一般の 3次元乱流とは異なる興味深い現象が見られることは広く知られ
ている。McW皿$\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{s}(1984)$ によって指摘された孤立渦は、減衰性の 2次元乱流に特有のエネル
ギーの逆カスケードと密接に結ひ付いた、その端的な例である。本研究は、その 2次元乱流に、
回転球面の効果を加えた場合の現象を詳しく調べることを日的としている。大気や海洋などの地
球流体においては、そのアスペクト比の大きさから、大規模運動をほぼ 2 次元的と見なすことが
可能で、回転球面効果を加えた 2次元乱流は地球流体の性質を調べる上で、基本的な知識を提供
するものである。
地球のような回転球面上における回転効果の非一様性を考慮した簡単系である $\beta$平面上で 2

次元乱流実験を行なうと、東西方向 (回転軸に垂直な方向) の流れが卓越した場が得られること
が、Rhines(1975) によって指摘されている。これは McWilliams によって指摘された平面上の
減衰性 2次元乱流における孤立渦とは異なる秩序構造であると考えられる。回転球面上での実験
でもこの特徴が見られ (Williams(1978), Hayashi et a1.(2000))、外惑星の表面に見られる縞構造
の形或、維持過程の解明とも関連して興味を持って研究されてきた。ここでは $\beta$ 平面上で高分
解能の実験を行ない、そこで形或される帯状流の幅、流れの方向による差異およびその形或過程
における運動量輸送との関連に着目して解析を行なった。

2 数値実験の方法

2.1 支配方程式

ここで用いる方程式系は、 $\beta$平面上の 2次元非発散渦度方程式である。地球流体を考えるため
には、球面幾何を用いるのが自然であるが、ここでは球面上で回転の効果が緯度によって変化す
る効果 ( $\beta$効果) にのみ着目し、 $\beta$平面を用いている。すなわち、コリオリパラメータ $f$ を、基準
となる緯度での値を $f\mathrm{o}$ として、この緯度からの南北方向の距離 $y$ の一次関数 :

$f=f_{0}+\beta^{*}y$ (1)

で近似する $\text{。}$ このコリオリパラメータの南北方向変化率 $\beta^{*}$ を用いて、無次元化した支配方程式
は、 2 次元非発散の渦度方程式 :

$\frac{\partial\zeta}{\partial t}+u\frac{\partial\zeta}{\partial x}+v\frac{\partial\zeta}{\partial y}+\beta v=\nu\Delta^{2}\zeta$ (2)
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で表される。ここで渦度 (は、流線関数 $\psi$ を介して流速 $(u, v)$ と以下のように結ばれる :

$u \equiv-\frac{\partial\psi}{\partial y}$ , $v \equiv\frac{\partial\psi}{\partial x}$

$\zeta=[\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}}{\partial y^{2}}]\psi=\nabla^{2}\psi$. (3)

また、 $\beta$ はコリオリパラメータの南北方向変化率 $\beta^{*}$ に関連した以下で述べる無次元量である。
渦度方程式 (2) は、絶対渦度を用いると保存形で書くことができる。絶対渦度 $q$ は、 回転の効

果による惑星渦度 $f$ と、運動による相対渦度 (の和で

$q=f+\zeta$ (4)

と表され、 これを用いて渦度方程式は

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{+u\frac{\partial q}{\partial x}+v\frac{\partial q}{\partial y}=\nu\Delta^{2}q}$ (5)

となる。これは、粘性を除いてラグランジュ保存量となっている。

22Rhines scale と実験パラメータ

ここで、 この系で重要な空間スケールについて述べる。速度スケール (時間的に変化しないと
仮定) $\mathrm{U}[\mathrm{m}\mathrm{s}^{-1}]$ とコリオリパラメータの南北方向変化率 $\beta^{*}[\mathrm{m}^{-1}\mathrm{s}^{-1}]$ とによって、一つの空間ス
ケール $L_{\beta}$ とそれに対応する波数 $k\beta$ :

$L_{\beta}=\sqrt{\frac{U}{\beta^{*}}}$, $k_{\beta}=\sqrt{\frac{\beta^{*}}{U}}$ (6)

を定義できる。これは、 この系で決まる唯一の空間スケールであり、物理的には $\beta$ 平面上の (次
元付き) 渦度方程式において、移流項と $\beta^{*}$ を含む線型項の大きさが等しくなる空間スケールで
ある。これは、非線型の移流項が中心的な役割を果たす乱流場から、主に線型のロスビー波が支
配する場へと移り変わる空間スケールとなっている。このスケールを、これを最初に導入した
Rhines(1975) に因んで Rhines scale とよんでいる。
無次元方程式 (2) に現われる $\beta$ は、 実験領域 (積分領域) の一辺の長さ $L_{\exp}$ に対する Rhines

scale の比を表す量で、その関係式が

$\beta=(\frac{L_{\exp}}{L_{\beta}})^{2}$ (7)

で与えられる。本研究では、 $\prod\overline{\mathrm{p}}$一の幾何条件のもとで回転率のみを変化させる状況を想定し、 $\beta$

を変化させることによりこれを表現している。すなわち、 この無次元 $\beta$ を $\beta=2^{n-1}\mathrm{x}100(n=$

$1,2,$ $\cdots,$ $10)$ として、回転の遅い方から速い方へ 10 通りの場合を考える。これは、上で述べた
比を 0.1, 0.07, $\cdots,$ $0004$ と変化させたことに相当する。
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23 実験条件

渦度方程式 (2) を、 $(2\pi\cross 2\pi)$ の 2 重周期境界条件平面で空間方向にはスペクト)$\mathrm{s}$法、時間方向
には差分法を用いて数値積分した。空間スペクトル展開の $x$ 方向波数 $k_{\text{、}}y$ 方向波数 $l$ の切断波

数は共に $k=l=1024$ である。右辺は計算のための数値粘性で、切断波数付近にたまるエネル
ギーを取り除くために加えるものである。数通りの実験を行ない、適切な係数として $\nu=10^{-10}$

を選んだ。初期値として、 1 次元エネルギースペクトルが総波数 $\kappa=\sqrt{k^{2}+l^{2}}$ の関数として

$E( \kappa, t=0)=\frac{A\kappa^{\gamma/2}}{(\kappa+\kappa_{0})^{\gamma}}=0.5$ , (8)

$\kappa 0=226,$ $\gamma=)\mathrm{Q}\mathrm{Q}\mathrm{Q}$

で表され、 $x,$ $y$ 方向には等方的な渦度分布を与える。これは Cho and Polvani(1996) で用いられ
た関数形で、 $\kappa_{0}=226$ の周辺の狭い波数領域にのみエネルギーを持つような分布となっている。
時間積分には 4 次精度の Runge Kutta法を用い、その時間増分は $\Delta t=0.0004$ とした。

このような条件で、時刻 $t=12.0$ まで数値積分を行なった。これは、 ここで着目している帯
状流がほぼ安定して形或されるのに十分な時刻となっている。

3 実験結果の解析

3.1 $\beta$平面上での一般的特徴

はじめに、ここで考察している現象の、各パラメータ値に共通の一般的特徴を、 $\beta=100$ の場

合を例にとって述べておく。領域の全エネルギーは数値粘性によってのみ減衰し、時亥$\mathrm{I}$」$t=12$

において初期エネルギーの 84 %を保持している。 また、エンストロフイーは初期に急激に減衰
し、 $t=0.2$ 付近に減衰率のピークを持つ。時刻 $t=12$ において全領域が持つエンストロフイー
は、初期の 023 %である。
図 1 は、流線関数 $\psi(x, y)$ と $x$ 方向平均 $x$ 方向流 (以下、帯状流と呼ぶ) $\overline{u}(y)$ の時間変化を示し

たものである。初期値として、空間等方的で非常に小さいスケールの場を与えるが、この時点で
強さ、位置共にランダムな微小幅の帯状流を持っている ((a) t=0.0)。初期には渦の融合によっ
て空間スケールが大きくなる ((b) t=2.0)。これは $\beta$ 効果がない場合と同様である。 さらに時
間が経つと、流線関数力 $\backslash ^{\triangleleft}x$ 方向に引き延ばされ、 $y$ 方向流速に対して $x$ 方向流速が卓越してくる

((c) t=8.0)。それに対応して帯状流が強さを増し、空間スケールも増大する。その後は高波数
或分が減衰しながらより安定な帯状流へと時間発展する ((d) t=12.0)。
絶対渦度空間では、 $y$ 方向に一様に増加する惑星渦度に、ランダムな相対渦度が重なった構造
をしている初期値から、$y$方向に一様に増加する安定な渦度渦度分布に近付くように時間発展し、
十分に時間が経った後には、場の絶対渦度は基本的に安定に或層し、擾乱が各等絶対渦度面上を
あたかも水面の波のように伝播するようになる。
図 2 は波数空間で 2 次元エネルギースペクトルの時間発展を描いたもので、初期に高波数

$(\kappa=226)$ にあったエネルギーの最大値が急速に低波数側に移動する様子が分かる $((\mathrm{a})t=0.0,(\mathrm{b})$

t=2.0)。また、上で述べた $xy$ 方向に関する異方性は、波数空間でより鮮明に現われる。初期
には等方的で、総波数 $\kappa$ にのみ依存する構造であったエネルギー分布 $((\mathrm{a})t=0.\mathrm{O})$が、十分に時

間が経った後には非等方的になっている ((c) $t=8.0,(\mathrm{d})$ t=12.0)。低波数の最もエネルギー密
度が高い部分は、 $x$ 方向波数 $k=0$ の周辺にあり、 $y$ 方向波数 \sim こ関して、それよりも低波数側
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図 1: 流線関数と帯状流の時間変化 ($\beta=100$ の場合)。流線関数の図で、破線は負の値を示す。
(a) $t=0.0,(\mathrm{b})t=2.0,(\mathrm{c})t=8.0,$ $(\mathrm{d})t=12.0$

ではエネルギー密度が周囲に比べて著しく低くなるような障壁が見られる。これは、本研究で着
日している帯状流の形或とその $y$ 方向スケールに密接に関連している。
各図中の点線は、Vallis and Maltrud(1993) が導入した $x,\cdot y$ 方向の異方性を考慮した場合の

Rhines scale で、等方的であると仮定した場合の Rhines scale (6) を用いて

$(k, l)=k_{\beta}(\cos^{3/2}\theta,$ $\cos^{1/2}\theta\sin\theta)$ , $\theta=\tan^{-1}(l/k)$ (9)

で表される。これよりも大きいスケール (小さい波数) では、ロスビー波が場を支配するように
なり、一般の 2 次元乱流におけるエネルギーの逆カスケードが起こりにくくなると考えられてい
るが、 ここではそのような障壁がこの曲線よりも内側にある。

32 帯状流の幅の $\beta$依存性

次に、 $\beta$ 効果の強さをパラメータとして変化させた実験の結果について述べる。この実験で、
得られた帯状流の幅に明らかな $\beta$ 依存性が見られた。上で述べた通り、無次元の $\beta$ を 10 通りに
変化させて実験を行なったが、 ここでスケーリングをし直してより広い次元付き $\beta^{*}$ }こ対する実
験結果を得る。無次元方程式での実験結果から、次元付きの惑星渦度勾配 $\beta^{*}$ に対する結果に読
み換える際、着目する空間領域を 2 通り考えることにより、 10 パラメータの実験から、重なり
を含めて見かけ上次元付き空間の 16パラメータに対する結果を得ることができる。物理的には、
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図 2: 2 次元エネルギースペクトルの時間変化 ( $\beta=100$ の場合) $\text{。}(\mathrm{a})$ $t=0.0,(\mathrm{b})t=2.0$ と (c)
$t=8.0,(\mathrm{d})t=12.0$ で描画領域、色が異なることに注意。図 (b) 中の破線で描かれた正方形は図

(c),(d) の描画領域を示す。 また、 各図中の点線は非等方的な Rhines scale を表す。

回転速度を遅くしていくと実験領域に対して Rhines scale が大きくなり、周期境界の影響を無
視できなくなる可能性があるため、便宜的に実験領域を着目する領域の 8 倍とみなし、実験領域
の 1/8 だけを取り出して回転速度が遅い場合の結果とみなすことになる。これにより、次元付き
$\beta^{*}$ に対して、現実的な地球の値を含む領域に対する結果を得ることができる。ただし、 ここで
$\beta$ 平面近似の妥当性を無視し、実際の球の半径よりも大きな $\beta$ 平面を想定していることに注意が
必要である。
図 3 は、次元付き $\beta^{*}$ に対する、帯状流の南北スケール (「帯状流の輻」) を、波数で示したも

のである。「帯状流の輻」を、ここでは便宜的にエネルギーで重みを付けた平均波数で定義する。
ここで、何らかのエネルギースペクトルを採用する必要があるが、図 2 に示したように、場が
著しく非等方的であるため、等方乱流で通常用いられるような、総波数 $\kappa=\sqrt{k^{2}+l^{2}}$ に対する

1 次元エネルギースペクトルには現実的な意味がないと考えられる。そこで、直接的に帯状流を
表す $x$ 方向波数 $k=0$ 或分に関する 1 次元エネルギースペクト.) $\mathrm{s}$ を採用して、このエネノレギーで

重みをつけた平均波数を定義した。 この結果、ここで定義した帯状流の幅の $\beta$ 依存性は、図 (こ

破線で示した Rhines scale の $\beta$ 依存性と極めて良く一致することが分かった。実験’くラメータ
$\beta$ が大きいものについてずれが見られるのは、最終的に形或される帯状流の幅に対して、初期に
与えた場のスケールが十分に小さくなかったために、中立な結果が得られていないことが原因と
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図 3: 帯状流の幅の $\beta$ 効果の強さに対する依存性。 $\text{。}$ および・のマーク付き曲線で示す。幅の定
義は本文参照。破線は Rhines scale を表す。 また、正方形のマークは 33 節の「強いジエット」
を用いて定義した場合の帯状流の幅を示す。 また、 $\beta^{*}$ の現実的な地球パラメータにおけるおお
よその値を Earthで示した。

考えられる。次節で議論する「強いジェット」の幅を用いてこれを定義した場合には、正方形の
マークのようになり、定量的にも Rhines scale とよく一致することがわかる。

3.3 東向き、西向きのジエットに関する統計的性質

次に、束向き、西向きの帯状流における差異を調べる。この目的のために、エネルギースペク
トルの構造が等しく、位相のみ異なる複数の初期値を与え、 より多くの帯状流を得てその統計的
性質を調べた。
前節の結果より、空間スケールを Rhines scale として方程式を無次元化することができる。こ
こで、速度スケールとして、時間的にほぼ保存すると考えている全領域のエネルギー $E_{0}$ から
$U=\sqrt{2E_{0}}$ を用いると、空間スケール、時間スケールをそれぞれ

$L_{\beta}=\sqrt{\frac{U}{\beta}}$ , $T_{\beta}= \frac{L_{\beta}}{U}=\frac{1}{\sqrt}$ (10)

として、粘性項を除いた無次元方程式が

$\frac{\partial\zeta}{\partial l}+u\frac{\partial\zeta}{\partial x}+v\frac{\partial\zeta}{\partial y}+v\sim 0$ (11)

で与えられる。従って、 $\beta$ を変化させる必要がないのであるが、ここでは有限切断の影響を考慮
するために $\beta=100,800$,6400 の 3 通りで実験を行なった。上で $\dot{\text{述}}$‘べたように、それぞれのパラ
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(o) $\mathrm{E}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}$ (b)

$(\mathrm{c})$ We $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}$ (d)

図 4:(a) 東向き「強いジエット」36 個、 (b) 束向き「強いジエット」平均値と各 $y$ 座標における

標準偏差. (c) 西向き 「強いジエット」42 個。 (d) 西向き「強 $\mathrm{A}_{\mathrm{a}}$ジエット」平均値と各 $y$ 座標にお

ける標準偏差。 (d) の点線は (b) の実線の正負を逆にしたもの。

メータに対して、同じ 1 次元エネルギースペクトルを持ち、位相のみ異なる 11 種類の初期値を
与えて前節と同じ実験条件で数値積分し、得られた場から帯状流に関する解析を行なった。
解析の結果を、主に $\beta=6400$ の場合について述べる。まず、東向きまたは西向きの「ジエッ

ト」 を、それぞれ各時刻で $y$ のみの関数である帯状流 ( $x$ 方向平均 $x$ 方向流) の極大値または極
小値で定義した。基本的にはそれぞれ束向き、西向きの強い帯状流を念頭においているのである
が、実際には 2 つの東向き「ジェット」の間の極小値 (値は正) $\text{、}$ 2 つの強い西向き「ジエット」の
間の極大値 (値は負) も極小値、極大値として取り出している。 このような「ジエット」の値は、
極大値、極小値,ともに以下に示す平均値 $\mu$、標準偏差 $\sigma$ を持つほぼ正規分布に近い分布を或す。

$\mu$
$\sigma$

$\mathrm{E}*\{\mathrm{i}\Xi$

$\Phi\prime \mathrm{J}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}$

0.19273 0.16456
-0.18662 0.18024

極大値 (基本的には束向きのジェット) の平均値の方が極小値 (基本的には西向きのジエット) のそ
れよりも大きいが、極小値の方が標準偏差が大きい。その結果、次に示すように、絶対値の大き
いもの、すなわち強いジェットは西向きの方が多く、またその大きさも顕著なものが存在する。

-
さらに、「強いジェット」を、全体の平均値 $\mu$ から、標準偏差を $\sigma$ として $1.645\sigma$ よりも離れた
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$\mathrm{T}\mathrm{I}^{\cdot}$ me
図 5: (a) 初期段階 ( $t=0.\mathrm{o}$ から $t=1.0$ ) における帯状流形或の様子。色が濃いほど絶対値が
大きいことを示す。02 ごとに曲線でも示した。 (b) 十分時間が経った後 $(t=12)$ のジエット。

( $\beta=6400$ の一例で、領域は一部分。 )

位置にあるものとして定義した。これは、分布が正規分布である場合には、絶対値の大きい方か
ら全体の 10 %を取り出すことに相当する。 このようにして定義した「強い ‘\nearrow ‘‘‘\sim ノト」は、東向
きのものが 36 個、西向きのものが 42 個あった。これらを、極大値で揃えて重ね合わせたものを
図 4 に示す。 これから、強いジェットは場にランダムに分布していること、強いジェットが標準
的な形を持つことが分かる。 ここで、「強いジェット」の $y$ 方向スケールをこの平均値から見積
もることができる。これを図 $4(\mathrm{d})$ に示したようにジェットの両どなりの極値間距離で定義し、極
大値と極小値でほとんど差がなかったため平均をとった。これを示したのが図 3 の正方形のマー
クで、 これは Rhines scale と極めて良く一致する。また、極大点と極小点の絶対値には統計的に
有意な差が見られ、「強いジェット」に関しては西向きのものの方がその流速が速いと結論でき
る。パラメータを変えても定性的には同様の結果が得られた。

3.4 初期段階における帯状流の形成過程

図 5 は、ごく初期段階において帯状流が形或される様子の一例を示したもので、初期値が持
つ帯状流の強さや位置とは別に、初期のある期間 (ここでは $t=0.1$ から $t=0.2$) で、 最終的に
発達するジェットが決定されている様子が見てとれる。また、一度これが決まってからは、強い
ジ $\mathrm{J}$-‘ノトがその位置を固定したまま強さのみを変化させながら時間発展することも分かる。 ここ

では詳細は省略するが、このような時間発展は、時間平均流を基本場とする弱非線型理論でほぼ
説明できる。
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35 帯状流の形成過程と運動量輸送

初期に帯状流が形或される期間における運動量輸送を調べた。粘性を無視した場合、各時刻に
おける $x$ 方向平均流 $\overline{u}(y, t)$ からのずれを擾乱として、

$\frac{\partial\overline{u}}{\partial t}\sim-\frac{\partial}{\partial y}\overline{u’v’}$ (12)

が成り立つ。ここでは、 $\beta=6400$ でケーススタデイを行なった。時刻 $t=0.2$ においてほぼ同程

度の強さを持ちながら、十分時間が経過した後には強さに差が出た 2 つのジエットの周辺の運動
量輸送を、運動量保存則 (12) を用いて調べた。積分を始める時間を $t=0.0$ として、 $t=0.4$ ま

での期間について、 $t=\cdot 0.0$ から $t=0.2_{\text{、}}t=0.\mathrm{o}$ から $t=0.4$ における各 $y$ 座標における擾乱

の運動量フラツクス 77 の収束を求めたところ、 $t=0.0$ から $t=0.2$ までの期間では、 2 つの
ジェットの周辺でこの量にほとんど差がないのに対して、 $t=0.\mathrm{o}$ から $t=0.4$ までの分布は大き
く異なり、 この期間で運動量フラツクス収束が大きい方のジエットが最終的に発達したことが分
かった。 また、 $t=0.4$ までの分布は、十分時間が経過した後 $(t=12)$ におけるジエットの強弱

の分布と極めて相関が良く、ここまでの運動量フラツクス収束量で、形或されるジエットの相対
的強さ、位置が決定されることも分かった。

4 おわりに

$\beta$ 平面上で、減衰性 2次元乱流実験を行ない、そこで形或される帯状流の性質を $\Phi--$

. べた。空間

的に十分に小さいスケールの初期値を与えて数値積分を行ない、十分に時間が経過した後の場を
解析して、以下の結果を得た。

$\beta$効果の強さをパラメータとしで変化させた実験から、この系で形或される帯状流の南北方向
の幅 ( $y$ 方向スケール) が、Rhines scale の $\beta$ 依存性と非常に良い一致を示すことが分かった。す
なわち、形或される帯状流の幅は $\beta$ が大きくなると $\sqrt{\beta}$に反比例して狭くなる。特に、よく発達

した強いジェットの輻は、初期に与えるエネルギーから見積もった Rhines scale と定量的にもよ
く一致する。
アンサンブル実験から得た多数のジエットについて統計的性質を調べた。よく発達した強 $\mathrm{A}\backslash$

ジェットのみに着日した場合、その強さは西向きの方力吠きい。これは、 これまでの強制を入れ
た $\beta$ 平面上の 2次元乱流実験の結果とは逆である。これまで、西向きのジエット (地球を考える
なら東風) の方が弱い理由として、この系での順圧不安定条件が挙げられてきた。すなわち、こ
の系で順圧不安定が起きる必要条件が、 $x$ 方向平均の絶対渦度 $\overline{q}$ を用いて

$\frac{\partial\overline{q}}{\partial y}=\beta-\frac{\partial^{2}\overline{u}}{\partial y^{2}}<0$ (13)

で表され、これを避けるような場が実現しやすいとすれぼ、西向きジエットは弱くなる傾向にあ
るという議論である。しかし、今回の実験では、場全体で $\overline{q}_{y}>0$ という順圧安定の条件を満たし
ていながら、特に強いジエットの絶対値は西向きの方力吠きいという結果になった。条件 (13) は

帯状流の向きだけでなく、その曲率すなわち輻にも関係しているため、 これだけから強\mbox{\boldmath $\nu$})ジエッ

トの向きを議論することはできない。
最後に、帯状流の形或過程における運動量輸送に関する解析から、発達するジエットの強さと

位置は、ごく初期の短い期間における運動量輸送によって決まることが分かった。
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数値実験は京都大学学術情報メディアセンターの $\mathrm{V}\mathrm{P}\mathrm{P}800$ を用いて行なった。作図に地球流
体電脳倶楽部のパッケージ、数値計算に ISPACK を使用した。これらの開発、管理に携わる方々
に感謝する。
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