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1. 序

Banach 空間 $E$ が狭義凸 (strictly convex) であるとは, $x,$ $y\in E,$ $||x||$

$=||y||=1,$ $x\neq y$ ならば

$|| \frac{x+y}{2}||<1$

が成立することである. $1<p<\infty$ のとき, If は狭義凸であり, $L^{1}$ ,
$L^{\infty}$ は狭義凸ではない.

$T$ を Banach 空間 $E$ の閉凸集合 $C$ 上の写像とする. 写像 $T$ が非拡
大 (nonexpansive) であるとは, すべての $x,$ $y\in C$ (こ対して

$||Tx-Ty||\leq||x-y||$

が成立することである. $\{T(t) : t\geq 0\}$ が $C$ 上の実数パラメータ非拡
大半群とは以下を満たすことである.

(1) 各 $t\geq 0$ について, $T(t)$ は $C$ 上の非拡大写像である;
(2) すべての $x\in C$ [こ対して, $T(0)x=x$ である;
(3) すべての $s\geq 0,$ $t\geq 0$ (こ対して, $T(s+t)=T(s)\circ T(t)$ である;
(4) すべての $x\in C$ に対して, $t\vdash+T(t)x$ は連続写像である.

1998年に, Atsushiba と Takahashi はMann iteration [3] に平均の要
素を加えた新しい iteration を考察した. そして, 可換な複数の非拡大
写像の共通不動点への収束定理を証明した.

定理 1(Atsushiba and Takahashi [1]). $E$ を一様凸な Banach 空間で,
R\’echet 微分可能なノルムを持つ, もしくは Opial 条件を満たす Banach
空間とする. $C$ を $E$ の閉凸集合とし, $S$ と $T$ を $C$ 上の可換でかつ共
通不動点を持つ非拡大写像とする. $\{\alpha_{n}\}$ を $\lim\inf_{n}\alpha_{n}>0$ を満たす
$[0, 1]$ 区間の数列とする. $x_{1}\in C$ を任意に固定する. このとき,

(1) $x_{n+1}= \frac{\alpha_{n}}{n^{2}}\sum_{i=0}^{n-1}\sum_{j=0}^{n-1}S^{i}T^{j}x_{n}+(1-\alpha_{n})x_{n}$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $S$ と $T$ の共通不動点へ弱収束する.

この定理に関連して Suzuki は以下を証明した.
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定理 2([4]). $C$ を Banach 空間 $E$ のコンパクト凸集合とし, $S$ と $T$ を $C$

上の可換な非拡大写像とする. $\{\alpha_{n}\}$ を $0< \lim\inf_{n}\alpha_{n}\leq\lim\sup_{n}\alpha_{n}<$

$1$ を満たす $[0, 1]$ 区間の数列とする. $x_{1}\in C$ を任意に固定する. このと
き, (1) で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $S$ と $T$ の共通不動点へ強収束する.

Atsushiba と Takahashi は [2] において, 実数パラメータ非拡大半群
に対する以下の収束定理を証明した.

定理 3(Atsushiba and Takahashi [2]). $E$ を狭義凸な Banach 空間, $C$

を $E$ のコンパクト凸部分集合とする. $\{T(t):t\geq 0\}$ を $C$ 上の実数パ

$|_{\mathrm{B}}^{3}5 \text{の数}p\mathrm{I}\mathrm{J}\text{とし},\{t_{n}\}\text{を}1\mathrm{i}\mathrm{m}_{n}t_{n}=\infty\check{\mathrm{y}}A-\text{タ}\ni \mathrm{B}V_{L}\text{大^{}\backslash }\text{半群とする}.\{\alpha_{n}\}\text{を}\sum_{\backslash ,\text{を}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-\text{す}\mathrm{j}\mathrm{E}\text{の実}- \text{数}F^{1}1\text{と}\dot{\text{す}る}^{}n=1}}\infty.\text{を}\alpha_{n}=\infty\backslash \grave{;}\ovalbox{\tt\small REJECT}-\text{す}.$

.
$[0,1]\text{区}x_{1}\in C$

を任意に固定する. このとき,

(2) $x_{n+1}= \frac{\alpha_{n}}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T(s)x_{n}ds+(1-\alpha_{n})x_{n}$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $\{T(t) : t\geq 0\}$ の共通不動点へ強収束する.

本稿では, 定理 3 に関する最近の結果を述べる. また, 本稿で定義さ
れていない概念については, [6] を参照のこど

2. 収束定理

最近 Suzuki と Takahashi は以下の定理を証明した.

定理 4([5]). $C$ を Banach 空間 $E$ のコンパクト凸集合とし, {$T(t)$ :
$t\geq 0\}$ を $C$ 上の実数パラメータ非拡大半群とする. $\{\alpha_{n}\}$ を $0<$
$\lim\inf_{n}\alpha_{n}\leq\lim\sup_{n}\alpha_{n}<1$ を満たす $[0, 1]$ 区間の数列とし, $\{t_{n}\}$ を
$\lim_{n}t_{n}=\infty$ を満たす正の実数列とする. $x_{1}\in C$ を任意に固定する. こ

のとき, (2) で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $\{T(t) : t\geq 0\}$ の共通不動点へ
強収束する.

この定理と定理 3 を比較すると, 定理 3 の狭義凸性という空間の条件
が外れている一方で, 数列 $\{\alpha_{n}\}$ の条件は強くなっている.
この定理を証明するにあたり, 次の 2つの補助定理は重要な役割を果

たしている.

補助定理 1([4]). $\{z_{n}\}$ と $\{w_{n}\}$ を Banach 空間 $E$ の元よりなる有界な
点列とする. $\{\alpha_{n}\}$ を $0< \lim\inf_{n}\alpha_{n}\leq\lim\sup_{n}\alpha_{n}<1$ を満たす $[0, 1]$

区間の数列とする. そして以下を仮定する: $z_{n+1}=\alpha_{n}w_{n}+(1-\alpha_{n})z_{n}$

である; 任意の自然数 $k$ に対して,

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}(||w_{n}-w_{n+k}||-||z_{n}-z_{n+k}||)\leq 0$

が成立する. このとき, $\lim\inf_{n}||w_{n}-z_{n}||=0$ が成立する.
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補助定理 2. $C$ を Banach 空間 $E$ のコンパクト凸部分集合とし, { $T(t)$ :
$t\geq 0\}$ を $C$ 上の実数パラメータ非拡大半群とする. このとき,

$\lim \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}tarrow\infty||\frac{1}{t}\int_{0}^{t}T(s)zds-z||=0$

を満たす $z\in C$ は $\{T(t) : t\geq 0\}$ の共通不動点である.

定理 4 の証明の概略. 正の実数 $t$ , および $C$ の元 $x$ に対して,

$M(t, x)= \frac{1}{t}\int_{0}^{t}T(s)xds$

と置く. このとき, すべての正の実数 $t$ こ対して, $C$ 上の写像 $M(t, \cdot)$

は非拡大となっている. 実際, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して,

$||M(t, x)-M(t, y)||= \frac{1}{t}||\int_{0}^{t}(T(s)x-T(s)y)ds||$

$\leq\frac{1}{t}\int_{0}^{t}$ llT(s)エー $T(s)y||ds$

$\leq\frac{1}{t}\int_{0}^{t}||x-y||ds$

$=||x-y||$

である. また, このとき,
$x_{n+1}=\alpha_{n}M(t_{n}, x_{n})+(1-\alpha_{n})x_{n}$

がすべての自然数 $n$ で成立している. 一方, すべての自然数 $k$ に対
して,

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}(||M(t_{n}, x_{n})-M(t_{n+k}, x_{n+k})||-||x_{n}-x_{n+k}||)\leq 0$

が成立している. 従って, 補助定理 1 より, $\lim\inf_{n}||M(t_{n}, x_{n})-x_{n}||=0$

が言える. $C$ はコンパクトであるから, $\lim_{k}||M(t_{n_{k}}, x_{n_{k}})-x_{n_{k}}||=0$ を
満たし, かつある点 $z_{0}\in C$ に収束するような $\{x_{n}\}$ の部分列 $\{x_{n_{k}}\}$ が
存在する. この $z_{0}$ に関して,

$\lim\sup||M(t_{n_{k}}, z_{0})-z_{0}||$

$karrow\infty$

$\leq\lim_{karrow}\sup_{\infty}(||M(t_{n_{k}}, z_{0})-M(t_{n_{k}}, x_{n_{k}})||+||M(t_{n_{k}}, x_{n_{k}})-x_{n_{k}}||$

$+||x_{n_{k}}-z_{0}||)$

$\leq\lim_{karrow}\sup_{\infty}(2||x_{n_{k}}-z_{0}||+||M(t_{n_{k}}, x_{n_{k}})-x_{n_{k}}||)=0$

が言える. すなわち,

$\lim \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}tarrow\infty||M(t, z_{0})-z_{0}||=\lim_{karrow\infty}||M(t_{n_{k}}, z_{0})-z_{0}||=0$

155



である. よって補助定理 2 より, $z_{0}$ は $\{T(t) : t\geq 0\}$ の共通不動点であ
る. また,

$||x_{n+1}-z_{0}||\leq\alpha_{n}||M(t_{n}, x_{n})-z_{0}||+(1-\alpha_{n})||x_{n}-z_{0}||$

$\leq\alpha_{n}||x_{n}-z_{0}||+(1-\alpha_{n})||x_{n}-z_{0}||$

$=$

.
$||x_{n}-z_{0}||$

より,
$\lim||x_{n}-z_{0}||=\lim||x_{7b_{k}}-z_{0}||=0$

n\rightarrow 科科 k\rightarrow 科科

であることが分かる. これで証明を完了する. 口

下の図は定理 4 に基づく収束の例である. $E=\mathbb{R}^{2},$ $C$ を半径 1 の閉
円盤とする. $T(t)$ を原点を中心とした反時計回りに $t$ ラジアン回転さ
せる写像, $x_{1}=(0,1),$ $\alpha_{n}=3/5,$ $t_{n}=n$ とした場合の $\{x_{n}\}$ は, 下図の
ような点列になる.
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