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1 序論.

ウェーブレットの理論では

$\psi_{n,k}(t)=\psi(2^{n}t+k)$ $(t\in \mathbb{R})$

で定義される関数族 $\{\psi_{n,k}\}_{n,k\in \mathrm{Z}}$ による展開公式

$f(t)= \sum_{n,k\in \mathrm{Z}}\mathrm{c}_{n,k}\psi_{n,k}(t)$

$(t\in \mathbb{R})$

における展開係数 $\{c_{n,k}\}_{n,k\in \mathrm{Z}}$ が重要な役割を果たす。 ここで、 大きく分けて二つの話題がある、

一つは、 $\{\psi_{n,k}\}_{n,k\in \mathbb{Z}}$ が直交基底となるようなうまい $\psi$ を見つけることであり、 そのような場合は

$\{\psi_{n,k}\}_{n,k\in \mathrm{Z}}$ を適当に正規化すれば上の展開は Fourier展開に他ならないので、展開に関して議論

する余地は殆どない。 –方、 $\{\psi_{n,k}\}_{n,k\in \mathrm{Z}}$ が直交基底となることを諦めれば、 今度は展開そのもの

に興味は移る。前者は直交ウエーブレットに関する話で、後者はフレームまたは Riesz 基底に関

する話である。 この小論の主な目的はフレームおよび Riesz 基底について、解説することにある。

ウェーブレットの文脈から離れて、問題は次のように単純化できる: ベクトル空間 V(簡単のため、

しばらくは有限次元とする) とその空間のベクトルの族 $\{e_{n}\}$ が与えられたとき、任意の $x\in V$ に

対して

$x \sim\sum_{n}c_{n}e_{n}$

の展開公式を見いだしたい。 このとき、 もし $\{e_{n}\}$ が $V$ の基底であれば、 $\sim$ は $=$ として展開係数

{屯} は一意に決まる。特に、 $V$ が内積空間 ( $V$ は有限次元としているので、Hilbert 空間) であり、

$\{e_{n}\}$ が $V$ の正規直交基底であれば、 {%} は Fourier係数

$c\text{、}=\langle e_{n}|x\rangle$

に他ならない。 $\{e_{n}\}$ が $V$ の生或系であるときも、 $\sim$ は $=$ とすることができるが、線形独立と [よ限

らないので、 この場合は展開係数 {ら} は一意に決まらない。 しかし、何か標準的な展開係数の一

つを求める公式を得たい。 $\{e_{n}\}$ が $V$ を生或していない場合、 一般に $\sim$ は $=$ にすること (よできな

いが、 この場合は何らかの意味で最良近似となる展開を得たい。有限次元で考えれば、 この問題は
本質的には一般にランク落ちした係数行列を持つ線形の連立方程式の解を見つける問題と $\mathrm{A}^{\mathrm{a}}$ うこと
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2 双対フレームと一般化逆行列
$\mathbb{C}^{n}$ の $\dot{\mathrm{A}}^{\backslash }$ クト 7’ $\mathrm{e}_{1},$

$\ldots,$
$\mathrm{e}_{m}$ を考える. $V=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}$ $\{\mathrm{e}_{1}, \ldots, \mathrm{e}_{m}\}$ として、 $\mathrm{e}_{1},$

$\ldots,$
$\mathrm{e}_{m}$ を $V$ のフレー

ムであるという言い方をする。 フレームは自然に二つの線形写像を定義する。一つは $\mathbb{C}^{n}$ から $\mathbb{C}^{m}$

への線形写像

$f$ : $\mathrm{x}-\rangle$ $\{\begin{array}{l}\langle \mathrm{e}_{1}|\mathrm{x}\rangle\vdots\langle \mathrm{e}_{m}|\mathrm{x}\rangle\end{array}\}$

で岬 $-$ で $\langle \cdot|\cdot\rangle$ (よ内積. 即ち $\langle \mathrm{y}|\mathrm{x}\rangle=\mathrm{y}^{*}\mathrm{x}$) であり、 $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{e}1(f)=V^{[perp]}$ となって $\mathrm{A}^{\mathrm{a}}$ る。 もう一つ (よ

$\mathbb{C}^{m}$ から $\mathbb{C}^{n}$ への線形写像

$g$ : $\{$

$u_{1}$..$\cdot$

$u_{m}$

$\succarrow u_{1}\mathrm{e}_{1}+\cdots+u_{m}\mathrm{e}_{m}$

であり、 range(g) $=V$ となっている。

$\mathrm{e}_{1}=\{\begin{array}{l}e_{11}\vdots e_{n1}\end{array}\},$

$\ldots,$
$\mathrm{e}_{m}=\{\begin{array}{l}e_{1m}\vdots e_{nm}\end{array}\}$

として、

A $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=[\mathrm{e}_{1}$ . .. $\mathrm{e}_{m}]=\{\begin{array}{lll}e_{11} e_{1m}\vdots \ddots \vdots e_{n1} e_{nm}\end{array}\}$

とおくと、 A は線形写像 $g$ の行列表現であり、一方 A の随伴行列 $\mathrm{A}^{*}$ は線形写像 $f$ の行列表現

となる。即ち、線形写像 $f$ と線形写像 $g$ は互いに共役線形写像の関係にある。 よく知られている

よう (こ $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(f)=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{e}1(g)^{[perp]}$ および range(g) $=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{e}1(f)^{[perp]}$ の関係が成立する $\circ$ 線形写像 $f$ の

range(g) への制限は range(f) の上への 1 対 1 写像となるので、その逆写像を $f’$ で表す。 $f’$ の定義

域は range(f) であるので、 このままでは行列表現できないが、 $q$ を $\mathbb{R}^{m}$ から range(f) 上への直交
射影として $f^{\mathrm{t}}=f’\text{。}q\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ と定義すれば、 $f^{\dagger}$ は $\mathbb{R}^{m}$ 全体で定義された線形写像となるので、その行列

表現を $\mathrm{A}^{*\dagger}$ で表す。同様に、線形写像 $g$ の range(f) への制限は range(g) の上への 1 対 1 写像とな

るので、 その逆写像を $g’$ で表す。 $p$ を $\mathbb{R}^{n}$ から range(\emptyset 上への直交射影として $g=\dagger \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}g’\circ p$ と定義

すれぼ、 $g^{\uparrow}$ は $\mathbb{R}^{n}$ 全体で定義された線形写像となるので、 その行列表現を $\mathrm{A}^{\mathrm{t}}$ で表す。 $f^{\mathrm{t}}$ および
$g^{\uparrow}$ の行列 $\mathrm{A}^{*\dagger}$ および $\mathrm{A}^{\uparrow}$ はそれぞれ、 $\mathrm{A}^{*}$ およびA の (Moore-Penrose の意味での) 一般化逆行列

と呼ぼれるものである。

$\mathrm{A}^{*\dagger}=\mathrm{A}^{\dagger*}$ . . . (1)

が成立する。 また、 $\mathrm{P}$ および $\mathrm{Q}$ をそれぞれ $p$ および $q$ の行列表現とするとき、

$\mathrm{A}\dagger \mathrm{A}$

$=$ $\mathrm{Q}$

$\mathrm{A}\mathrm{A}^{\dagger}$

$=$ $\mathrm{P}$ . . . (2)
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A*A村 $=$ $\mathrm{Q}$

A村 $\mathrm{A}^{*}$ $=$ $\mathrm{P}$ . . . $(3)$

が成立する。 ここで

$\mathrm{A}^{*\dagger}=[\mathrm{f}_{1}\ldots \mathrm{f}_{m}]=\{\begin{array}{lll}f_{11} f_{1m}\vdots \ddots \vdots f_{n1} f_{nm}\end{array}\}$

とする。任意の $\mathrm{x}\in \mathbb{C}^{n}$ に対して、 (1) と (2) を用いて

$\mathrm{P}\mathrm{x}=\sum_{i=1}^{m}\langle \mathrm{f}_{i}|\mathrm{x}\rangle \mathrm{e}_{i}$

を、 また (3) より

Px $= \sum_{\dot{\iota}=1}^{m}\langle \mathrm{e}_{i}|\mathrm{x}\rangle \mathrm{f}_{i}$

の展開式を得る。 $\mathrm{f}_{1},$

$\ldots,$
$\mathrm{f}_{m}$ は $V$ のフレームであり、 $\mathrm{e}_{1},$

$\ldots,$
$\mathrm{e}_{m}$ の双対フレームと呼ぶ。

3 特異値分解
$\mathrm{A}\mathrm{A}^{*}$ および $\mathrm{A}^{*}\mathrm{A}$ は半正定値行列であるので、いずれの行列の固有値も非負である。 $\lambda$ を $\mathrm{A}\mathrm{A}^{*}$

の正の固有値とし、それに対応する固有ベクトルを $\mathrm{x}$ とすると

$\lambda \mathrm{x}$ $=$
$\mathrm{A}\mathrm{A}^{*}\mathrm{x}$

$\lambda \mathrm{A}^{*}\mathrm{x}$ $=$ $(\mathrm{A}^{*}\mathrm{A})\mathrm{A}^{*}\mathrm{x}$

が言えるので、 $\lambda$ は A’A の固有値であり、A’x がそれに対応する固有ベクトノレであること力\mbox{\boldmath $\tau$}わ力.

る。逆に、 $\lambda$ を A’A の正の固有値とし、 それに対応する固有ベクトルを $\mathrm{y}$ とすると

$\lambda \mathrm{y}$ $=$ $\mathrm{A}^{*}\mathrm{A}\mathrm{y}$

$\lambda \mathrm{A}\mathrm{y}$ $=$ $(\mathrm{A}\mathrm{A}^{*})$ Ay

が言えるので、 $\lambda$ は $\mathrm{A}\mathrm{A}^{*}$ の固有値であり、Ay がそれに対応する固有ベクト)$\mathrm{s}$であること力{わ力.

る。即ち、 $\mathrm{A}\mathrm{A}^{*}$ および $\mathrm{A}^{*}\mathrm{A}$ の正の固有値は-^致する。そこで、 $\sigma_{1^{2}},$

$\ldots,$
$\sigma_{k^{2}}$ をそれらの固有値と

し、 $\mathrm{u}_{1},$ $\ldots,$
$\mathrm{u}_{k}$ を対応する $\mathrm{A}\mathrm{A}^{*}$ の固有ベクトルとする。これらは正規直交系を或すよう kことれ、

$\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{e}1(\mathrm{A}^{*})^{[perp]}=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(\mathrm{A})$を張っている。 $\mathrm{u}_{k+1},$ $\ldots,$
$\mathrm{u}_{n}$ を kernel(A’) ( $\mathrm{A}\mathrm{A}^{*}$ の固有値 0}こ対する

固有空間) を張る任意の正規直交系とする。 $\mathrm{u}_{1},$
$\ldots,$

$\mathrm{u}_{n}$ は $\mathbb{C}^{n}$ の完全正規直交系となる。

$\mathrm{v}_{i}=\frac{1}{||\mathrm{A}^{*}\mathrm{u}_{i}||}\mathrm{A}^{*}\mathrm{u}_{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ $(i=1, \ldots, k)$

とおくと、 $\mathrm{v}_{i}$ は $\mathrm{A}^{*}\mathrm{A}$ の固有値 $\sigma_{i^{2}}$ に対応する正規化された固有ベクト)レである。 $\mathrm{v}_{1},$ $\ldots$ ,v\sim よ正

規直交系を或し、 $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{e}1(\mathrm{A})^{[perp]}=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(\mathrm{A}")$ を張っている。 ここで、

$||\mathrm{A}^{*}\mathrm{u}_{i}||^{2}=\langle \mathrm{A}^{*}\mathrm{u}_{i}|\mathrm{A}^{*}\mathrm{u}_{i}\rangle=\langle \mathrm{u}_{i}|\mathrm{A}\mathrm{A}^{*}\mathrm{u}_{i}\rangle=\langle \mathrm{u}_{i}|\sigma_{i}^{2}\mathrm{u}_{i}\rangle=\sigma_{i}^{2}$
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$\mathrm{v}_{i}=\frac{[perp]}{\sigma_{i}}\mathrm{A}^{*}\mathrm{u}_{i}$ (i—l, $\ldots,$
$k$ )

であり、 両辺に A を施すと

$\mathrm{A}\mathrm{v}_{i}=\frac{1}{\sigma_{i}}\mathrm{A}\mathrm{A}^{*}\mathrm{u}_{i}=\frac{1}{\sigma_{i}}\sigma i^{2}\mathrm{u}_{i}=\sigma_{i}\mathrm{u}_{i}$ $(i=1, \ldots, k)$

を得る。更にこの両辺に $\mathrm{A}^{*}$ を施すことによって

$\mathrm{A}^{*}\mathrm{u}_{i}=\sigma_{i}\mathrm{v}_{i}$ $(i=1, \ldots, k)$

を得る。 $\mathrm{v}_{k+1},$ $\ldots,$
$\mathrm{v}_{m}$ を kemel(A) ( $\mathrm{A}^{*}\mathrm{A}$ の固有値 0 に対する固有空間) を張る任意の正規直交

系とする。 $\mathrm{v}_{1},$

$\ldots,$
$\mathrm{v}_{m}$ は $\mathbb{C}^{n}$ の完全正規直交系となる。

任意の $\mathrm{y}\in \mathbb{R}^{m}$ に対して

$\mathrm{Q}\mathrm{y}=\sum_{i=1}^{k}\langle \mathrm{v}_{i}|\mathrm{y}\rangle \mathrm{v}_{\dot{f}}$

と Fourier 展開できるので、両辺に A を施すと

$\mathrm{A}\mathrm{y}=\sum_{i=1}^{k}\langle \mathrm{v}_{i}|\mathrm{y}\rangle \mathrm{A}\mathrm{v}_{i}=\sum_{i=1}^{k}\langle \mathrm{v}_{i}|\mathrm{y}\rangle\sigma_{i}\mathrm{u}_{i}=(\sum_{i=1}^{k-}\sigma_{i}\mathrm{u}_{i}\mathrm{v}_{i}^{*})\mathrm{y}$

を得る。

$\mathrm{U}_{0}$

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$[\mathrm{u}_{1}, \ldots, \mathrm{u}_{k}]$

$\mathrm{V}_{0}$

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$[\mathrm{v}_{1}, \ldots, \mathrm{v}_{k}]$

とし、 また

$\Sigma_{0}=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\{\begin{array}{lll}\sigma_{1} 0 \ddots 0 \sigma_{k}\end{array}\}$

とおけば、

$\mathrm{A}=\mathrm{U}_{0}\Sigma_{0}\mathrm{V}_{0}^{*}$

とも表現できる。更に、

$\mathrm{U}$

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$[\mathrm{u}_{1}, \ldots, \mathrm{u}_{n}]$

$\mathrm{V}$

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$[\mathrm{v}_{1}, \ldots,\mathrm{v}_{m}]$

とし、 また $n\mathrm{x}m$ 行列 $\Sigma$ を

$\Sigma^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\{$

$\sigma_{1}$

.

0

0

$\sigma_{1}$ 0
. . .

0 $\sigma_{k}$

0

0
.

0

.
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で定義すれば、

$\mathrm{A}=\mathrm{U}\Sigma \mathrm{V}^{*}$

とも表現できる。 これを A の特異値分解と呼ぶ。

$\mathrm{A}^{*}=\mathrm{V}\Sigma^{*}\mathrm{U}^{*}$

であり、 また

$\mathrm{A}\dagger=\mathrm{V}\Sigma^{\dagger}\mathrm{U}^{*}$

である。 ここで、 $\Sigma\dagger$ は $m\cross n$ 行列であり

$\Sigma\uparrow \mathrm{d}=\mathrm{e}\mathrm{f}\{\begin{array}{lllll}-\sigma_{1}1 0 . 00 \sigma_{k} -1 0 0\end{array}\}$

$\sigma_{1}^{-1}$ 0
. . .

0 $\sigma\kappa^{-1}$.
0

0

.

0

と表現される。

$n=m$ (即ち、 A が正方行列) の場合、

$\mathrm{V}^{*}\mathrm{A}^{*}\mathrm{A}\mathrm{V}=\Sigma^{2}$

なので、 特異値分解は

$\mathrm{A}=\mathrm{W}[\mathrm{A}]$

と表現できる。 ここで、 $\mathrm{W}=\mathrm{U}\mathrm{V}^{*}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ であり、 [A] $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=\mathrm{V}\Sigma \mathrm{V}^{*}=(\mathrm{A}^{*}\mathrm{A})^{1/2}$ である。 これは、A の極
分解に他ならない。一方、特異値分解は Schatten形式で

$\mathrm{A}=\sum_{i=1}^{k}\sigma_{i}(\mathrm{u}_{i}\otimes\overline{\mathrm{v}_{i}})$

とも表現できる。これは、正規行列 (A’A $=\mathrm{A}\mathrm{A}^{*}$ ) のスペクトル分解 (対角化) の一般化と考え

ることができる。実際、 $n$ 次の正規行列 A は

$\mathrm{A}=\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}(\mathrm{v}_{i}\otimes\overline{\mathrm{v}_{i}})$

とスペクトル分解できるが、 ここで

$\lambda_{i}$ $=$ $\sigma_{i}\omega_{i}$ $(\sigma_{i}\geq 0, |\omega|=1)$

$\mathrm{u}_{i}$ $=$ $\omega_{i}\mathrm{v}_{i}$

となるようにとれぼよい。
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4 $\mathrm{K}\mathrm{L}$ 展開

特異値分解はまた、Karhunen-Loeve展開の特別な場合と考えることもできる。 $(\Omega, \mathcal{F}, \mu)$ を $\sigma-$

有限測度空間、 $\mathcal{H}$ を Hilbert 空間として、 $\Omega$ 上で定義され $\mathcal{H}$ に値をとる強可測関数 $f$ で

$\int_{\Omega}||f||^{2}d\mu<\infty$

を満たすものの全体を $L^{2}(\Omega, \mathcal{F}, \mu;\mathcal{H})$ で表す。任意の $f\in L^{2}(\Omega, \mathcal{F}, \mu;\mathcal{H})$ に対して、完全正規直交

系 $\{\overline{\varphi j(\cdot)}e_{i}\}$ による Fourier 展開を考えると.

$f(\omega)$ $=$
$\sum_{i}\sum_{j}(\overline{\varphi_{i}}e_{j}|f\rangle\overline{\varphi_{i}(\omega)}e_{j}$

$=$ � $\sum_{j}\int_{\Omega}\langle\overline{\varphi_{i}(\omega’)}e_{j}|f(\omega’)\rangle\mu(d\omega’)\overline{\varphi_{i}(\omega)}e_{j}$

$=$ $\sum_{i}\sum_{j}\overline{\varphi_{i}(\omega)}\int_{\Omega}\varphi_{i}(\omega’)\langle e_{j}|f(\omega’)\rangle e_{j}\mu(d\omega’)$

$=$ $\sum_{i}\overline{\varphi_{i}(\omega)}\int_{\Omega}\varphi_{i}(\omega’)\sum_{j}\langle e_{j}|f(\omega’)\rangle e_{j}\mu(d\omega’)$

$=$ $\sum_{i}\overline{\varphi_{1}.(\omega)}\int_{\Omega_{d}}\varphi_{i}(\omega’)f(\omega’)\mu(d\omega’)$

のように、 $\mathcal{H}$ の完全正規直交系 $\{ej\}$ によらず、 $L^{2}(\Omega, \mathcal{F}, \mu)$ の完全正規直交系 $\{\varphi_{i}\}$ だけによる展

開式を得る。 ここでの収束は 2 乗平均収束の意味である。なお、 $\mathcal{H}$ の次元が 1 の場合は、単なる

Fourier 展開に過ぎない。

$K(\omega_{1},\omega_{2})=\langle f(\omega_{1})|f(\omega_{2})\rangle$ $(\omega_{1},\omega_{2}\in\Omega)$

と定義すると、 $K$ は半正定値であり

$\int_{\Omega}\int_{\Omega}|K(\omega_{1},\omega_{2})|^{2}\mu(d\omega_{1})\mu(d\omega_{2})$ $\leq$ $\int_{\Omega}\int_{\Omega}||f(\omega_{1})||^{2}||f(\omega_{2})||^{2}\mu(d\omega_{1})\mu(d\omega_{2})$

$\leq$ $\int_{\Omega}||f(\omega_{1})||^{2}\mu(d\omega_{1})\int_{\Omega}||f(\omega_{2})||^{2}\mu(d\omega_{2})$

く $\infty$

なので、Hilbert-Schmitt 作用素のスペクトル分解により

$K( \omega_{1}, \omega_{2})=\sum\dot{.}\sigma_{i^{2}}\varphi_{i}(\omega_{1})\overline{\varphi_{i}(\omega_{2})}$

が殆どすべての $\omega_{1},$
$\omega_{2}\in\Omega$ に対して成立する (総和は 2 乗平均収束の意味)。 このとき得られる完

全正規直交系 $\{\varphi_{i}\}$ による展開式

$f( \omega)=\sum_{i}\overline{\varphi_{i}(\omega)}\int_{\Omega}\varphi_{i}(\omega’)f(\omega’)\mu(d\omega’)$

を、 $\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{n}- \mathrm{L}\mathrm{o}\mathrm{e}\grave{\mathrm{v}}\mathrm{e}$展開 ( $\mathrm{K}\mathrm{L}$ 展開) と呼ぶ
$(T, \mathcal{T}, \tau)$ および $(\Omega, \mathcal{F}, \mu)$ を、 いずれも $\sigma$ 有限測度空間とし、 $f\in L^{2}(T\cross\Omega, \mathcal{T}\otimes \mathcal{F}, \tau\otimes\mu)$ に

対して、 $T\ni t\vdash+f(t, \cdot)\in L^{2}(\Omega, \mathcal{F}, \mu)$ は強可測関数と考えることができる。 $f(t, \omega)$ を $f_{t}(\omega)$ と書

く。 このとき

$K(s, t)= \int_{\Omega}\overline{f_{s}(\omega)}f_{t}(\omega)\mu(d\omega)$ $(s,t\in T)$
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$K(s, t) \ovalbox{\tt\small REJECT}\sum\sigma_{i^{2}}\varphi_{i}(s)\varphi_{i}(t)$ $(s, t\in T)$

とスペクトル分解でき、 $\mathrm{K}\mathrm{L}$ 展開は

$f_{t}( \omega)=\sum_{i}(A\varphi_{i})(\omega)\overline{\varphi_{i}(t)}$
$(t\in T, \omega\in\Omega)$

となる。 ここで、 $A$ は $f$ を積分核とする $L^{2}(T, \mathcal{T}, \tau)$ から $L^{2}(\Omega,\mathcal{F}, \mu)$ への積分作用素、即ち

$(A \psi)(\omega)=\int_{T}f_{t}(\omega)\psi(t)\tau(dt)$ $(\psi\in L^{2}(T, \mathcal{T},\tau), \omega\in\Omega)$

である。 このとき

$\langle A\varphi_{i}|A\varphi_{j}\rangle$ $=$ $\int_{\Omega}\overline{\int_{T}f_{s}(\omega)\varphi_{i}(s)\tau(ds)}\int_{T}f_{t}(\omega)\varphi_{j}(t)\tau(dt)\mu(d\omega)$

$=$ $\int_{\Omega}\int_{T}\overline{f_{s}(\omega)\varphi_{i}(s)}\tau(ds)\int_{T}f_{t}(\omega)\varphi_{j}(t)\tau(dt)\mu(d\omega)$

$=$ $\int_{T}\int_{T}\int_{\Omega}\overline{f_{s}(\omega)}f_{t}(\omega)\mu(\mathrm{A}_{J})\overline{\varphi\dot{.}(s)}\varphi_{j}(t)\tau(ds)\tau(dt)$

$=$ $\int_{T}\int_{T}K(s, t)\overline{\varphi_{i}(s)}\varphi_{j}(t)\tau(ds)\tau(dt)$

$=$ $\int_{T}\int_{T}K(s, t)\varphi_{j}(t)\tau(dt)\overline{\varphi_{i}(s)}\tau(ds)$

$=$ $\int_{T}\sigma_{j^{2}}\varphi_{j}(s)\overline{\varphi_{i}(s)}\tau(ds)$

$=$ $\sigma_{j^{2}}\int_{T}\overline{\varphi_{i}(s)}\varphi_{j}(s)\tau(ds)=\{$

$\sigma_{j^{2}}$ if $i=j$ ,
0otherwise

であるので、 $\{A\varphi_{i}\}$ は直交系をなす。 また、

$L( \omega_{1},\omega_{2})=\int_{T}f_{s}(\omega_{1})\overline{f_{s}(\omega_{2})}\tau(ds)$ $(\omega_{1},\omega_{2}\in\Omega)$

によって定義される $L^{2}(\Omega, \mathcal{F}, \mu)$ 上の積分核を考えると

$\int_{\Omega}L(\omega_{1},\omega_{2})(A\varphi:)(\omega_{2})\mu(d\omega_{2})$ $=$ $\int_{\Omega}\int_{T}f_{\mathit{8}}(\omega_{1})\overline{f_{8}(\omega_{2})}\tau(ds)\int_{T}f_{t}(\omega_{2})\varphi_{i}(t)\tau(dt)\mu(d\omega_{2})$

$=$ $\int_{T}\int_{T}f_{s}(\omega_{1})\int_{\Omega}\overline{f_{s}(\omega_{2})}f_{t}(\omega_{2})\mu(d\omega_{2})\varphi_{i}(t)\tau(ds)\tau(dt)$

$=$ $\int_{T}\int_{T}f_{\epsilon}(\omega_{1})K(s, t)\varphi_{i}(t)\tau(ds)\tau(dt)$

$=$ $\int_{T}f_{s}(\omega_{1})\int_{T}K(s,t)\varphi_{i}(t)\tau(dt)\tau(ds)$

$=$ $\int_{T}f_{\epsilon}(\omega_{1})\sigma_{\dot{\iota}}^{2}\varphi_{i}(s)\tau(ds)$

$=$ $\sigma_{i}^{2}(A\varphi_{i})(\omega_{1})$

であるので、 $L$ を積分核とする作用素の固有値 $\sigma_{i^{2}}$ に対する固有ベク }$\backslash ’\mathrm{s}\theta^{\mathrm{i}}A\varphi_{i}$ となっている $\circ$
ま
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た、 Perseval の等式より

$\sum_{i}\overline{(A\varphi_{i})(\omega_{1})}(A\varphi_{i})(\omega_{2})$
$=$ $\sum_{i}\overline{\int_{T}f_{t}(\omega_{1})\varphi_{i}(t)\tau(dt)}\int_{T}f_{s}(\omega_{1})\varphi_{i}(s)\tau(ds)$

$=$ $\int_{T}f_{t}(\omega_{1})\overline{f_{t}(\omega_{2})}\tau(dt)$

$=$ $L(\omega_{1},\omega_{2})$ $(\omega_{1},\omega_{2}\in\Omega)$

$A\varphi_{i}$ を正規化したものを $\xi_{i}$ とすると

$\varphi_{i}(t)$ $=$ $\frac{1}{\sigma_{i}}\int_{\Omega}f_{t}(\omega)\xi_{i}(\omega)\mu(d\omega)$ $(t\in T)$

$\xi_{i}(\omega)$ $=$ $\frac{1}{\sigma_{i}}\int_{T}f_{t}(\omega)\varphi_{i}(t)\tau(dt)$ $(\omega\in\Omega)$

$L(\omega_{1},\omega_{2})$ $=$
$\sum_{i}\sigma_{i^{2}}\overline{\xi_{i}(\omega_{1})}\xi_{i}(\omega_{2})$

$(\omega_{1}, \omega_{2}\in\Omega)$

$f_{t}(\omega)$ $=$
$\sum_{i}\sigma_{i}\xi_{i}(\omega)\overline{\varphi_{i}(t)}$

$(t\in T,\omega\in\Omega)$

と表現される。

5 フレームの安定性とタイトなフレーム

有限次元の場合に話を戻す。 $\mathbb{C}^{n}$ のベクトル $\mathrm{e}_{1},$

$\ldots,$
$\mathrm{e}_{m}$ を考える (第 2 節の記号をそのまま用

いる)。

(条件 1) ある正の定数 $\alpha$ および $\beta$ が存在して、 任意の $\mathrm{x}\in \mathbb{C}^{n}$ に対して

$\alpha^{2}||\mathrm{x}||^{2}\leq\sum_{i=1}^{m}|\langle \mathrm{e}_{i}|\mathrm{x}\rangle|^{2}\leq\beta^{2}||\mathrm{x}||^{2}$

この条件が成立するとき、 フレームは安定であるという。条件の 2 番目の不等号は、 $\mathrm{A}^{*}$ の有界性
を述べたものに他ならない。従って、 $\beta$ の最良のものは $||\mathrm{A}^{*}||$ であり、 これは特異値分解したとき
の $\sigma_{1},$

$\ldots,$
$\sigma_{k}$ の中の最大のものに等しい。一方、最初の不等号が成立するための必要条件は、 $\mathrm{x}$ が

すべての $\mathrm{e}_{1},$

$\ldots,$
$\mathrm{e}_{m}$ と直交するならば $\mathrm{x}=0$ ということで、 これは $\mathrm{e}_{1},$

$\ldots,$
$\mathrm{e}_{m}$ が $\mathbb{C}^{n}$ を生或して

いることである。逆に、 $\mathrm{e}_{1},$

$\ldots,$
$\mathrm{e}_{m}$ が $\mathbb{C}^{n}$ を生或しているならば、 kernel(A’) $=\{0\}$ なので、線形

写像 $\mathrm{A}^{*}$ : $\mathbb{C}^{n}arrow \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(\mathrm{A}$
‘

$)$ が逆写像を持つことになり、有限次元だからその逆写像の有界性より
最初の不等号が成立するための十分条件でもある。このとき、最良の $\alpha$ は、 $\sigma_{1},$

$\ldots,$
$\sigma_{k}>0$ の中の

最小のものに等しい。安定性の条件に双対な条件として、次の条件がある。

(条件 2) ある正の定数 $\alpha$ および $\beta$ が存在して、任意の $u_{1},$ $\ldots,u_{m}\in \mathbb{C}$ に対して

$\alpha^{2}\sum_{i=1}^{m}||u_{i}||^{2}\leq||\sum_{i=1}^{m}u_{i}\mathrm{e}_{i}||^{2}\leq\beta^{2}\sum_{i=1}^{m}||u_{i}||^{2}$

この条件の 2番目の不等号は、A の有界性を述べたものに他ならない。従って、 $\beta$ の最良のものは
$||\mathrm{A}||$ であり、これはやはり特異値分解したときの $\sigma_{1},$

$\ldots,$
$\sigma_{k}$ の中の最大のものに等しい。一方、最初
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の不等号が成立するための必要条件は、 $\sum_{i=1}^{m}u_{i}\mathrm{e}_{i}=0$ ならば $u_{1}=\cdots$ =um=O、即ち $\mathrm{e}_{1},$ $\ldots$ , eっ
が $\mathbb{C}^{n}$ が線形独立であることである。逆に、 $\mathrm{e}_{1,\dot{\mathit{1}}}\ldots \mathrm{e}_{m}$ が線形独立ならば、 kernel(A) $=\{0\}$ なの

で、 線形写像 $\mathrm{A}:\mathbb{C}^{m}arrow \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(\mathrm{A})$ が逆写像を持つことになり、有限次元だからその逆写像の有界
性より最初の不等号が成立するための十分条件でもある。 このとき、 最良の $\alpha$ は、 $\sigma_{1},$

$\ldots,$
$\sigma_{k}>0$

の中の最小のものに等しい。

フレームが安定であり、 $\alpha=\beta$ とすることができるとき、 そのフレームはタイト或いは隙間の

ないフレームであるという。タイトなフレームは適当に全体をスカラー倍するつことによって、
$\alpha=\beta=1$ として一般性を失わない。 このとき、 $\mathrm{A}$’は $\mathbb{C}^{n}$ から $\mathbb{C}^{m}$ の中への等距離写像、即ち

即ち、

$\mathrm{A}\mathrm{A}^{*}=\mathrm{I}$

となる。 このことは、行列 A の行ベクトルが互いに直交しているということと同値である。即ち、

$\mathrm{e}_{1}=\{\begin{array}{l}e_{11}\vdots e_{n1}\end{array}\}$ , . . . , $\mathrm{e}_{m}=\{\begin{array}{l}e_{1m}\vdots e_{nm}\end{array}\}$

が安定なフレームであるとき (従って、 $n\leq m$ である)、 各ベクトルを拡大して

$\mathrm{e}_{1’}=\{$

$e_{11}$

.$\cdot$

.

$e_{n1}$

.$\cdot$.
$e_{m1}$

, . . . , $\mathrm{e}_{m^{J}}=\{\begin{array}{l}e_{1m}\vdots e_{nm}\vdots e_{mm}\end{array}\}$

を $\mathbb{C}^{m}$ の正規直交基底にできるとき、 かつそのときに限り、安定なフレームである。
$\mathrm{e}_{1},$

$\ldots,$
$\mathrm{e}_{m}$ が安定なフレ.- $\text{ム}$ であるとき、 $\mathrm{A}^{*}$ が A の一般化逆行列に他ならないので、双対フ

レームは自分自身である。従って

$\sum_{i=1}^{m}\mathrm{e}_{i}\otimes\overline{\mathrm{e}_{i}}=\mathrm{I}$

が成立する。ここで、 $J\subseteq\{1, \ldots, m\}$ に対して

$E(J)= \sum_{i\in J}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{e}_{i}\otimes\overline{\mathrm{e}_{i}}$

と定義すると、 $E(\cdot)$ は $\{1, \ldots, m\}$ 上の正作用素値測度となる。このとき、 $\mathrm{e}_{1},$

$\ldots,$
$\mathrm{e}_{m}$ を拡大した

$\mathrm{e}_{1’},$

$\ldots,$
$\mathrm{e}_{m}’$ によって

$E’(J)= \sum_{i\in J}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{e}_{i’}\otimes\overline{\mathrm{e}_{i’}}$

で定義されるスペクトル測度 $E’(\cdot)$ は、 ダイレーション理論でよく知られた Neumark のダイレー

ションとなっている。
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6 無限次元の場合

これまでの話は、 $\mathbb{C}^{n}$ を $\mathbb{C}^{m}$ に埋め込むということであった。 この節では、 $\mathbb{C}^{n}$ を可分な無限次

元複素 Hilbert 空間 $\mathcal{H}$ に置き換えて、 $\mathbb{C}^{m}$ を数列空間 $l^{2}$ に置き換えて、 同様の議論を行う。

$e_{1},$ $e_{2},$
$\cdots\in \mathcal{H}$ とする。 このとき、次の条件は同値である :

(1) 任意の {果}i\infty$=1\in l^{2}$ に対して、 $\sum_{i=1}^{\infty}c_{i}e_{i}$ は強収束する $i$

(2) 任意の $\{c_{i}\}_{i=1}^{\infty}\in l^{2}$ tこ対して、 $\sum_{i=1}^{\infty}c_{i}e_{i}$ は弱収束する

(3) 任意の $x\in \mathcal{H}$ [こ対して、 $\{\langle e_{i}|x\rangle\}_{i=1}^{\infty}\in l^{2}$ である。

更に、 これらの条件を満たすとき、 {果}i\infty$=1-t \sum_{i=1}^{\infty}cje_{i}$ は $l^{2}$ から $ft$ への有界線形写像であり、その

共役線形写像は $x\vdash+\{\langle e_{i}|x\rangle\}_{i=1}^{\infty}$ である。

証明 (1) $\Rightarrow(2)$ は明らか。 (2) $\Rightarrow(3)$ を示す。

$A_{n}( \{c_{i}\}_{i=1}^{\infty})=\sum_{i=1}^{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}c_{i}e_{i}$ $(\{c_{i}\}_{i=1}^{\infty}\in l^{2})$

と定義する。任意の $\{c_{i}\}_{i=1}^{\infty}\in l^{2}$ を固定する。 $\{A_{n}(\{c_{i}\}_{i=1}^{\infty})\}_{n=1}^{\infty}$ は弱収束するので有界である (–

様有界性定理)
$\text{。}$
このとき、 $\{A_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ は $l^{2}$ から $\mathcal{H}$ への有界線形写像の族であり、 $\{c_{i}\}_{i=1}^{\infty}\in l^{2}$ は任

意であったので、再び一様有界性定理より、 $\{A_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ は有界である。即ち、 $K\geq 0$ が存在して、

$\sup_{n}||A_{n}||\leq K$

を満たす。従って、

$|| \sum_{i=1}^{n}\mathrm{c}_{i}e_{\dot{\iota}}||=||A_{n}(\{c_{i}\}_{i=1}^{\infty})||\leq$

であるから、任意の $x\in \mathcal{H}$ に対して

$| \{\sum_{i=1}^{n}c_{i}e_{i}|x\}|\leq||\sum_{i=1}^{n}\mathrm{c}_{i}e_{i}||\cdot||x||$

が成立するので、 $narrow\infty$ とした上で $x= \sum c_{i}e_{i}n$ とおくことによって
$i=1$

$|| \sum_{i=1}^{\infty}c_{i}e:||$

を得る。 このことから、 $\{c_{i}\}_{i=1}^{\infty}\}arrow\sum_{i=1}^{\infty}c_{i}e_{i}$ は $l^{2}$ から $\mathcal{H}$ への有界線形写像であることがわかる。

また、

$| \sum_{i=1}^{\infty}$ で. $\langle e_{i}|x\rangle|=|\{\dot{.}\sum_{=1}^{\infty}c_{i}e_{i}|x\}|$
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であるから、 任意の $x\in?t$ を固定したとき、 $\{c_{i}\}_{i=1}^{\infty}\}arrow\sum_{i=1}^{\infty}\overline{c_{i}}\langle e_{i}|x\rangle$ は
$\text{、}$

$l^{2}$ 上の有界線形汎関数

であることがわかる。従って、Riesz の表現定理から $\{d_{i}\}_{i=1}^{\infty}\in l^{2}$ が存在して、

$\sum_{i=1}^{\infty}\overline{c_{i}}\langle e_{i}|x\rangle=\sum_{i=1}^{\infty}\overline{c_{i}}d_{i}$

を満たす。 このことから、 各 $i$ [二対して $d_{i}=\langle e_{i}|x\rangle$ でなければならず、 $\{\langle e_{i}|x\rangle\}_{i=1}^{\infty}\in l^{2}$ であ

ることが示された。

(3) $\Rightarrow(1)$ を示す。任意の $x\in \mathcal{H}$ に対して $\{\langle e_{i}|x\rangle\}_{i=1}^{\infty}\in l^{2}$ であるとすると、 $\sum_{i=1}^{\infty}\overline{c_{i}}\langle e_{i}|x\rangle$ は収

束するので

$\sum_{i=1}^{\infty}\overline{c_{i}}\langle e_{i}|x\rangle=\{\sum_{i=1}^{\infty}$果 $e_{i}$ $|x\}$

も収束する。従って、 $\sum_{i=1}^{\infty}$ 果 $e_{i}$ は弱収束する。 (2) $\Rightarrow(3)$ の証明の過程で示したように、 このとき

$|| \sum_{i=1}^{\infty}c_{i}e_{i}||$

である。特に、

$|| \sum_{i=n}^{\infty}c_{i}e_{i}||$ $(narrow\infty)$

だから、 $\sum_{i=1}^{\infty}c_{i}e_{i}$ は強収束する。

上の証明から、 (1) $\sim(3)$ の条件は次と同値である :

$(\mathrm{A}_{0})a\geq 0$ が存在して、 $|| \sum_{i=1}^{\infty}c.\cdot e_{i}||^{2}\leq a\cdot\sum_{i=1}^{\infty}|c_{i}|^{2}$ を満たす ;

$(\mathrm{A}_{0}^{*})a\geq 0$ が存在して、 $\sum_{i=1}^{\infty}|\langle e_{i}|x\rangle|^{2}\leq a\cdot||x||^{2}$ を満たす。

以下、 $e_{1},$ $e_{2},$ $\ldots$ は、 上の条件を満たすものとして、有界線形写像 $\{c_{i}\}_{i=1}^{\infty}\}arrow\sum_{i=1}^{\infty}$ ctei を $A$ で表

し、 その共役線形写像 $x\vdasharrow\{\langle e_{i}|x\rangle\}_{=1}^{\infty}\dot{.}$ を $A^{*}$ で表す。 $(\mathrm{A}_{0})$ 或は $(\mathrm{A}_{0}^{*})$ を満たす $a$ の下限は、

$||A^{*}A||=||AA^{*}||=||A||^{2}=||A^{*}||^{2}$

である。

次は、逆変換が存在するかという問題を考える。 $A$ に逆変換が存在してそれが有界となるための
必要十分条件は、 $\overline{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}}(A)$ が $\mathcal{H}$ で稠密であり、かつ $K>0$ が存在して

$||A(\{c_{n}\}_{n=1}^{\infty})||\geq K\cdot||\{c_{n}\}_{n=1}^{\infty}||$
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を満たすことである。 これは、 $b>0$ が存在して

$|| \sum_{n=1}^{\infty}$ cne、$||^{2} \geq b\cdot\sum_{n=1}^{\infty}|c_{n}|^{2}$

と言い換えてもよい。 また、

span $(\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty})\subseteq \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{e}(A)$

で span $(\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty})$ は range(A) で稠密であることから、 $\overline{\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}}(\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty})=?t$ と $\overline{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}}(A)$ $=\mathcal{H}$ は

同値である。 $A$ の逆変換が存在するための必要十分条件は

$(\mathrm{A}_{1})\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ の張る線形空間が $\mathcal{H}$ で稠密である ;

(A2) $b>0$ が存在して

$|| \sum_{n=1}^{\infty}$ ら en||2 $\geq b\cdot\sum_{n=1}^{\infty}|c_{n}|^{2}$

を満たす。

の 2 つが成立することである。 $(\mathrm{A}_{2})$ は、 $\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ が線形独立であるという条件を含んでいること
に注意する。

$A$ の逆変換が存在することと $A^{*}$ の逆変換が存在することは同値であるので、 この条件は $A^{*}$ が

存在するための必要十分条件である。 しかし、 $A^{*}$ が存在するための必要十分条件を直接導きだす
とどうなるであろうか。 range $(A^{*})$ が $l^{2}$ で稠密であるという条件は、

$\{\{\langle e_{n}|x\rangle\}_{n=1}^{\infty}|x\in \mathcal{H}\}^{[perp]}=\{\{0\}_{n=1}^{\infty}\}$

という条件と同値であり、 これは $\{a_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ に対して

$\forall x\in \mathcal{H}$ , $\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}\langle e_{n}|x\rangle=0$

であれば $a_{1}=a_{2}=\cdots=a_{n}=\cdots=0$ と同値である。 これは更 [こ、 $\{a_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ に対して

$\forall x\in \mathcal{H}$ , $\{\sum_{n=1}^{\infty}\overline{a_{n}}e_{n}|x\}=0$

であれぼ $a_{1}=a_{2}=\cdots=a_{n}=\cdots=0$ と同値である。従って、 $\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ が線形独立であることと

同値である。一方、 $A^{*}$ の逆変換が存在するためのもう一つの条件は、 $K>0$ が存在して

$||A^{*}(x)||\geq K\cdot||x||$

を満たすことであるが、 これは $b>0$ が存在して

$\sum_{n=1}^{\infty}|\langle e_{n}|x\rangle|^{2}\geq b\cdot||x||^{2}$

であると書き換えられる。従って、 $A^{*}$ の逆変換が存在するための必要十分条件は
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$(\mathrm{A}_{1}^{*})\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ が線形独立である ,$\cdot$

$(\mathrm{A}_{2}^{*})b>0$ が存在して

$\sum_{n=1}^{\infty}|\langle e_{n}|x\rangle|^{2}\geq b\cdot||x||^{2}$

を満たす。

の 2 つが成立することである。 $(\mathrm{A}_{2}^{*})$ は、 $\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ の張る線形空間が $?t$ で稠密であるという条件を

含んでいることに注意する ( $\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ と直交する $x\in \mathcal{H}$ は $x=0$ なので) 。

$\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty}\subseteq \mathcal{H}$ が

$(\mathrm{A}_{0}),(\mathrm{A}_{1}),(\mathrm{A}_{2})$ を満たす

或はこれと同値な条件

$(\mathrm{A}_{0}^{*}),(\mathrm{A}_{1}^{*}),(\mathrm{A}_{2}^{*})$ を満たす

とき、 $\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ は $\mathcal{H}$ の Riesz 基底であるという。

$\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty}\subseteq \mathcal{H}$ が Riesz 基底であるとき、 $A$ : $\{c_{i}\}_{i=1}^{\infty}\vdash\Rightarrow\sum_{i=1}^{\infty}c_{i}e_{i}$ および $A^{*}$ : $x\vdasharrow\{\langle e_{i}|x\rangle\}_{i=1}^{\infty}$

は逆写像を持った。 $A^{-1}$ は $e_{i}$ を

$\epsilon_{i}=\{\delta_{ij}\}_{j=1}^{\infty}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$

に写す。 $\{\epsilon_{i}\}_{i=1}^{\infty}$ は $l^{2}$ の標準基底である。 ここで、

$\hat{e}_{i}=(A^{*})^{-1}\epsilon_{i}=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}(A^{-1})^{*}\epsilon_{i}$ $(i=1,2, \ldots)$

と定義すると、 $\{\hat{e}_{i}\}_{i=1}^{\infty}$ も $\mathcal{H}$ の Riesz 基底となる。 また、

$\langle\hat{e}_{i}|e_{j}\rangle=\delta_{ij}$

を満たす。 $\{\hat{e}_{i}\}_{i=1}^{\infty}$ を $\{e_{i}\}_{i=1}^{\infty}$ の双対 Riesz 基底と呼ぶ。

$x$ $=$ (A勺-l $A^{*}x$

$=$ $(A^{*})^{-1}\{\langle e_{i}|x\rangle\}_{i=1}^{\infty}$

$=$ (A勺-l $\sum_{i=1}^{\infty}\langle e_{i}|x\rangle\epsilon$: (Fourier 展開)

$=$ $\sum_{i=1}^{\infty}\langle e_{i}|x\rangle(A^{*})^{-1}\epsilon_{i}$

$=$ $\sum_{i=1}^{\infty}\langle e_{i}|x\rangle\hat{e}_{i}$

という展開式が得られる。 また、 Riesz 基底 $\{\hat{e}_{i}\}_{i=1}^{\infty}$ の双対 Riesz 基底が $\{e:\}_{i=1}^{\infty}$ となることより、

$x= \sum_{i=1}^{\infty}\langle\hat{e}_{i}|x\rangle e_{i}$
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という展開式も成立する。$\mathrm{I}$

いずれの展開式もノルム総和可能の意味である。
$\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ が 7{ の Riesz 基底であるための必要十分条件は、 $\mathcal{H}$ の完全正規直交系 $\{\xi_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ に対して

$Te_{n}=\xi_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

により定義される線形作用素 $T$ が位相同型となることである。
$\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ が $(\mathrm{A}_{1}^{*})$ 即ち線形独立性を仮定せず、 $(\mathrm{A}_{0})$ と $(\mathrm{A}_{2}^{*})$ を満たすとき、 $\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ は $\mathcal{H}$ の安

定なフレームであるという。有限次元の場合、安定性の条件 $(\mathrm{A}_{2}^{*})$ は $\{e_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ が全体を生或するこ

とと同値であったが、無限次元の場合それだけでな $\langle$
$\mathrm{r}\mathrm{a}11\mathrm{g}\mathrm{e}(A^{*})$ が閉であり $A^{*}$ : $\mathcal{H}arrow \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(A^{*})$

が有界な逆写像を持つことまで保証してくれる (有限次元なら自明) $\text{。}$ 従って、有限次元の場合と同

様にして $A^{*}$ の一般化逆写像と呼ぼれる有界線形写像 $A^{*\dagger}$ : $l^{2}arrow \mathcal{H}$ を定義することが可能である。

そこで、 Rieasz 基底の場合同様に

$\hat{e}_{i}=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ A村\epsilon i $(i=1,2, \ldots)$

が定義できて、

$x= \sum_{\mathrm{i}=1}^{\infty}\langle e_{\mathrm{i}}|x\rangle\hat{e}_{i}$

および

$x= \sum_{i=1}^{\infty}\langle\hat{e}_{i}|x\rangle e_{i}$

の展開公式が成立する。 $\{\hat{e}:\}_{i=1}^{\infty}$ を $\{e_{\dot{\iota}}\}_{i=1}^{\infty}$ の双対フレームと呼ぶ。

有限次元の場合と同様にフレームがタイトであるとは、 $(\mathrm{A}_{0})$ と $(\mathrm{A}_{2}^{*})$ における最良の $a$ と $b$ が

同じに取れるときを言う。特に $a=b=1$ であるとき、双対フレームは自分白身であり

$x= \sum_{i=1}^{\infty}\langle e_{i}|x\rangle e_{i}$

の展開公式が成立する。

$||x||^{2}= \sum_{i=1}^{\infty}|\langle e_{i}|x\rangle|^{2}$

を満たすので

$x\vdasharrow\{\langle e_{i}|x\rangle\}_{i=1}^{\infty}$

は $\mathcal{H}$ から $l^{2}$ の中への等長写像である。更に、 $\mathcal{H}\subseteq \mathcal{H}’$ である Hilbert 空間 $\mathcal{H}’$ が存在して、 $P$ を

$\mathcal{H}’$ から $\mathcal{H}$ の上への直交射影として

$e_{i}=P\overline{e}_{i}$ $(i=1,2, \ldots)$

を満たすように $\{e:\}_{i=1}^{\infty}$ を $\mathcal{H}’$ の完全正規直交系 $\{\overline{e}_{i}\}_{i=1}^{\infty}$ にダイレーションすることができる。
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