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1. はじめに
$A$ を有理数体 $\mathbb{Q}$ 上定義されたアーベル多様体とし, 素数 $p$ で良還元 (good reduction) を
もっているとすると, 後で詳しく書くが, 特殊化写像 $\rho_{p}$ : $A(\mathbb{Q})arrow A_{p}(\mathrm{F}_{p})$ が得られる. こ
$\llcorner\vee \text{て^{}\backslash }\backslash ,$ $A(\mathbb{Q})l\mathrm{h}A\sigma)\mathbb{Q}- \text{有理}f_{\mathrm{I}}\backslash \mathrm{g}\mathrm{g}\text{体を表し},$ $A_{p}(\mathrm{F}_{p})t\mathrm{h}A\text{の}p\text{で^{}\backslash }\text{の}\mathrm{R}^{\backslash }\mathrm{E}\overline{\pi}A_{p}\mathit{0}\supset \mathrm{F}- \text{有理_{}\iota}k_{\backslash }\#$

体を表す. このとき, もし $A(\mathbb{Q})$ が有限群であれば, $\rho_{p}$ は単射であることはよく ffi $\grave{\mathrm{b}}\text{れて}\mathrm{A}1$

る. しかしながら, $A_{p}(\mathrm{F}_{p})$ は有限群であるので, $A(\mathbb{Q})$ が無限群であれば $\rho_{p}$ は単射に成り
得ない. $\text{それて^{}1^{\backslash }}\#\mathrm{h},$ $\mathbb{Q}(T)$ 上定義されていた場合はどうなるだろうだろうか ? 実は, 幾何
F\beta gな適当な点による還元を考えれば, 単射になる. この現象を左右するのはヒルベルトの
$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{f}\mathrm{f}\backslash ^{\backslash \{*\text{定理である}}$ . 講演では, これらのことについて基本的な事柄から述べた. 参考文献と

$\text{し^{}\vee}C$ ,

[1] S. Lang, Fundamentals of Diophantine Geometry, Springer-Verlag.
[2] $\mathrm{J}$ .-P. Serre, Lectures on the Mordell-Weil Theorem, Aspects of Mathematics, Vol. 15.

をあげておく.

2. 特殊化写像

まずはじめに特殊化写像について考えていこう. $S$ を 1 次元の正規なネータースキームと
し, $f$ : $Xarrow S$ を $S$ 上の固有なネータースキームとする. $S$ の点 $s$ に対して, $s$ の剰余体
を $\kappa(s)$ で, $f$ の $s$ でのファイバー $f^{-1}(s)$ を $X_{s}$ で表すこと (こする. さて, $\eta$ を $S$ の生成点
と $\text{し}$ , 生成ファイバー $X_{\eta}$ の $\kappa(\eta)$ -有理点 $P\in X_{\eta}(\kappa(\eta))$ , つまり, $P:\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\kappa(\eta))arrow X_{\eta}$ を
考える. $P$ の像の $X$ におけるザリスキー閉包を $\Delta_{P}$ で表す. $\Delta_{P}$ は $f$ : $Xarrow S$ の切断であ
る. ここで, $s\in S$ をとり, $\Delta_{P}\cap X_{s}$ を考えると, これは $X_{s}$ の \kappa (s\succ 有理点である. この有
理点を, $\rho_{s}(P)$ と表すことにする. 以上により, 写像

$\rho_{S}$ : $X_{\eta}(\kappa(\eta))arrow X_{s}(\kappa(s))$

が定まる. これを, 点 $s$ への特殊化写像という.
ここで, 自然な疑問が生じる. $s$ をうまくとると, $\rho_{s}$ は単射であろうか ? もしこのよう

なことがわかれば, 特殊ファイバーの性質 (例えば, 有理点が有 R個であるとか) から生成
ファイバーの性質が導ける可能性がある. この講演では, このことに関連した話題を考えた
いと思う. まずは例から考えよう.

例 2.1. $S=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z}),$ $X=\mathrm{P}_{\mathrm{Z}}^{1}$ とおき, $f$ : $\mathrm{P}_{\mathrm{Z}}^{1}arrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z})$ は自然な射とする. 素数を順番
に並べて

$2=p_{1}<p_{2}<\cdots<p_{n}<\cdots$
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とする. $Q_{n}\in \mathrm{P}_{\mathbb{Q}}^{1}(\mathbb{Q})$ を, $(p_{1}\cdots p_{n} : 1)$ で定まる点とすると, 容易に

$\rho_{p:}(Q_{j})=\{$
$(p_{1}\cdots p_{j}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p_{i} : 1)$ もし $j<i$

(0 : 1) もし $j\geq i$

であることがわかる. したがって,

$\rho_{\mathrm{p}j}(\{Q_{j}\}_{j=1}^{\infty})=\{(0:1), (p_{1}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p_{i} : 1), . . . , (p1\ldots P:-1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} pi : 1)\}$

となり, $\#(\rho_{p:}(\{Q_{j}\}_{j=1}^{\infty}))<\infty$ である. これは, どの素数で特殊化写像を考えても, 単射
にならないことを示している. このようなことは, あとでいうヒルベルト的でない $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z})$

の特殊性であろうか ? 次の同様の例はそうでもないことを示している.

例 22. 次に, $K$ は可算濃度の体 (例えば, $K=\mathbb{Q}$) とし, $S=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(K[T]),$ $X=\mathrm{P}_{K[T]}^{1}$ と

おく. $K$ は可算濃度であるので, 番号をふって,

$K=\{a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n}, \ldots, \}$

とおく. さらに, 多項式 $f_{n}(T)$ を $f_{n}(T)=(T-a_{1})\cdots(T-a_{n})$ とおく. 点 $P_{n}\in \mathrm{P}_{K(T)}^{1}(K(T))$

を $P_{n}=(f_{n}(T):1)$ と定める. このとき,

$\rho_{a}:(P_{n})=\{$
$((a_{i}-a_{1})\cdots(a_{i}-a_{n}) : 1)$ もし $i<n$
(0: 1) もし $i\geq n$

となり特殊化写像はどの点で考えても単射にならない.

以上のように, 特殊化写像の単射性は, けっこうやっかいな問題である. このことを考え
る上で重要になるヒルベルト性について考えよう.

3. ヒルベルト的スキー\Delta

$X$ を整なスキームとする. $X$ の部分集合についての 「薄集合」 なる概念, 及ひ, $X$ がヒ
ルベルト的であるという性質を定義しよう.

定義 3.1. $\mathrm{Y}$ は整なスキームで, $\pi$ : $\mathrm{Y}arrow X$ を支配的な射とする. ここで, $\mathrm{Y}$ の函数体
Rat(Y) は $X$ の函数体 Rat(X) 上有限次代数拡大であり, $\pi$ の生成ファイバーは Rat(X)-有
理点をもたないとする. このとき,

$\Omega(\mathrm{Y}arrow X)=\{x\in X|\pi \text{ある}.y\in \mathrm{Y}\mathrm{B}^{\mathrm{r}}|^{}\text{よ}0y\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{J}*_{\backslash }\Phi \text{と}x\text{の}\S \mathrm{J}\#_{\backslash }.\mathrm{f}\grave{\mathrm{f}}\backslash \text{あって}\pi(y)=xC$b\emptyset o7B’5の同型を導く. }
を $\mathrm{Y}$ についての $X$ の基本薄集合 (basic thin set) という. さらに, 基本薄集合の有限和集合
を $X$ の薄集合 (thin set) という.

定義 32. $S$ を $X$ の部分集合とし, これを固定する. 例えば, $X$ の閉点全体であるとか, $X$

が体 $k$ 上定義されているとき, $X$ の $k$-有理点全体が $S$ の典型的な例である. さて, $X$ が
$S$ についてヒルベルト的であるとは, $X$ の任意の薄集合 $\Omega$ に対して, $\Omega\cap S\subsetarrow S$ が成立す
るときにいう.

例 3.3. $X=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z}),$ $\mathrm{Y}_{1}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z}[X]/(X^{2}+3))$ とおくとき,

$\Omega(\mathrm{Y}_{1}arrow X)=$ {$p\in \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z})|X^{2}+3$ は $\mathrm{F}_{p}$ 上で根をもつ.}
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である. まず, 2, $3\in\Omega(\mathrm{Y}_{1}arrow X)$ である. さらに, $p\neq 2,3$ のとき, 相互法則を用いれば,

$X^{2}+3$ は $\mathrm{F}_{p}$ 上で根をもつ. $\Leftrightarrow(\frac{-3}{p})=1$

$\Leftrightarrow p\equiv 1$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3$

となる. よって,

$\Omega(\mathrm{Y}_{1}arrow X)=$ {$p\in \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z})|p=2,3$ または $p\equiv 1$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3$ }
である.

例 34. $X=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z}),$ $\mathrm{Y}_{2}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z}[X]/(X^{3}-2))$ とおく. $p$ を $p\geq 5$ で $p\equiv 2\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3$ と
なる素数とする. このとき, $\mathrm{F}_{p}^{\mathrm{x}}$ は位数 3 の元を持たないので, $X^{3}=1$ の $\mathrm{F}_{p}$ での根は 1
のみである. よって, $f$ : $\mathrm{F}_{p}arrow \mathrm{F}_{p}$ を $f(x)=x^{3}$ と定めると, これは単射 [こなる. しがって,
$x^{3}=2$ となる $x\in \mathrm{F}_{p}$ が存在する. ゆえ {こ,

$\Omega(\mathrm{Y}_{2}arrow X)\supseteq$ {$p\in \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z})\backslash \{0\}|p\geq 5$ でかつ $p\equiv 2$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3$ }
となる.

例 3.5. 例 33 と例 3.4 から, $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z})$ は, $S=$ {素数全体} についてヒルベルト的でない
ことがわかる.

例 3.6. $k$ を体とし, $d$ を 2以上の整数とする. このとき, $\{a^{d}|a\in k\}$ は, $\mathrm{A}_{k}^{1}(k)$ について
$\mathrm{A}_{k}^{1}$ の中で薄集合である. 実際, $X$ を $X^{d}$ に送る準同型 $k[X]arrow k[X]$ から定まるスキー\Delta
の射 $f$ : $\mathrm{A}_{k}^{1}arrow \mathrm{A}_{k}^{1}$ を考えると,

$\Omega(\mathrm{A}_{k}^{1}arrow \mathrm{A}_{k}^{1})=\{a^{d}|a\in k\}f$

となるからである. これから, $k$ が閉体のとき, $\mathrm{A}_{k}^{1}$ まヒルベルト的でない.

ここまでは, 否定的な例を中心に取り上げてきたが, 肯定的な例をあげよう. それは, 次
のヒルベルトの既約性定理と呼ばれるものである.

定理 3.7. $\mathrm{P}_{\mathbb{Q}}^{1}$ は $\mathrm{P}_{\mathbb{Q}}^{1}(\mathbb{Q})$ についてヒルベルト的である.

この定理の証明は, いろいろ知られている. たとえば, Lang の本にある Puiseux 級数を
巧みに利用すもの, ジーゲルの定理を利用するものがあり, モデル理論の立場からの証明も
知られている (例えば, 板井昌典さんの「幾何学的モデル理論入門」). また, 上の定理の系
として次がわかる.

系 3.8. $K$ を $\mathbb{Q}$ 上有限生成な体とする. このとき, $\mathrm{P}_{K}^{n}$ は $\mathrm{P}_{K}^{n}(K)$ についてヒルベルト的で
ある.

4. アーベル多様体の場合の特殊化
最後に, アーベル多様体の場合の特殊化写像がいっ単射になるかを考えよう.

定理 41. $S$ を正規なネータースキームとし, $K$ をその函数体とする. $Aarrow S$ をアーベル
スキー\Delta で, その生成ファイバーの有理点 $A_{K}(K)$ は有限生成であると仮定する. このとき,
$S$ の薄集合 $\Omega$ と真のザリスキー閉集合 $T$ が存在して, 任意の $s\in S\backslash (\Omega\cup T)$ について, 特
殊化写像 $\rho_{s}$ : $A_{K}(K)arrow A_{s}(\kappa(s))$ は単射である.
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証明. まず, 次のことに注意する. $\phi$ : $Marrow N$ をアーベル群の間の準同型とする. $n$ を
2 以上の整数で次が成立していると仮定する.

(1) $M$ は有限生成である.
(2) $\phi$ による $M/nMarrow N/nN$ は単射である.
(3) $\phi$ による $M_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}arrow N_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}$ は単射である.
(4) $M_{n}=\{x\in M|nx=0\},$ $M_{n}=\{y\in N|ny=0\}$ とおくと, $\phi$ [こより $M_{\mathrm{n}}$ と $N_{n}$ は
同型である.

このとき, $\phi$ は単射である.

$n$ を $K$ の標数と素になる整数をとり, $M=A_{K}(K),$ $N=A_{s}(\kappa(s)),$ $\phi=\rho_{S}$ の場合につ
いて, 上の (1) $-(4)$ を満たすような $s\in S$ の選らび方を考える. (1) は仮定である. (3)
については, $\kappa(s)$ の標数が $n$ と素になるところを選ぶと一般論である. さらに, $S$ から適
当な真のザリスキー閉集合を除いて, $n$-倍写像 $[n]$ : $Aarrow A$ の核 $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[n]$ は $S$ 上エタールで
あると仮定してよい.
さて (4) について考えよう. ます, $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[n]=B_{1}\cup\cdots\cup B_{r}$ を既約分解とし, $1\leq i\leq l$ につ

いては $B_{\dot{\iota}}arrow S$ の次数は 1 で, l<j\leq r\uparrow こついては $B_{j}arrow S$ の次数は 2 以上であると仮定
する. さて, $l<j\leq r$ こついて, $B_{j}arrow S$ から定まる基本薄集合を $\Omega_{j}$ とする. このとき,
$s\not\in\Omega_{l+1}\cup\cdots\cup\Omega_{f}$ であるなら, $l=\#(A_{K}(K)_{n})=\#(A_{s}(\kappa(s))_{n})$ である. よって (4) は満
たされる.
最後に, (2) について考える. $\sigma_{1},$

$\ldots,$
$\sigma_{h}\in A_{K}(K)$ を $A_{K}(K)/nA_{K}(K)$ の 0 以外の代表

元とする. (2) を満たすよう [こする (こは, 各 $\sigma_{i}$ }こつ $\uparrow_{\sqrt}1$で $\sigma_{i}(s)\not\in nA_{s}(\kappa(s))$ となるように $s$

を選べばよい. さて, $\sigma_{i}$ から定まる切断を $\Gamma_{i}$ とし, $\Delta_{i}=[n]^{-1}$ (I�とおく. $\Delta_{i}$ は K-有
理点を持たないので, $\Delta_{:}=T_{1}\cup\cdots T_{r}$ を既約分解とすると, 各 $T_{j}arrow S$ の次数は 2 以上で
ある. そこで, $T_{j}arrow S$ から定まる薄集合を $\Omega_{j}’$ とすると, $s\not\in\Omega_{1}’\cup\cdots\cup\Omega_{r}’$ であるなら,
$\sigma:(s)\not\in nA_{s}(\kappa(s))$ である. 口
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