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Riemann等質空間における交叉積分公式

東京都立大学理学研究科 酒井高司 (Takashi Sakai)
Depertment of Mathematics,

Tokyo Metropolitan University

1 Introduction
$M$ と $N$ は Riemann等質空間 $G/K$ の部分多様体で $\dim M+\dim N\geq \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{n}(G/K)$

を満たすものとする。 一方の $M$ を固定したまま他方の $N$ を等長変換群 $G$ の作用
によって動かす。 このとき共通部分が空でないならほとんど全ての $g\in G$ につぃ

て $M\cap gN$ は再び部分多様体になるので、 $g\in G$ に対して部分多様体としてのある
積分不変量 $I(M\cap gN)$ を対応させると、 これは $G$ 上の関数とみなせる。 そこで、
積分

$\int_{G}I(M\cap gN)dg$

を考えることができる。 この積分値を $M$ と $N$ の不変量を使って表す等式は交叉
積分公式と呼ばれている。 例えば $I(M\cap gN)=\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(M\cap gN)$ としたとき、

$|$

上の積
分に関する等式は Poincare’の公式と呼ばれている。 また、 Euclid 空間 $\mathbb{R}^{n}$ 内の部

分多様体 $M^{p}$ と $N^{q}$ について次のような公式が Chern [2] と Federer [3] によって示
された。

$\int_{M(\mathbb{R}^{n})}\mu_{2l}(M\cap gN)dg=\sum_{k=0}^{l}a(p, q, n, k\}l)\mu_{2k}(M)\mu_{2(l-k)}(N)$

ここで $\mu_{2i}$ はWeyl の管状近傍公式 ([10]) に現れる積分不変量であるが、 詳しい説
明は次章で行う。 さらに C. S. Chen [1] は $\mathbb{R}^{3}$ 内の閉曲面 $M$ と $N$ について次のよ

うな公式を示した。

$\int_{M(\mathbb{R}^{3})}(\int_{M\cap gN}\kappa^{2}d\sigma)dg$

$=$ $\pi^{3}\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(M)\int_{N}$ ( $2H^{2}+||$ h $||^{2}$ ) $d \sigma_{N}+\pi^{3}\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(N)\int_{M}$ ( $2H^{2}+||$ h $||^{2}$ ) da$\Lambda T$

ここで $\kappa$ は曲線 $M\cap gN$ の曲率を表し、 $H$ と眉まそれぞれ $M$ と $N$ の平均曲率と

第二基本形式を表している。
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後に Howard [5] は第二基本形式に関する不変同次多項式から部分多様体の積分
不変量を定義し、それによって Chern-Federer および C. S. Chen による交叉積分
公式を統一的に述べることに成功した。彼は一般的な設定において交叉積分公式
が二つの部分多様体の不変量によって表されることを示したが、 その具体的な表
示が知られている例は少ない。本論文では実空間形において 2 次の不変同次多項
式から定まる積分不変量に関する交叉積分公式の具体的な表示を完全に決定する。
これは Chern-Federer および C. S. Chen による交叉積分公式の拡張になる。

2 Riemann等質空間における積分幾何学
ここでは、Howard による定理を中心に、Riemann等質空間における交叉積分公

式に関してこれまでに得られている結果について簡単に述べる。
$G$ を Lic群とし $K$ をその閉部分群とする。 このとき $G$ に左不変かつ $K$ の右から
の作用で不変な Riernann 計量が入っているとすると、 $G/K$ は $G$ 不変な計量が誘
導され Riemann等質空間となる。 $G/K$ の原点 $\mathit{0}$ における接空間 $T_{o}(G/K)$ の部分

空間 $V_{o}$ に対して、ベクトル空間垣 $(V_{o})$ を

垣 (Vo) $=$ { $h|h$ : $V_{o}\cross V_{O}arrow V_{o}^{[perp]};$ symmetric b市 near}

によって定義する。原点 $\mathit{0}\in G/K$ において $V_{o}$ を接空間として持つ部分多様体の
第二基本形式は垣 $(V_{o})$ の元とみなすことができる。 $K(V_{o})$ を $V_{o}$ を固定する $K$ の部

分群とすると、 $k\in K(V_{o}),$ $h\in \mathrm{I}\mathrm{I}(V_{o})$ について

(kh) $(u, v)=k_{*}h(k_{*}^{-1}u, k_{*}^{-1}v)$ $(u, v\in V_{o})$ (2.1)

と定義することによって、 $K(V_{o})$ は自然に垣 $(V_{o})$ に作用する。 $7^{\supset}$ をベクトル空間

垣 $(V_{o})$ 上の多項式 $P$ とする。任意の $k\in K$ (U) と $h\in \mathrm{I}\mathrm{I}(V_{oJ}^{\backslash }$ について $P$ (k $h$ ) $=P(h)$

を満たすとき $7^{\mathit{2}}$ は $K(V_{o})$ 不変であるという。

定義 2.1. Riemann 等質空間 $G/K$ の部分多様体 $M$ で、 各点 $x\in M$ に対して

$(g_{x})_{*}V_{o}=T_{x}M$ となる $g_{x}\in G$ が存在するものを $V_{o}$ 型部分多様体と呼ぶ。

注意 2.2. 実空間形 $G/K$ においては任意の $p$ 次元部分多様体が任意の $p$ 次元部分

空間 $V_{o}\subset T_{o}(G/K)$ について $V_{o}$ 型である。

$M$ が $V_{o}$ 型部分多様体であるとすると、 $(g_{x})_{*}V_{O}=T_{x}M$ なる $g_{x}\in G$ によって

$g_{x}^{-1}M$ は原点 $\mathit{0}$ において $V_{o}$ を接空間とするので、 原点 $\mathit{0}$ にお $\mathrm{A}\backslash$ける第二基本形式

は $h_{o}^{g_{x}^{-1}M}\in \mathrm{I}\mathrm{I}(V_{o})$ である。 もし g。と異なる $g_{x}’\in G$ で $(g_{x}’)_{*}V_{O}=T_{x}M$ を満たす

ものが存在したとすると,, ある $k\in K$ (K) によって $g_{x}’=gxk$ となる。 ゆえに、
$h_{o}^{(g_{\acute{x}})^{-1}M}=k^{-1}h_{o^{x}}^{g^{-1}M}$ となり、. 72 が垣 $(V_{o})$ 上の $K$ (K) 不変な多項式であるならば
$P(h_{o}^{(g_{\acute{x}})^{-1}M})=P(h_{o^{\overline{x}}}^{g}1M)$ となる。 したがって,, このとき

$7^{\mathit{2}}(h_{x}^{M})=7^{\supset}(h_{o}^{g_{\overline{x}}}1\ovalbox{\tt\small REJECT}$
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によって $7^{\supset}(h_{x}^{M})$ を定めることができる。 $\mathcal{P}(h_{x}^{M})$ は $M$上の関数とみなすことができ、

$I^{P}(M)= \int_{M}P(h\mathrm{y})d\sigma_{M}$ (2.2)

によって定義される $I^{P}$ (M) を $K$ (K) 不変多項式 72 に関する $M$ の積分不変量と呼
ぶ。 ただし、 これは積分が収束するときしか定義できない。 この積分の収束条件
についての詳細は Howard [5] を参照のこと。 $I^{P}$ (M) は $G$ の作用にょって不変であ
ることを注意しておく。 このようにして得られる不変量の例としては、 $7\mathit{2}\equiv 1$ の

ときの $\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(M)$ や 2乗平均曲率の積分量で定義される Willmore汎関数などがある。
また、 次のようなベクトル空間 $\mathrm{E}\mathrm{I}\mathrm{I}(T_{o}(G/K))$ を定義する。

$\mathrm{E}\mathrm{I}\mathrm{I}(T_{o}(G/K))=$ { $h|h$ : $T_{o}(G/K)\cross To$ (G/K) $arrow$ To(G/K);symmetric bilinear}
$\mathrm{E}\mathrm{I}\mathrm{I}(T_{o}(G/K))$ には (2.1) と同様にして $K$ が作用するので、 EII $(T_{o}(G/K))$ 上の $K$

不変多項式による部分多様体の積分不変量を (2.2) と同様に定義することができる。
ここまでの準備のもとで Howard による交叉積分公式は次のように述べられる。

定理 2.3. (Howard) $G/K$ を $n$ 次元 Riemann 等質空間とし、 $G$ はユニモジュラー
であると仮定する。 $V_{o}$ と W。はそれぞれ $p$ 次元と $q$ 次元の $T_{o}(G/K)$ の部分空間で、
$p+q\geq n$ であるとする。 72 は $\mathrm{E}\mathrm{I}\mathrm{I}(T_{o}(G/K))$ 上の $K$ 不変な $l$ 次同次多項式で

$\int_{K}\sigma(V[perp], k_{*}W_{o}^{[perp]})^{1-l}dk<\infty$ (2.3)

を満たすものとする。 このとき次を満たす有限個の組 {Q。’ $\mathcal{R}_{\alpha}$ } が存在する。
(1) Q。は垣 $(V_{o})$ 上の $K(V_{o})$ 不変同次多項式
(2) R。は垣 $(W_{o})$ 上の $K$ ( Wo) 不変同次多項式
(3) $\deg$ Q。$+\deg \mathcal{R}_{\alpha}=l$

(4) $G/K$ 内の任意の $V_{o}$ 型部分多様体 $M$ と W。型部分多様体 $N$ について次が戒
り立つ。

$\int_{G}I^{P}(M\cap gN)dg=\sum_{\alpha}I^{Q_{\alpha}}(M)I^{\mathcal{R}_{\alpha}}(N)$ $(2.4)$

注意 2.4. (2.3) において、 $\sigma(V, W)$ は $T_{o}(G/K)$ の部分ベクトル空間 $V$ と $W$ の間

の角度を表す。条件 (2.3) は不変同次多項式 $7^{\supset}$ による積分不変量の収束に関する条
件である。 $G/K$ が実空間形の場合は $l\leq p+q-n+1$ ならば条件 (2.3) を満たす。

定理 2.3 の証明において、 Howard は $G$ 上の積分を変形して $K$ 上の積分に帰着

させている。 このことから、 次のような主張を得る。

定理 2.5. 定理 2.3 の設定の下、 $G’$ は $G$ と同じ次元のユニモジュラー Lie 群であ
り、 $K’$ は $G$’の閉部分群で $K$ と同じ次元であるとする。 さらに、 等長的な同型写



116

像 $\rho$ : $Karrow K’$ と線形同型写像 $\psi$ : $T_{o}(G/K)arrow T_{o’}(G’/K’)$ で、 任意の $k\in K$ につ

いて

$\psi\circ k_{*}=\rho(k),$ $\circ\psi$

を満たすものが存在するとする。 このとき $\psi$ によって $\mathrm{E}\mathrm{I}\mathrm{I}(T_{o}(G/K)),$ $\mathrm{I}\mathrm{I}(V_{o}),$ $\mathrm{I}\mathrm{I}(W_{o})$

上の不変多項式環からそれぞれ $\mathrm{E}\mathrm{I}\mathrm{I}(T_{o’}(G’/K’)),$ $\mathrm{I}\mathrm{I}(\psi(V_{o})),$ $\mathrm{I}\mathrm{I}(\psi(W_{o}))$ 上の不変多
項式環への同型写像が誘導され、 $G/K$ において戒り立つ等式 (2.4) がこの同型写
像によって $G’/K’$ においても戒り立つ。 これは転送原理 (transfer principle) と呼
ばれている。

また、 定理 2.3 より次のような Crofton型の交叉積分公式を得る。

命題 2.6. 定理 2.3 の設定の下、 $L_{0}$ は $G/K$ の W。型の閉部分多様体で次を満たす
とする。

(a) $G(L_{0})=\{g\in G|gL_{0}=L_{0}\}$ は $L_{0}$ に推移的に作用する。
(b) 等質空間 $G/G$ ( L0) は $G$ 不変測度 $d\mu_{G/G(}$L0) を持つ。

このとき $\deg Q_{i}=i$ である $V_{o}$ 上の $K(V_{o})$ 不変同次多項式 { $Q_{0},$ $\cdot\cdot(’.Q$ l} が存在し、
$G/K$ 内の任意の $V_{o}$ 型部分多様体 $M$ について

$\int_{C/G(L_{0})},I^{P}(M\cap L)d\mu_{G/G(L_{0})}(L)=\sum_{i=0}^{l}I^{Q_{i}}(M)$

が戒り立つ。 さらに、 $L_{0}$ が全測地的であるとき上の等式は

$\int_{G/G(L_{0})}I^{P}(M\cap L)d\mu_{G/G(L_{0})}(L)=I^{Q_{l}}(M)$

となる。

定理 2.3 において $\deg P=0$ の場合を考える。 $P$ は定値関数であるから $I^{P}(M\cap$

$gN)=C\mathrm{v}ol(M\cap gN)$ となる。 条件 (3) より $\deg$ Q。$+\deg$ R。=deg $P$ とならな

ければならないので、 等式 (2.4) はある定数 C’ が存在して

$\int_{G}\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(M\cap gN)dg=$ Cvol $(M)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(N)$

となることを主張しており,. これは Poincare’の公式を意味している。

次に、 $G/K$ が実空間形で $G$ がその等長変換群である場合を考える。 このとき $K$

は自然に直交群 $O(T_{o}(G/K))$ と同型になる。 $V_{o}$ を $T_{o}(G/K)$ の $p$ 次元部分空間とす

ると、. $K(\mathrm{K})\cong O$ (K) $\cross O$ (K1) となる。 $O$ (K) $\cross O(V_{o}^{[perp]})$ の表現と不変式について
は古典的によく研究されており,} $\mathrm{I}\mathrm{I}(V_{o})$ 上において奇数次の $K(V_{o})$ 不変同次多項

式は存在しないことが知られている。 $\mathrm{I}\mathrm{I}(V_{o})$ 上の $2l$ 次の不変同次多項式としては、
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次で定義される $\mathcal{W}_{2l}$ がある。

$\mathcal{W}_{2l}(h)=p+1\leq k_{1},\cdots,k_{l}\leq n\sum_{1\leq i_{1},\cdots,i_{2l}\leq p}\det\{\begin{array}{llll}h_{i_{2}i_{1}}^{k_{1}^{1}}h_{ii_{1}}^{k_{1}} h_{i_{2}i_{2}}^{k_{1}^{1}}f_{l_{ii_{2}}}^{k_{1}} l_{l_{i_{1}i_{2l}}}^{k_{1}}h_{i_{2}i_{2l}}^{k_{1}}\vdots \vdots \ddots \vdots h_{i_{2l-1}i_{1}}^{k_{l}}h_{i_{2l}i_{1}}^{k_{t}} h_{i_{2l-1}i_{2}}^{k_{l}}h_{i_{2l}i_{\mathit{2}}}^{k_{l}} h_{i_{2l-1}i_{2l}}^{k_{l}}h_{i_{2l}i_{2l}}^{k_{l}}\end{array}\}$

$\mathcal{W}_{2l}$ はシリンダーの第二基本形式上で消える不変同次多項式として特徴付けられ
る。 不変同次多項式 $\mathcal{W}_{2l}$ によって実空間形内の $p$ 次元部分多様体 $M$ の積分不変量

$\mu_{2l}(M)$ を

$\mu_{2l}(M)=I^{\mathcal{W}_{2l}}(M)$

と定義する。 積分不変量 $\mu_{2l}$ は Weyl の管状近傍公式の係数や一般化された Gauss-
Bonnet の公式に現れる重要な不変量である ([4] 参照)。第二基本形式に関する不変
多項式 $\mathcal{W}_{2l}$ は Gauss の公式によって曲率テンソルの成分に関する多項式に変形で
きるので、 $\mu_{2l}$ (M) は $M$ の内在的な不変量であることに注意する。 この積分不変
量 $\mu_{2l}$ について次の交叉積分公式が成り立っ。

定理 2.7. (Chern [2], Federer [3], Howard [5]) $0\leq 2l\leq p+q-n$ とする。 このと

き定数 $a$ (p, $q,$ $n,$ $k,$ $l$ ) が存在して、、 実空間形内の任意の $p$次元部分多様体 $M$ と $q$ 次
元部分多様体 $N$ について

$\int_{G}\mu$2l $(M \cap gN)dg=\sum_{0\leq k\leq l}a(p, q, n\}k, l)\mu_{2k}(M)\mu_{2(l-k)}(N)$

が成り立つ。

注意 2.8. 定数 $a$ (p, $q,$ $n,$ $k,$ $l$ ) の{直は Chern [2] および Nijenhuis [7] によって得られ
ている。

2 次の $K$ (K) 不変同次多項式全体のなすベクトル空間は

$Q_{1}(h)= \sum_{k=p+1}^{n}\sum_{i,j=1}^{p}(h_{ij}^{k^{n}})^{2}$ : $Q_{2}(h)= \sum_{k=p+1}^{n}(\sum_{i=1}^{p}h_{ii}^{k})^{2}$

によって張られており、 $2\leq p\leq n-1$ のときこれらは独立になる。 幾何学的には
$Q_{1}$ は第二基本形式のノルムの 2 乗を表し、 $Q_{2}$ は平均曲率の 2 乗の $p^{2}$ 倍を表して
いる。 しかし、 実は積分幾何的にはこれは基底の取り方が悪い。 そこで次のよう
に基底を変換する。

$\mathcal{W}_{2}=Q2-Q$ 1, $\mathcal{U}_{p}=pQ_{1}-Q_{2}$

次数 2 の場合の定理 2.7 は部分多様体の次元に関する対称性から次のようになる。
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定理 2.9. $2\leq p+q-n$ とする。 このとき、 定数 $a$ (p, $q,$ $n$ ) が存在して、実空間形
内の任意の $p$ 次元部分多様体 $M$ と $q$ 次元部分多様体 $N$ について

$\int_{G}I^{\mathcal{W}_{2}}(M\cap gN)dg=a(p, q, n)I^{\mathcal{W}_{2}}(M)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(N)+a(q, p, n)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(M)I^{\mathcal{W}_{2}}(N)$

が戒り立つ。

一方、 $\mathcal{U}_{p}$ は $\mathbb{R}^{n}$ 内の $p$ 次元球面の第二基本形式上で消える不変同次多項式とし
て特徴付けられる。 このことから次の定理が導かれる。

定理 2.10. (Howard [5]) $2\leq p+q-n$ とする。 このとき、 定数 $b$ (p, $q,$ $n$ ) が存在し
て、, 実空間形内の任意の $p$ 次元部分多様体 $M$ と $q$ 次元部分多様体 $N$ について

$\int_{G}I^{\mathcal{U}_{p+q-n}}(M\cap gN)dg=b(p, q, n)I^{\mathcal{U}_{p}}(M)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(N)+b(q, p, n)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(M)I^{\mathcal{U}_{q}}(N)$

が成り立つ。

3 第二基本形式
$X$ を $n$ 次元 Riemann 多様体とし、 $M$ はその $p$次元部分多様体であるとする。 $M$

の点 $x$ における第二基本形式は対称双線型写像

$h_{x}$ : $T_{x}M\cross T_{x}Marrow T_{x}^{[perp]}M$

である。 $T_{x}X$ の基底 $e_{1},$
$\ldots,$

$c_{n}$ を $e_{1},$ . . $,$
$,$

$e_{p}$ が $T_{x}M$ の基底で $e_{p+1},$ $\ldots$ , $e_{n}$ が $T_{x}^{[perp]}M$

の基底となるように選ぶと、 この基底により $h_{x}$ の成分は

$(h_{x})_{ij}^{k}=\langle$h$x(e_{i},$ $e_{j}),$ $e_{k}\rangle$ $1\leq i,$ $j\leq p,$ $p+1\leq k\leq n$

と表すことができる。 ここで、 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ は $X$ の Riemann 計量を表す。
ここで、 $M$ と $N$ が共に $X$ の超曲面である場合を考える。 $M$ と $N$ は $x$

. において
横断的に交わり $M\cap N$ は $(n-2)$ 次元の部分多様体になっていると仮定する。 $I(l$

と $N$ の第二基本形式をそれぞれ $h^{M}$ と $h^{N}$ で表し、 $M\cap N$ の第二基本形式を $h$ で

表す。 $T_{x}X$ の正規直交基底 $e_{1},$
$\ldots,$ $e_{n-2},$ $e_{n-1},$ $e$n を

$e_{1},$
$\ldots,$

$e_{n-2}\in T_{x}(M\cap N)$ , $e_{n-1}\in T_{x}M$ , $e_{n}\in T_{x}^{[perp]}M$

を満たすようにとる。 また、 $e_{1},$ $\ldots,$ $e_{n-2},$ $e_{n-1}’$ , $e_{n}’$ も $T_{x}X$ の正規直交基底で、 こち

らは

$e_{1},$
$\ldots,$

$e_{n-2}\in T_{x}(M\cap N)$ , $e_{n-1}’\in T_{x}$ ( N), $e_{n}’\in T_{x}^{[perp]}(N)$
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を満たすものとする。 ここで、 $x$ における $M$ と $N$ の間の角度を $\phi$ で表す。 っまり、.
$\phi$ は $\cos$ \phi =G。 e\mapsto によって定まる。このとき次の等式を得る。

$e_{n-1}=\cos\phi$e’
$n-1-\sin\phi$e$n’$ , $e_{n}=\sin\phi$e’

$n-1+$ cos $\phi$e
$n$

’ (3.1)
$e_{n-1}’=\cos\phi$e$n-1$ $+$ sin $\phi$en’ $e_{n}’=-\sin\phi$e$n-1+\cos\phi$e$n$ (3.2)

これらの基底を使って $h$ の戒分は次のように表すことができる。

$h_{ij}^{k}=\langle$ h(e$i$ , $e_{j}.$) $)e_{k}\rangle$ or $h_{ij}^{;k}=\langle$h(e$i$ , $c_{j}),$ $e_{k}’\rangle$

$i,$ $j,$ $k$ は $1\leq i,$ $j\leq n-2,$ $n-1\leq k\leq n$ の範囲である。 さらに $1\leq i\leq n-1$ にお
いて

hz。-l $=\langle h^{M}(e_{i},$ $e_{n-1}),$ $e_{n}\rangle$ h’Zユー $1=\langle h^{N}(e_{i},$ $e_{n-1}’),$ $e_{n}’\rangle$

とおく。 このときー. 正規直交基底の選び方から $h^{M}$ と $h^{N}$ は

$h^{M}=\{\begin{array}{ll}h_{11}^{n} h_{1,n-1}^{n}\vdots \vdots h_{n-1,1}^{n} h_{n-1_{\prime}n-1}^{n}\end{array}\}:$ $h^{N}=\{\begin{array}{ll}h_{11}^{\prime n} f\iota_{1,n-1}^{\prime n}\vdots \vdots h_{n-1,1}^{/n} h_{n-1,n-1}^{n}\end{array}\}$

と表すことができる。 ここまでの記号の下で、 次の補題が戒り立っ。

補題 3.1. $1\leq i,$ $j\leq n-2$ において

$\sin 2\phi$h $(e_{i}, e_{j})=(h_{ij}^{n}-h_{ij}^{n}’\cos\phi)cn+(h_{ij}^{\prime n}-h_{ij}^{n}\cos\phi)e_{n}’$

証明 $M$ と $N$ は $x$ において横断的に交わっているので $e_{n}$ と $e_{n}’$ は線形独立である。
したがって、 $T_{x}^{[perp]}(M\cap N)$ は $c_{n}$ と $e_{n}’$ (こよって張られてぃる。 h(e。, $e_{j}$ ) は $T_{x}^{[perp]}(M\cap N)$

のベクトルであるから、 ある係数 $\alpha_{ij}$ と $\beta_{ij}$ によって

$h(e_{i}, e_{j})=\alpha ijen+\beta$ije$n$

’ $(1 \leq i, j\leq n-2)$

と $e_{n}$ と $e_{n}’$ の線型結合で表すことができる。 (3.1) より

$h(e_{\mathrm{i})}e_{j})=\alpha$ij $\sin\phi$e ’,$n-1+$ ( $\alpha_{ij}\cos\phi+\beta$ij)e
$n$

’

となるので、 次の等式を得る。

$h_{ij}^{n}’=\langle h(e_{i}, e_{j}), e_{n}’\rangle=\alpha$ ij $\mathrm{c}o\mathrm{s}\phi+\beta$ij (3.3)

同様に、 (3.2) より

$h_{ij}^{n}=\langle h(e_{i}, e_{j}), e_{n}\rangle=\alpha ij+[lj$ $\cos\phi$ (3.4)
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を得る。 (3.3) と (3.4) から

$\sin 2\phi\alpha$ ij $=$ $h_{ij}^{n}-h_{ij}^{n}’\cos\phi$

$\sin 2\phi\beta$

ij $=$ $h_{ij}^{\prime n}-h_{ij}^{n}\cos\phi$

となり、 補題が示された。

さらに、 補題 3.1 より直ちに次の補題を得る。

補題 3.2. $1\leq i,$ $j$ , $k,$ $l\leq n-2$ において

$\sin 2\phi\langle h(e_{i}, e_{j}),$ $h$ ( ek, $e_{l}$ ) $)=h_{ij}^{n}h_{kl}^{n}+h_{ij}^{\prime n}h_{k}^{\prime n},$ $-\cos\phi(h\theta^{h_{kl}^{\prime n}}+h_{ij}^{\prime n}h_{k}^{n}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

超曲面の場合には基底を主方向にとることによって第二基本形式は対角行列で
表される。 $k\mathrm{f}$ の主方向を向いた $T_{x}M$ の正規直交基底として $\xi_{1},$

$\ldots$ , \mbox{\boldmath $\xi$}ユー 1 をとると、
$\xi_{1},$

$\ldots$ , \mbox{\boldmath $\xi$}ユー 1, $e_{n}$ は $T_{x}X$ の正規直交基底になる。 ここで、主方向ベクトル $\xi_{i}(1\leq i\leq$

$n-1)$ に対応する主曲率をそれぞれ $\kappa_{i}$ で表すことにする。 このとき

$\langle$

$h^{M}$ ( $\xi_{i},$ $\xi$j), $e_{n}\rangle$ $=\delta$

ij $\kappa$i (3.5)

となる。 この基底を使うと

$e_{i}= \sum_{j=1}^{n-1}a_{ji}\xi_{J}$ $(i=1,2, \cdots , n- 1)$

と表すことができるが、 $(n-1)\cross(n-1)$ 行列 $(a_{ji})$ は直交行列となることから、

$a_{k,n-1}=?\prime k$ とおくと次の等式を得る。

$v_{j}^{\mathit{2}}/+ \sum_{i=1}^{n-2}a_{ji}^{2}=1$ , $I_{j^{)}k}$
$+ \sum_{i=1}^{n-2}a_{ji}a_{ki}=0$ $(j\neq k)$ (3.6)

よって., (3.5) より

$h_{n\cdot-1,n-1}^{n}= \langle h^{M}(e_{n-1}, e_{n-1}), e_{n}\rangle=\sum_{i,j=1}^{n-1}v_{i}v_{j}$ $\langle$ h($\xi_{i}$ , $\xi$j), $e_{n}\rangle$ $= \sum_{j=1}^{n-1}v_{j}^{2}\kappa$j (3.7)

となる。 同様にして、 $i=1,2$ , $\cdot$ . . , $n-2$ について次を得る。

$h_{ii}^{n}$ $=$ $\sum_{j,k=1}^{n-1}a_{ji}a_{ki}\langle$
$h^{M}$ ( $\xi_{j}$ , $\xi$k), $e_{n}\rangle$ $= \sum_{j=1}^{n-1}a_{ji}^{2}\kappa_{j}$ (3.8)

$h_{i,n-1}^{n}$ $=$ $\sum_{j,k=1}^{n-1}a_{ji}v_{k}\langle$
$h^{M}$ ( $\xi_{j)}\xi$k), $e_{n}\rangle$ $= \sum_{j=1}^{n-1}a_{ji}v_{j}\kappa_{j}$ (3.9)
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4 係数の決定
$G/K$ を実空間形とし、 $V_{o}$ を $T_{o}(G/K)$ の $p$次元部分空間とすると、. 2 章で述べた
ように $\mathcal{W}_{2}$ と $Q_{p}$ は垣 $(V_{o})$ 上の 2 次の不変同次多項式の基底をなす。 したがって.
定理 2.9 と定理 2.10 より,、 係数 $a$ (p, $q,$ $n$ ) と $b$ (p, $q,$ $n$ ) が得られれば 2 次の不変同次
多項式による積分不変量に関する交叉積分公式が完全に決定されたことになる。
注意 2.8 で述べたように $a$ (p, $q,$ $n$ ) の f直は Chern と Nijenhuis Iこより得られて $\mathrm{A}\backslash$ る。
Howard は、不変同次多項式の基底が具体的に分がる場合は等式 (2.4) を基底を使っ
て表し、両辺をある部分多様体につぃて計算して比較することにょって係数を決定
することができると述べている。 実際、 Chern は $\mathbb{R}^{n}$ 内において $M=S^{p},$ $N$ =Sq
の場合について定理 2.7 の両辺を具体的に計算することにょって $a$ (p, $q,$ $n,$ $k,$ $l$ ) の値
を得ている。 しかし、 現実的には一般にこの方針で係数を決定することは困難で
ある。 ここでは、 まず前章で準備した超曲面の第二基本形式に関する補題を用い
て、 実空間形内の二つの超曲面について、 2 次の不変同次多項式に関する交叉積分
公式を直接的に求める。 その後、 定理 2.9 と定理 2.10 を使って帰納的に超曲面の
場合に帰着させ、一般次元の部分多様体に関する交叉積分公式の具体的な表示を
得る。

定理 4.1. ([6]) $M$ と $N$ を $n$ 次元実空間形 $G/K$ の超曲面とする。 $M,$ $N,$ $M\cap gN$ の

第二基本形式と平均曲率をそれぞれ $h^{M},$ $h$N, $h$ と $H^{M},$ $H^{N},$ $H$ で表す。 このとき次
が成り立つ。

$\int_{G}(\int_{M\cap gN}||h||^{2}d\sigma)dg$ (4.1)

$=$ $C(n) \mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(N)\int_{M}((n^{2}-2n-1)||h^{M}||^{2}+(n-1)^{2}(H^{M})^{2})d\sigma_{\Lambda f}$

$+$ C(n)vol(M) $\int_{N}((n^{2}-2n-1)||h^{N}||^{2}+(n -1)^{2}(H^{N})^{2})$ $d\sigma_{N}$

$\int_{G}(\int_{M\cap gN}H^{2}d\sigma)dg$ (4.2)

$=$ $\frac{C(n)}{(n-2)^{2}}\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(N)\int_{M}(2||h^{M}||^{2}+(n^{2}-2n-2)(n-1)^{2}(H^{M})^{2})$ $d\sigma_{\Lambda I}$,

$+ \frac{C(n)}{(n-2)^{2}}\mathrm{v}$ol(M) $\int_{N}(2||h^{N}||^{2}+(n^{2}-2n-2)(n-1)^{2}(H^{N})^{2})d\sigma_{N}$

ここで $C$ (n) は $n$ によって定まる定数で、 次で与えられる。

$C(n)= \frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n-1))\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-2})^{2}}{(n-1)(n+1)\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-3})}$

ここでは等式 (4.1) だけ証明する。 等式 (4.2) も同様の方針で示すことができる。
$G/K$ は $n$ 次元 Euclid 空間 $\mathbb{R}^{n}$ で $G$ が向きを保っ等長変換群である場合を考える。
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転送原理 (定理 2.5) によりこの場合に示された交叉積分公式は他の実空間形におい
ても成り立つ。 $M$ と $N$ をともに $G/K$ の超曲面であるとする。 このとき、. 補題 3.2
より次の補題を得る。

補題 4.2.

$\sin 2\phi||h||^{2}$ $=$ $||h^{M}||^{2}-2 \sum_{i=1}^{n-2}(h_{i,n-1}^{n})^{2}-(h_{n-1,n-1}^{n})^{2}$

$+||$ h$N||^{2}-2 \sum_{i=1}^{n-2}(h^{\prime z_{n-1})^{2}-(h_{n-1,n-1}^{n})^{2}-2\cos\phi\sum_{i,j=1}^{n-2}h_{ij}^{n}h_{ij}^{n}}$
”

補題 4.3. (Santa16[9]p.262 (15.35)) $M,$ $N,$ $M\cap gN$の位置密度をそれぞれ $dT_{M}$ , $dT_{N},$ $dT$

で表す。 このとき次が戒り立つ。

$dT\Lambda dg=\sin\phi d\phi\Lambda dT_{M}\Lambda dT_{N}$

ここで $\phi$ は $M$ と $N$ の間の角度を表している。

補題 4.2 と補題 4.3 より

$||$ h $||^{2}$dT $\Lambda dg$ (4.3)

$=$ $(\begin{array}{lll}||h^{M}||^{2} -2\sum_{i=1}^{n-2}(h_{\mathrm{i}_{\prime}n-1}^{n})^{2} -(h_{n-1_{\prime}n-1}^{n})^{2}+||h^{N}||^{2}-2\sum_{i=1}^{n-2}(h_{i,n-1}^{ln})^{2} -(h_{n-1,n-1}^{ln})^{2}\sum_{i,j=1}^{n-2}h^{n}h-2\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\phi ijij\prime n \end{array})\sin\phi d\phi\Lambda dT_{M}\Lambda dT_{N}$

となる。 (4.3) 式の左辺を積分すると

$\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(n-2))\int_{G}(\int_{M\cap gN}||h||^{2}d\sigma)dg$

となる。 一方、 (4.3) 式の右辺の積分において

$\int_{0}^{\pi}\sin\phi\cos\phi d\phi=0$

であるから、 (4.3) 式の右辺は 1 行目と 2行目だけ積分すればよ $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\text{。}}$

$c_{n}= \int_{0}^{\pi}\sin\phi d\phi=\frac{\sqrt{7\Gamma}\Gamma(\frac{n-2}{2})}{\Gamma(\frac{n-1}{2})}=\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-2})}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-3})}$ (4.4)
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とおくと、 (4.3) 式の右辺の 1 行目の積分は

$c_{n} \int(||$ h“ $||^{2}-2 \sum_{i=1}^{n-2}(hz_{n-1})^{2}-(h_{n-1,n-1}^{n})^{2)}dT_{M}\int$ dT$N$

となる。 $M$ と $N$ の体積要素をそれぞれ $d\sigma_{M}$ と $d\sigma_{N}$ で表し、 $dk$ で SO(n-l) の不
変測度を表すとすると、 $M$ と $N$ の位置密度 $dT_{M}$ と $dT_{N}$ は

$dT_{M}=dk\Lambda d\sigma_{M}$ , $dT_{N}=dk\Lambda d\sigma_{N}$

と表される。 ゆえに

$\int$ ( $||$ h$M||^{2}-2 \sum_{i=1}^{n-2}(h_{i,n-1}^{n})^{2}-(h_{n-1,n-1}^{n})^{2}$) $dT_{M}$ (4.5)

$=$ $\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(n-1))\int_{M}||h^{M}||^{2}d\sigma_{M}$

$- \int_{M}\int_{SO(n-1)}(2\sum_{i=1}^{n-2}(hZ_{n-1})^{2}+(h_{n-1,\mathrm{r}\mathrm{z}-1}^{n})^{2})dk\Lambda d\sigma_{M}$

となる。 (3.6) と (3.9) より

$\sum_{i=1}^{n-2}(h_{i,n-1}^{n})^{2}=\sum_{j=1}^{n-1}(1-v))v_{j}^{2}\kappa_{j}^{2}$.
$-2 \sum_{j<k^{\wedge}}v_{j}^{2}v_{k}^{2}\kappa_{g}\kappa_{k}$

(4.6)

となり、」 また (3.7) より

$(h_{n-1,n-1}^{n})^{2}= \sum_{j=1}^{l\mathrm{t}-1}v_{j}^{4}\kappa_{j}^{2}+2\sum_{j<k}v_{j}^{2}v_{k}^{2}\kappa_{j}\kappa_{k}$ (4.7)

を得る。 したがって (4.5) 式の右辺において

$\int_{SO(n-1)}($2 $\sum_{i=1}^{n-2}(hz_{n-1})^{2}+(h_{n-1,\mathrm{r}\mathrm{r}-1}^{n})^{2)}dk$

$=$ $\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(n-2))\int_{S^{n-2}}(\sum_{j=1}^{n-1}(2-vj2)$v$jj22\kappa-2$
$\sum_{j<k}v_{j}^{2}v_{k}^{2}\kappa$ j $\kappa$ k $)dv$

$=$ $\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(n-2))\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-2})}{(n-1)(n+1)}((2n-1)\sum_{j=1}^{n-1}\kappa_{j}^{2}-2\sum_{j<k}\kappa_{j}\kappa_{k})$

となる。 2行目の等号は SO(n-l) 上の積分を SO(’n-2) をファイバーとして $S^{n-2}$

上の積分にしており、 3行目の等号はWeyl [10] による次の積分による。

$\int_{S^{n-2}}v_{1}^{2i_{1}}$ . . $v_{n-1}^{2i_{n-1}}dv=\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}$ (SO (ユー $2$ )) $\frac{(2i_{1}-1)!!\cdots(2i_{n-1}-1)!!}{(n-1)(n+1)\cdots(n+2p-3)}$
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ここで $p= \sum_{k=1}^{n-1}i_{k}$ である。

$||h^{M}||^{2}$ $=$ $\sum_{j=1}^{n-1}\kappa_{j}^{2}$

$(n-1)^{2}(H^{M})^{2}$ $=$ $( \sum_{j=1}^{n-1}\kappa_{j})2=\sum_{\mathrm{j}=1}^{n-1}\kappa_{j}^{2}+2\sum_{j<k}\kappa_{j}\kappa_{k}$

であるから

$(2n-1) \sum_{j=1}^{n-1}\kappa_{j}^{2}-2\sum_{j<k}\kappa$ j $\kappa_{k}=2n||h^{M}||^{2}-(n-1)^{2}$ (HM)2

となる。 したがって

$\int$ ( $||$ h“ $||$

”
– 2 $\sum_{i=1}^{n-2}(hz_{n-1})^{2}-(h_{\iota\tau-1,n-1}^{n})^{2}$) $dT_{M}$

$=$ $\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n-1))}{(n-1)(n+1)}\mathit{1}_{M}^{\cdot}((n^{2}-2n-1)||h^{M}||^{2}+(n-1)^{2}(H^{M})^{2})d\sigma_{M}$

となる。 同様の計算によって

$.[$ ( $||$ h$N||^{2}-2$ $\sum_{i=1}^{n-2}(h_{i,n-1}^{n}’)^{2}-(h_{n-1,n-1}^{\prime n})^{2}$ ) $dT_{N}$

$=$ $\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n-1))}{(n-1)(n+1)}\int$v $((n^{2}-2n-1)||h^{N}||^{2}+(n-1)^{2}(H^{N})^{2})d\sigma_{N}$

を得る。 よって (4.3) 式の右辺の積分は

$\frac{c_{r\iota}\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n-1))^{2}}{(n-1)(r\iota+1)}\mathrm{v}$ol(N) $\int_{M}((n^{2}-2n-1)||h^{M}||^{2}+(n-1)^{2}(H^{M})^{2})d\sigma_{M}$

$+$ $\frac{c_{n}\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n-1))^{2}}{(n-1)(n+1)}\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(M)\int_{N}$ ( $(n^{2}-2n-1)||h^{N}||^{2}+$ (n-1) $\underline{9}(H^{N})^{2}$ ) $d\sigma_{N}$

となり、 等式 (4.1) が示された。

系 4.4. 定理 4.1 において $n=3$ の場合は二つの等式は一致し

$\int_{G}(\int_{M\cap gN}\kappa^{2}ds)dg$ $=$ $\pi^{3}\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(N)\int_{M}(||h^{M}||^{2}+ 2(H^{M})^{2})d\sigma_{M}$

$+\pi^{3}$vol(M) $\int_{N}(||h^{N}||^{2}+ 2(H^{N})^{2})d\sigma_{N}$

となる。 ここで $\kappa$ は曲線 $M\cap gN$ の曲率を表している。 これは Chen の公式に他
ならない。
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定理 4.1 によって実空間形内の超曲面における 2 次の不変同次多項式に関する交
叉積分公式が完全に決定されたことになる。 言い変えると次の系を得る。

系 4.5.

$a(n-1, n-1, n)$ $=$ $(n+ 1)(n-3)C(n)= \frac{(n-3)\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n-1))\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-\mathit{2}})^{2}\prime}{(n-1)\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-3})}$

$b(n-1, n-1, n)$ $=$ $n(n-3)C(n)= \frac{n(n-3)\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n-1))\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{r\iota-2})^{2}}{(n-1)(n+1)_{\mathrm{V}C)}1(S^{n-3})}$

系 4.5 により、 問題は一般の $p$ と $q$ について $a$ (p, $q_{)}n$ ) と $b$ (p, $q,$ $n$ ) を決定するこ
とに帰着される。 ここでは $b$ (p, $q,$ $n$ ) だけ求めるが、 $a$ (p, $q,$ $n$ ) も全く同様の手法に
よって得られる。
ここからは $G/K$ が $n$ 次元球面 $S^{n}$ である場合を考える。 $M$ を $S^{n}$ 内のコンパク
ト超曲面で $I^{\mathcal{U}_{n-1}}(M)\neq 0$ であるとする。 このような $M$ としては、例えば Clifford
$\text{ト}-$ラス $S^{m}(\sqrt{m/(n-1)})\cross S^{n-m-1}(\sqrt{(n-m-1)/(n-1)})$ などを考えればよ
い。 全測地的な $S^{q}\subset S^{n}$ {こおいては $I^{\mathcal{U}_{q}}(S^{q})=0$ であるから、 定理 2.10 より

$\int_{S}o(n+1)$ $I^{\mathcal{U}_{q-1}}(M\cap gS^{q})dg=b(n-1, q, n)I^{\mathcal{U}_{n-1}}(M)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{q})$ (4.8)

が戒り立つ。 一般の $g\in SO(n+1)$ について $M\cap gS^{q}$ は $gS^{q}$ 内の $(q-1)$ 次元部分
多様体となる。 $gS^{q}$ 内において部分多様体 $M\cap gS^{q}$ と $gS^{q-1}$ について交叉積分公
式を考えると定理 2.10 より

$\int_{S}O(q+1)$ $I^{l\mathit{4}_{q-2}}((M\cap gS^{q})\cap hgS^{q-1})dh$ (4.9)

$=$ $b(q-1, q-1, q)I^{l\mathit{4}_{q-1}}(M\cap gS^{q})\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{q-1})$

となる。 したがって (4.8) と (4.9) より

$b(n-1, q, n)I^{\mathcal{U}_{n-1}}(M)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{q})$

1
$=$

$\overline{b(q-1,q-1,q)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{q-1})}$

$\cross\int_{SO(n+1)}$ ($\int_{SO(q+1)}I^{\mathcal{U}_{q-2}}$ $((M\cap gS^{q})\cap hgS^{q-1})$dh) $dg$

1
$=$

$\overline{b(q-1,q-1,q)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{q-1})}$

$\cross\int_{SO(q+1)}(\int_{SO(n+1)}I^{\mathcal{U}_{q-2}}(M\cap hgS^{q-1})dg)dh$

$=$ $\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(q+1))}{b(q-1_{1}q-1,q)\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{q-1})}\int_{SO(n+1)}I^{\mathcal{U}_{q-2}}(M\cap gS^{q-1})dg$

$=$ $\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(q+1))}{b(q-1,q-1,q)\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{q-1})}$ b(n-1, $q-1,$ $n$ ) $I^{\mathcal{U}_{n-1}}(M)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{q-1})$
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となる。 $I^{\mathcal{U}_{n-1}}(M)\neq 0$ としているので、 系 4.5 で得られた結果を用いると次の漸
化式を得る。

$b(n-1, q-1, n)$ $=$ $\frac{b(q-1,q-1,q)\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{q})}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(q+1))}b(n-1, q, n)$

$=$ $\frac{q(q-3)}{(q-1)(q+1)}\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{q-2})^{2}}{\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{q-1})\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{q-3})}b(n-1, q, n)$

これより次を得る。

$b(n-1, q)n)$ (4.10)

$=$ $\frac{(q+1)(q-1)(q-2)}{(n+1)(n-1)(n-2)}\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(n-1))\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-2})\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{q-1})}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{q-2})}$

さて、. 次に $M$ を $S^{n}$ 内の $(p+1)$ 次元大円 $S_{0}^{p+1}$ に含まれる $p$ 次元部分多様体で
$I^{\mathcal{U}_{\rho}}(M)\neq 0$ であるものとする。 このとき定理 2.10 より

$\int_{S}O(n+1)$ $I^{\mathcal{U}_{p+q-n}}(M\cap gS^{q})dg=b(p, q, n)I^{\mathcal{U}_{p}}(M)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{q})$ (4.11)

が成り立つ。 $S^{n}$ 内の $q$ 次元大円 $S^{q}$ 全体のなす空間は Grassmann 多様体 $G_{q+1}(\mathbb{R}^{n})$

と同一視することができるので、 $L_{0}=S^{q}$ として上の等式の Crofton型を考える。
$G_{q+1}(\mathbb{R}^{n})=SO(n+1)/S(O(q+1)\mathrm{x}O(n-q))$ であるから

$\int_{S}O(n+1)$ $I^{\mathcal{U}_{\mathrm{p}+q-n}}(M \bigcap_{1}gS^{q})dg$ (4.12)

$=$ $2 \mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(q+1))\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(n-q))\int_{G_{q+1}(\mathbb{R}^{n+1})}I^{l\mathit{4}_{p+q-n}}(M\cap Sq)$ d$\mu$ (E$q+1$ )

となる。 右辺における $S^{q}$ は $\mathbb{R}^{n}$ 内の $(q+1)$ 次元部分空間 $E^{q+1}$ に含まれる $q$ 次元

球面を表している。

補題 4.6. (Chern[2]) $E_{0}^{q}$ を $\mathbb{R}^{n}$ 内の $q$ 次元部分空間とする。 $f$ は $\mathbb{R}^{n}$ 内の $p$ 次元部
分空間全体のなす Grassmann 多様体 $G_{p}$ (Rn) 上の可積分関数で $E^{p+q-n}=E^{p}\cap E_{0}^{q}$

だけで値が決まるものとする。 このとき次が戒り立つ。

$\int_{G_{p}^{\urcorner}(\mathbb{R}^{n})}f(E^{p})d\mu(E^{p})$

$=$ $\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(n))\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(p+q-n))}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(p))\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(q))}\int_{G_{p+q-n}(E_{0}^{q})}f(E^{p+q-n})d\mu(E^{p+q-n})$

今、 $M$ は $S_{0}^{\mathrm{p}+1}$ に含まれると仮定しているので、 $S^{n}\subset \mathbb{R}^{n+1}$ とみてその $S_{0}^{p+1}=$

$S^{n}\cap E_{0}^{q+2}$ となる $\mathbb{R}^{n}$ 内の $q+2$ 次元部分空間を $E_{0}^{p+2}$ とすると $\sim$. $I^{\mathcal{U}_{\mathrm{p}+q-n}}(M\cap S^{q})$
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の値は $E^{q+1}\cap E_{0}^{p+2}$ だけで決まる。 したがって、 補題 4.6 より、 (4.12) の右辺の積
分は次のようになる。

$\int_{G_{q+1}(\mathbb{R}^{n+1}})I^{\mathcal{U}_{\rho+q-n}}(M\cap gS^{q})d\mu(E^{q+1})$ (4.13)

$\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(n+1))\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(p+q-n+2))$

$=$

$\overline{\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(q+1))\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S}\overline{O(p+2))}$

$\cross\int_{G_{\mathrm{p}+q-}}$

yz

$+2(F_{0}^{p+2}\lrcorner)I^{\mathcal{U}_{\mathrm{p}+q-n}}(M\cap gS^{p+q-n+1})d\mu(E^{p+q-n+2})$

右辺の Crofton型の積分は

$\int_{c_{p+q-n+2(E_{0}^{p+2})}}I^{\mathcal{U}_{p+q-n}}(M\cap gS^{p+q-n+1})d\mu(E^{p+q-n+2})$

$=$ $\frac{1}{2\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(p+q-n+2))\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(n-q))}\int_{SO(p+2)}I^{\mathcal{U}_{p+q-n}}(M\cap gS^{p+q-n+1})dg$

$=$ $\frac{b(p,p+q-n+1,p+1)}{2\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(p+q-n+2))\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n-q))}I^{\mathcal{U}_{p}}(M)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{p+q-n+1})$

となる。 以上の議論により次の関係式を得る。

$b(p, q, n)= \frac{\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(n+1))\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{p+q-n+1})}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(p+2))\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{q})}b(p,p+q-n+1, p+1)$

よって. (4.10) より次の結論を得る。

定理 4.7. ([8]) 定理 2.9 および定理 2.10 において.

$a(p_{j}q, n)$ $=$ $\frac{p+q-n-1}{p-1}\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(n+1))\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{p+q-n})}{\backslash ’01(S^{p})\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{q})}$

$b(p, q, n)$ $=$ $\frac{(p+q-n+2)(p+q-n-1)}{(p+2)(p-1)}\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(n+1))\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{p+q-n})}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{p})\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{q})}$

5 共通部分が曲線の場合
前章で実空間形における 2 次の不変同次多項式に関する交叉積分公式を決定し

たが、 これは共通部分が 2 次元以上の場合についてであった。 共通部分が曲線と
なる場合、 不変多項式 $Q_{1}$ と $Q_{2}$ は一致し、 これらは曲率の 2乗になる。 ここでは
前章と同様の手法により,4 共通部分が曲線になる場合の交叉積分公式の具体的な
形を決定する。

$M^{p}$ と $N^{n-p+1}$ をそれぞれ $n$ 次元実空間形 $G/K$ 内の部分多様体とする。 このと

き共通部分 $M\cap gN$ はほとんど全ての $g\in G$ について曲線となる。 曲線 $M\cap gN$

の全 2乗曲率を積分不変量とし

$I^{\kappa}(M \cap gN)=\int_{M\cap gN}\kappa^{2}$d$\sigma$
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と表す。 このとき定理 2.3 より次を得る。

命題 5.1. 定数 $c$ (p, $n$ ), $d$ (p, $n$ ) が存在して次が戒り立つ。

$\int_{G}I^{\kappa}(M\cap gN)dg$ (5.1)

$=$ $(c(p, n)I^{\mathcal{W}_{2}}(M)+d(p, n)I^{\mathcal{U}_{\mathrm{p}}}(M))\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(N)$

$+$vol(M) $(c(n-p+1, n)I^{\mathcal{W}_{2}}(N)+d(n-p+1, n)I^{\mathcal{U}_{n-p+1}}(N))$

系 4.4 より次が分かる。

$c(2,3)=2\pi^{3}$ , $d(2,3)= \frac{3}{2}\pi^{3}$ (5.2)

$G/K$ が球面 $S^{n}$ で $M$ はその超曲面である場合を考える。 このとき (5.1) 式より

$\int_{SO(n+1)}I^{\kappa}(M\cap gS^{2})dg$ (5.3)

$=$ $(c(n-1, n)I^{\mathcal{W}_{2}}(M)+d(n-1, n)I^{\mathcal{U}_{n-1}}(M))\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{2})$

が成り立つ。 $g\in SO(n+1)$ を固定して $gS^{3}$ 内の 2 次元部分多様体 $M\cap gS$3 と $gS^{2}$

について交叉積分公式を考えると、 (5.1) より

$\int_{SO(4)}I^{\kappa}((M\cap gS^{3})\cap hgS^{2})dh$ (5.4)

$=$ $(c(2,3)I^{\tau,\varphi_{2}}$ (M. $\cap gS^{3}$ ) $+d(2,3)I^{\mathcal{U}_{2}}(M\cap gS^{3}))\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{2})$

(5.4) の両辺を $g\in SO(n+1)$ について積分すると、左辺は

$\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}$ (SO $(4)$ ) $\int_{SO(n+1)}I^{l\mathrm{C}}(M\cap gS^{2})dg$

となり、 右辺においては

$\int_{S}O(n+1)$ $I^{\mathcal{W}_{2}}(M\cap gS^{3})dg=a(n-13, n)\}I^{\mathcal{W}_{2}}(M)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{3})$ (5.5)

$\int_{S}O(n+1)$ $I^{\mathcal{U}_{2}}(M\cap gS^{3})dg=b(n-1,3, n)I^{\mathcal{U}_{\mathrm{n}-1}}(M)\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(S^{3})$ (5.6)

となる。 したがって、 (5.3), (5.5), (5.6) から $M$ の積分不変量に関する等式が得ら
れるが、 これは任意の超曲面 $M$ について成り立つので多項式レベルで一致してい
なければならない。 よって、9 係数を比較することによって次を得る。

$c(n-1, n)$ $=$ $\frac{c(2,3)a(n-1,3,n)}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(3))}=\frac{1}{2(n-2)}\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n+1))}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-1})}$

$d(n-1, n)$ $=$ $\frac{d(2,3)b(n-1,3,n)}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(3))}=\frac{3}{2(n+1)(n-2)}\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n+1))}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-1})}$
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次に $M$ を $S_{0}^{p+1}\subset S^{n}$ 内の超曲面とする。 $L_{0}=S^{n-p+1}$ として (5.1) 式を Crofton
型にすると

$f_{c_{n-\mathrm{p}+2(\mathbb{R}^{n+1}}})$ $I^{\kappa}(M\cap)$ $S^{n-p+1})d\mu(E^{n-p+2})$ $(5.7)$

$=$ $\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-p+1})}{2\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(n-p+2))\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(p-1))}(c(p, n)I^{\mathcal{W}_{2}}(M)+d(p, n)I^{\mathcal{U}_{p}}(M))$

を得る。 $M\subset S_{0}^{p+1}$ としているので、 補題 46 により左辺における $G_{n-p+2}(\mathbb{R}^{n+1})$

上の積分は $G_{3}(E_{0}^{p+2})$ 上の積分に帰着でき

$\int_{c_{n-p+\mathrm{z}(\mathbb{R}^{n+1})}}I^{\kappa}(M " S^{n-p+1})d\mu(E^{n-p+2})$ (5.8)

$=$ $\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n+1))\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(3))}{\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(p+2))\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n-p+2))}7_{G_{3}(F_{0}^{p+2},)}I^{\kappa}(M\cap S^{2})d\mu(E^{3})$

となる。 右辺における Crofton型の積分は

$\int_{G_{3}(E_{\cap}^{p}}$ 1 $(M\cap S^{\angle})d\mu(E^{\mathrm{o}})$ (5.9)
$+2)$

$\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{2})}{2\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(SO(3))\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(p-1))}(c(p,p+1)I^{\mathcal{W}_{2}}(M)+d(p, p+1)I^{\mathcal{U}_{p}}(M))$

となる。 (5.7), (5.8), (5.9) より次の関係式を得る。

$c(p, n)$ $=$ $\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n+1))\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{2})}{\mathrm{v}o1(SO(p+2))\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-p+1})}c(p, /||)$ $+1)$

$d(p, n)$ $=$ $\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n+1))\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{2})}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(p+2))\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-p+1})}d(p, p+1)$

定理 52. 命題 5.1 において

$c(p, n)$ $=$ $\frac{2\pi}{p-1}\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n+1))}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{p})\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-p+1})}$

$d(p, n)$ $=$ $\frac{6\pi}{(p+2)(p-1)}\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(SO(n+1))}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{p})\mathrm{v}\mathrm{o}1(S^{n-p+1})}$
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