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1 Introduction
ケーラー多様体からリーマン多様体への写像はそのヘシアンの複素化の $(1, 1)-$

part がゼロであるとき多重調和と呼ぱれる. 多重調和写像については [10] 等で様々
な研究が行なわれている. ケーラー多様体からリーマン多様体への等長はめ込み
に対し, 複素化された第 2 基本形式の $(1, 1)$ -part がゼロであるときに, はめ込み

は $(1, 1)$ -geodesic あるいは多重調和と呼ばれ, associated family と呼ばれる写像の

1 径数族の存在とはめ込みの $(1, 1)$-geodesic性についての結果が得られている. ま

た, [5] の論文ではケーラー多様体からリーマン対称空間への写像に対し同様の議
論が展開され, はめ込みに対して得られているのと類似の結果が得られている. ま

た, ケーラー多様体からユークリッド空間への等長はめ込みに対し, 与えられた

はめ込みを実部として実現するような正則等長はめ込みの構成が $(1, 1)$ -geodesic等
長はめ込みとその associated family を用いて [2] で行われている. 外の多様体が擬

ユークリッド空間のときには同様の結果が [6] で得られている.
本稿ではこれらのアファイン微分幾何学版を考える. \S 2 では複素アファイン接続
を持つ複素多様体から実多様体への多重調和写像について調べ, associated famfly
を構成し, associated family の存在と写像の多重調和性の関係についての結果を得
た. \S 3 では複素アファイン接続を持つ複素多様体から実多様体への $(1, 1)$-geOdesic
アファインはめ込みに対し, \S 2 で写像に対して行ったのと同様の考察を行った.
\S 4 ではアファインはめ込みの積はめ込みについて, アファイン基本形式, シエイ

プテンソル, 横断接続などの特徴付けを行った. \S 5 では本稿の主結果である複素
多様体からアファイン空間へのアファインはめ込みに対しその積はめ込みが複素
アファインはめ込みになるような複素構造の構成を外の積多様体に対して行った.
最後にこれらの性質を満たす例をあげ, 具体的に associated family の構戒をし, 与

えられたアファインはめ込みが実部になるような複素アファインはめ込みをアファ
インはめ込みの積はめ込みとして構成した.

2 多重調和写像

本稿では全ての多様体, 写像は滑らかとし, 更に多様体は連結とする. $M$ を多

様体, $E$ を $M$ 上のベクトル束とする. $\Gamma(E)$ を $E$ の切断全体の集合とし, $C$ (E) を
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$E$ 上の接続全体の集合とする. 多様体 $M,\overline{M}$の間の写像 $f$ : $Marrow\overline{M}$ に対し,
$f^{\#}T\overline{M}$ を引き戻し束, $f_{\#}$ : $f^{\mathfrak{p}}T\overline{M}arrow T\overline{M}$ をその束写像, $i^{f}$ : $TMarrow f^{\#}$TM を各点
$x\in M$ で $i_{x}^{f}:=(f_{\# x})^{-1}f_{*x}$ により定義される準同型写像とする. $\mathrm{C}_{0}(T\underline{M)}$ を $M$ 上

捩率ゼロのアファイン接続全体の集合とし, $\nabla\in \mathrm{C}_{0}$ (TM), $\overline{\nabla}\in \mathrm{C}_{0}(TM)$ とする.
写像 $f$ : $Marrow\overline{M}$のヘシアン $H_{f}$ を $X,$ $Y\in\Gamma(TM)$ に対し,

$H_{f}$ (X, $Y$ ) :=f#寸 xIY-I $\nabla$XY

で定義する. ここで f#�は�の $f$ による引き戻しを表す �, �が共に捩率ゼロ
なので $H_{f}$ は $X,$ $Y$ に対し対称である.
複素多様体を $2m$ 次元実多様体 $M$ とその複素構造 $J$ : $TMarrow TM$ を用いて

$(M, J)$ で表すことにする. 複素多様体 $(M, J)$ に対し,

$\mathrm{C}_{0}(TM, J):=$ { $\nabla\in \mathrm{C}_{0}(TM)|\nabla_{X}J=0$ for $\forall X\in\Gamma(TM)$ }

と置く $\mathrm{C}_{0}(TM, J)$ の元は複素アファイン接続と呼ばれる. 以下 \S 2 では ( $M$, 力
は複素多様体とし, $\nabla\in \mathrm{C}_{0}$ (TM, $J$) とする.

定義 2.1 写像 $f$ : $Marrow\overline{M}$はそのヘシアン $H_{f}$ が各点 $x\in M$ で任意の $X,$ $Y\in T_{x}\Lambda$l
に対し $H_{f}$ (JX, $Y$) $=H_{f}$ (X, $JY$ ) を満たすとき多重調和といわれる.

ケーラー多様体からの多重調和写像については様々な研究が行われている. 例
えば [5] を参照. 複素多様体間の任意の正則あるいは反正則写像は多重調和写像で
ある. 写像 $f$ : $Marrow\overline{M}$が多重調和であるという性質は $M$ 上の複素アファイン
接続� $\in \mathrm{C}_{0}(TM,\underline{J})$ の取り方に依らないことが示せる. 一方, $\overline{M}$ 上のアファイ
ン接続� $\in \mathrm{C}_{0}$ (TM) の取り方には次のように依存する. 2 つのアファイン接続
�, $\tilde{\nabla},$

$\in \mathrm{C}_{0}$ (TM) に対し差テンソル $K$ を

$K_{U}V:=\overline{\nabla}_{U}V-\overline{\nabla}_{U}’$ V $U,$ $V\in\Gamma(TM)$

で定義する. いま�, $\overline{\nabla}’$ は共に捩率ゼロなので $K$ は $U,$ $V$ に関して対称である. $f^{\#}K$

を $K$ の $f$ による引き戻しとする. 写像 $f$ : $Marrow\overline{M}$が� $\in \mathrm{C}_{0}(T\overline{M})$ に対して多
重調和であるとき, $\overline{\nabla},$

$\in \mathrm{C}_{0}$ (TM) に対しても多重調和であることと $f^{\#}K$ が各点
$x\in M$ で任意の $X,$ $Y\in T_{x}M$ に対して

$f^{\#}K_{X}JY=f^{\#}K_{JX}Y$

を満たすこととは同値である.
次に associated family について考える. $z\in \mathbb{C}\backslash \{0\}$ に対し, $M$ 上の $(1, 1)$ テン

ソル場 $E^{z}$ を

$E^{z}:={\rm Re}(z)id_{TM}+{\rm Im}(z)J$
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で定義する. ここで ${\rm Re}(z),$ ${\rm Im}(z)$ はおのおの $z$ の実部, 虚部である. $\nabla\in \mathrm{C}_{0}$ (TM, $J$)

に対し, 各点 $x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ に対し $E^{z}$ は次のような性質を持つ.

$E^{z}E^{z^{-1}}=id_{Th\mathrm{f}}$ ,

� XEz $=0$ .

定義 2.2 写像 $f$ : $Marrow\overline{M}$の associated family $f_{z}$ : $Marrow\overline{M},$ $z\in \mathbb{C}\backslash \{0\}$ とは, あ

るベクトル束同型 $\Psi_{z}$ : $f^{\#}T\overline{M}arrow f_{z}\# T\overline{M}$ に対し, $f_{1}=f$ と, 各点 $x\in M$ で任意の

$X\in T_{x}M$ に対して

$f_{z}^{\#}\overline{\nabla}_{X}\Psi_{z}=\Psi_{z}f^{\#}\overline{\nabla}_{X}$ , (2.1)
$i^{f_{z}}=\Psi_{z}$ifEz (2.2)

を満たす写像 $f$ の複素 1 径数族である.

ケーラー多様体からリーマン対称空間への写像に対し, [5] で

$E^{\theta}:=\cos\theta$id$TM+$ s$\mathrm{i}$n $\theta$ J $\theta\in \mathbb{R}$ (2.3)

で定義される $(1, 1)$ テンソル場を用いて associated family と呼ばれる写像の 1 径数

族 $f_{\theta}$ が構成されている. そこでは (2.1) の条件ではなく f#�の曲率テンソルが $\Psi_{z}$

で不変である, という条件を付けて associated family を定義している.

写像 $f$ : $Marrow\overline{M}$ に associated family が存在するとき, associated family の定

義より $f$ と $f_{z}$ のヘシアン $H_{f},$ $H_{f_{z}}$ の間には各点 $x\in M$ で任意の $X,$ $Y\in T_{x}M$ に

対して

$H_{f_{z}}(X, Y)=\Psi_{z}H_{f}(X, E^{z}Y)$ (2.4)

の関係があることがわかる. associated family の存在と写像の多重調和性につい
て次の結果を得た.

補題 2.3 写像 $f$ : $Marrow\overline{M}$ に associated famdyが存在すれば $f$ は多重調和である.

証明 (2.4) より $f$ と $f_{z}$ のヘシアンの間には各点 $x\in M$ で任意の $X,$ $Y\in T_{x}M$

に対して

$H_{f_{z}}(X, Y)={\rm Re}(z)\Psi_{z}{}_{x}H_{f}(X, Y)+{\rm Im}(z)\Psi_{z}{}_{x}H_{f}(X, JY)$

の関係がある. $H_{fz}$ の対称性と $z\in \mathbb{C}\backslash \{0\}$ の任意性から, $f$ が多重調和であるこ

とがわかる. 口

次のような場合には補題 2.3 の逆が成立することを示すことができた. 以下 8
$(\mathbb{R}^{2m+p}, D)$ を $2m+p$次元アファイン空間と標準アファイン接続とする.
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命題 2.4 複素多様体 $(M, J)$ が単連結のとき, 写像 $f$ : $Marrow \mathbb{R}^{2m+p}$ に associated
family が存在することと $f$ が多重調和であることとは同値である.

証明 $(e_{1}, \ldots, e_{2m+p})$ を $\mathbb{R}^{2m+p}$ の標準基底とし, $\overline{e}_{\alpha},$ $\alpha$ =l, . . . , $2m+$乃を e。か
ら決まる大域的接ベクトル場, $(\theta^{1}, \ldots, \theta^{2m+p})$ を $(\overline{e}_{1}, \ldots,\overline{e}_{2m+p})$ の双対基とする.
1 形式 $\omega_{\alpha}:=f^{*}\theta^{\alpha}\mathrm{o}E^{z}$ は任意の $X\in\Gamma(TM)$ に対して

$f_{*}(E^{z}X)= \sum_{\alpha}(f^{*}\theta^{\alpha})(E^{z}X)\overline{e}_{\alpha}$ (2.5)

を満たす 1 形式 $\omega_{\alpha},$
$\alpha$ =1, . . . , $2m+$乃が閉であるということと

$\sum_{\alpha}d\omega_{\alpha}(f^{\#}\overline{e}_{\alpha})=0$

とは同{直である. ここで f$\#_{\overline{e}_{\alpha}}\in\Gamma$ ( f# $T\mathbb{R}^{2m+}$り は各点 $x\in M$ に対し $(f^{t}\overline{e}_{\alpha})_{x}$ :
$(f\# x)^{-1}(\overline{e}_{\alpha})f$(x) で定義される切断 $\overline{e}_{\alpha},$ $\alpha$ =1, . . . , $2m+$乃の引き戻しである. 一方,
任意の $X,$ $Y\in\Gamma(TM)$ に対して

2\Sigma (d\mbox{\boldmath $\omega$}。) $(X, Y)$ (f $\#_{\overline{e}_{\alpha})}=f^{\#}$ Dx $i^{f}E^{z}Y-f^{\#}D_{Y}i^{f}E^{z}X-i^{f}E^{z}(\nabla_{X}Y-\nabla_{Y}X)$

$\alpha$

$=H_{f}(X, E^{z}Y)-H_{f}(Y, E^{z}X)$

が成り立つので $(d\omega_{\alpha})$ (X, $Y$) $=0$ が成り立つことと

$H_{f}(X, E^{z}Y)=Hf(Y, E^{z}X)$ (2.6)

が戒り立つこととが同値であることがわかる. 写像 $f$ が多重調和であるとすると
(2.6) は戒立する. このとき $d\omega\text{。}$ =0 と $M$ が単連結であることよりポアンカレの
補題から $M$上の関数 $\varphi^{\alpha},$ $\alpha$ =1, . . . , $2m+p$ で

$d^{\alpha}\varphi=f^{*}\theta^{\alpha}\circ E^{z}$

を満たすものが存在する. $f_{z}$ (x):=\mbox{\boldmath $\varphi$}\mbox{\boldmath $\alpha$}(x)e。とおき: $\Psi_{z}$ : $f\# T\mathbb{R}^{2m+p}arrow f_{z}\# T\mathbb{R}^{2m+p}$

を各点 $x\in M$ で $\Psi_{z_{x}}$ $(f\#\overline{e}_{\alpha})_{x}:=(f_{z}\#\overline{e}_{\alpha})_{x}$ によって定義すると機械的な計算により $f_{z}$

は $f$ の associated family Iこなることが示される. 口

ケーラー多様体からリーマン対称空間への多重調和写像に対し, 命題 2.4 と同様
の結果が [5] において既に得られている.

3 $(1, 1)$-geodesicアファインはめ込み
ここでは $f$ : $Marrow\overline{M}$ を多様体 $M,\overline{M}$ の間のはめ込みとする. $f^{\#}T\overline{M}$ の部分

束 $N$ が

$f^{\#}T\overline{M}=i^{f}(TM)\oplus N$ (3.1)
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を満たすときはめ込み $f$ の横断束であるという. 分解 (3.1) に対し,–$\pi f$ : $f^{\#}T\overline{M}arrow$

$i^{f}(T\underline{M}),$ $\pi$N: $f^{\#}T\overline{M}arrow N$ を射影準同型, $\iota_{f}$ : $i^{f}(TM)arrow f^{\#}TM,$ $\iota_{N}$ : $Narrow$

$f^{\oint}TM$ を包含写像とする. また $\hat{i}^{f}:=\pi_{f}$if: $TMarrow i^{f}$ (TM) と置くとこれは $TM$

から $i^{f}(TM)$ へのベクトル束同型となる. 横断束が $N$ のはめ込み $f$ : $Marrow\overline{M}$

に対し f $\#$寸から $TM$ 上に決まる接続 $(\hat{i}^{f})^{-1}\pi_{f}$ (f $\#\nabla$ ) $\iota$fif が $M$ 上に与えられてい

る接続� と等しいとき, このはめ込みを横断束が $N$ のアファインはめ込みとい

い, これを $(f, N)$ : (M, $\nabla$ ) $arrow$ (M, $\overline{\nabla}$ ) と書 $\langle$

1 横断束 $N$ が明記されていると

きには $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow$ (M, $\tilde{\nabla}$ ) と略記する. 横断束が $N$ のアファインはめ込み

$f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(M, \nabla)$ に対し, アファイン基本形式 $B$ , シエイプテンソル $A$ , 横

断接続� $N$ をそれぞれ各点 $x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ に対して

$B_{X}:=\pi_{N}(f^{\#}\overline{\nabla})_{X}\iota_{f}\hat{i}_{r}^{f}$ $A_{X}:=-(\hat{i}^{f})^{-1}\pi_{f}$ (f吋)xtN, $\nabla_{X}^{N}:=\pi_{N}(f^{\#}\overline{\nabla})_{X}\iota_{N}$

で定義する. $B_{X}Y_{\mathrm{f}}A_{X}\xi$ は通常 $\alpha(X, Y),$ $A_{\xi}X,$ $S$\mbox{\boldmath $\xi$}X 等と書かれている. ここで

$\xi\in\Gamma(N)$ である. このとき, ガウス, ワインガルテンの恒等式は各点 $x\in M$ で任

意の $X\in T_{x}M$ , $Y\in\Gamma(TM),$ $\xi\in\Gamma(N)$ に対し次のように書かれる.

$(f^{\#}\overline{\nabla})_{X}i^{f}Y=i^{f}\nabla_{X}Y+B_{X}Y$, (ガウス)

$(f^{\#}\overline{\nabla})_{X}\xi=-i^{f}A_{X}\xi+\nabla_{X}^{N}\xi$ . (ワインガノレテン)

はめ込み $f$ : $Marrow\overline{M}$に対し, 別の横断束 $\overline{N}$ とこの $\overline{N}$ を横断束とするアファイ
ンはめ込み $f$ : (M, $\overline{\nabla}$ ) $arrow(\overline{M}, \nabla-)$ を考え, $\overline{B},$ $A$-, $\overline{\nabla}^{\overline{N}}$ をそれぞれこのアファイン

はめ込み $f$ : (M, $\overline{\nabla}$ ) $arrow(M, \nabla)$ のアファイン基本形式, シエイプテンソル, 横断

接続とする. このとき次の結果が知られている.

補題 3.1([1], [9])

� $X=\nabla_{X}+(\hat{i}^{f})^{-1}\overline{\pi}f^{\iota_{N}B_{X}}$ ,
$\overline{B}_{X}=\pi_{\overline{N}}\iota_{N}B_{X}$ ,
$\overline{A}_{X}=A_{X}\pi_{N}\iota_{\overline{N}}-\nabla_{X}(\hat{i}^{f})^{-1}\pi_{f}\iota_{\overline{N}}-(\hat{i}^{f})^{-1}\overline{\pi}_{f}\iota_{N}B_{X}(7^{f})^{-1}\pi_{f}\iota_{\overline{N}}$

$-(\hat{i}^{f})^{-1}\overline{\pi}_{f}\iota_{N}\nabla_{\lambda}^{N},\pi_{N}\iota_{\overline{N}}$ ,

� XN- $=\pi_{\overline{N}}\iota_{N}\nabla_{X}^{N}\pi_{N}\iota_{\overline{N}}+\pi_{\overline{N}}\iota_{N}B_{X}(\hat{i}^{f})^{-1}\pi_{\hat{J}}\iota_{\overline{N}}$.

ここで $\overline{\pi}f$ : $f^{\#}T\overline{M}arrow i^{f}\underline{(}TM$), $\pi_{\overline{N}}$ : $f^{\#}T\overline{M}arrow N$ は射影準同型, $\overline{\iota}_{f}$ : $i^{f}(TM)arrow$

$f^{\#}T\overline{\mathrm{J}/I},$
$\iota$N: $\overline{N}arrow f^{\#}$ TM は包含写像, $X$ は $x\in M$ における任意の接ベクトルと

する.

以 $\text{下}$ , $(M, J)$ を複素多様体, $\nabla\in \mathrm{C}_{0}$ (TM, $J$) とする.

定義 3.2 横断束が $N$ のアファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\overline{M}, \nabla-)$ はそのアファイ

ン基本形式 $B$ が各点 $x\in M$ で任意の $X,$ $Y\in T_{x}M$ に対し $B_{X}JY=B_{JX}Y$ を満た

すとき $(1, 1)$ -geodesic と $\mathrm{A}$ゝわれる.
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横断束が $N$ のアファインはめ込みが写像として多重調和であれば, そのアファ
インはめ込みは $(1, 1)$ -geodesic である. 逆に任意の $(1, 1)$-geodesic アファインはめ
込みは写像として多重調和である.
ケーラー多様体からリーマン多様体への等長はめ込みが $(1, 1)$ -geodesic であるこ
ととシェイプテンソル $A$ が各点 $x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ に対し

$A_{JX}=-JAX$ (3.2)

を満たすことは同値であり, このようなはめ込みは極小であることがわかる. 逆
は外の多様体がユークリッド空間のときに成立する. つまりケーラー多様体から
ユークリッド空間への等長はめ込みに対しては $(1, 1)$ -geodesic であることと, 極小
であることは同値である. $(1, 1)$-geodesic アファインはめ込みのシェイプテンソル
に対して (3.2) は一般に成立しない.
空間型への等長はめ込みに対応する概念として二次超曲面へのアファインはめ込

みについて考える. このようなはめ込みについては [8] で考えられておりそこでは二
次超曲面へのアファインはめ込みの基本定理などが得られている. $(x^{1}, \ldots, x^{2m+p+1})$

を $\mathbb{R}^{2m+p+1}$ の標準座標とし, $D$ を標準接続とする. $\mathbb{R}^{2m+p+1}$ の二次超曲面 $Q$ を

$Q:=Q(s, \overline{s}):=\{x\in \mathrm{R}^{2m+p+1}|-\sum_{i=}^{s}1(x^{i})^{2}+\sum"=+:+1(x^{j})^{2}=1\}$

で定義する. ここで $0\leqq s,$ $0\leqq\overline{s},$ $0<s+\overline{s}\leqq 2m+p+1$ とする. $\iota$ : $Qarrow \mathbb{R}^{2m+p+1}$

を包含写像とする. ベクトル場 $\xi$ を

$\xi:=-\sum_{i=1}^{2m+p+1}x^{i}\frac{\partial}{\partial x^{i}}$

で定義し, $N^{Q}$ を各点 $q\in Q$ で

$N_{q}^{Q}:=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{(\iota_{\# q})^{-1}\xi\}$

で定義するとはめ込み $\iota$ の横断束となる. 分解から決まる $Q$ 上の接続を� $Q$ と

すると, $\iota$ : (Q, $\nabla^{Q}$ ) $arrow(\mathbb{R}^{2m+p+1}, D)$ は横断束が $N^{Q}$ の中心アファインはめ込
みとなる. 横断束が $N^{Q}$ のアファインはめ込み $\iota$ : (Q, $\nabla^{Q}$ ) $arrow(\mathbb{R}^{2m+p+1}, D)$ の

アファイン基本形式を $B^{Q}$ とすると各点 $q\in Q$ で任意の $U,$ $V\in T_{q}Q$ に対して
$B_{U}^{Q}V:=h^{Q}$ (U, $V$ ) $(\iota_{\#})^{-1}q\xi$ で決まる $h^{Q}$ は $Q$ 上の対称双線形関数である. 横断束が
$N$ のアファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow$ ( $Q,$ $\nabla$ Q) のガウス方程式は各点 $x\in M$ で

任意の $X,$ $Y,$ $Z\in T_{x}M$ に対し,

$R_{X,Y}Z=A_{X}B_{Y}Z-A_{Y}B_{X}Z+(f^{*}h^{Q})_{x}(Y, Z)X-(f^{*}h^{Q})_{x}(X, Z)Y$

と書かれる. 次の補題が成立する.
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補題 3.3 横断束が $N$ の $(1, 1)$ -geodesic アファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(Q, \nabla^{Q})$

に対し, 各点 $x\in M$ で任意の $X,$ $Y\in T_{x}M$ に対し (3.2),

$(f^{*}h^{Q})_{x}(JX, JY)=(f^{*}h^{Q})_{x}(X, Y)$ (3.3)

を仮定する. このとき各点 $x\in M$ で $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(f^{*}h^{Q})_{x}=0$ , ある $\mathrm{A}\mathrm{a}$は 2 である.

証明 $x\in M$ を固定し, rank $(f^{*}h^{Q})_{x}=k$ とお $\langle$

1 ガウス方程式と (3.2) より
リッチテンソル $Ric$ は各点 $x\in M$ で任意の $X,$ $Y\in T_{x}M$ に対し次で与えられる.

$Ric_{X,Y}=-$ tr(A$X$ B$Y$ ) $+(k・\mathrm{D} (f^{*}h^{Q})_{x}(X, Y)$ . (3.4)

また, 各点 $x\in M$ で任意の $X,$ $Y\in T_{x}M$ に対し $R_{X,Y}=-JR$X,YJ であること, は

め込みが $(1, 1)$ -geodesic であること $\mathrm{f}$

仮定 (3.2), (3.3) より

$Ric_{X,Y}=-\mathrm{t}\mathrm{r}(A_{X}B_{Y})+(f^{*}h^{Q})_{x}$ (X, $Y$ ) (3.5)

が成り立つ. (3.4) と (3.5) を合わせると $(k-2)(f^{*}h^{Q})_{x}$ (X, $Y$ ) $=0$ となり $k-2=0$
あるいは $(f^{*}h^{Q})_{x}$ が恒等的にゼロになることがわかる. よって結果を得る. 口

上の補題をケーラー多様体から空間型への $(1, 1)$-geodesic 等長はめ込みに適用
すると空間型の断面曲率がゼロでないとき, ケーラー多様体から空間型への $(1, 1)-$

geodesic 等長はめ込みが存在すればケーラー多様体の次元は実 2 次元となるとい
う [2] の結果を得ることができる.
補題 3.1 より次のことがわかる.

命題 3.4 アファインはめ込みが $(1, 1)$ -geodesic であるという性質は横断束の取り
方に依らない.

定義 3.5 横断束が $N$のアファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\overline{M}, \nabla-)$ と $z\in \mathbb{C}\backslash \{0\}$ に

対し, 横断束が $N_{z}$ のアファインはめ込み $f_{z}$ : (M) $\nabla)arrow(M, \nabla)$ は $f_{z}$ が写像とし

て $f$ の associated family であり, 更{こ重 z(N) $=N_{z}$ が成立するとき $f$ の associated
famdy と呼ばれる.

横断束が $N$ のアファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\overline{M}., \nabla-)$ に associated family
$f_{z}$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\overline{M}, \nabla-)$ , $z\in \mathbb{C}\backslash \{0\}$ , が存在するとき, 横断束の間のベクトル束同
型 $F_{z}$ : $Narrow N_{z}$ を $F_{z}:=\pi_{N_{z}}\Psi$ z\iota N と定義する. ここで $\pi_{N_{z}}$ : $f_{z}\# T\overline{M}arrow N_{z}$ は射影

準同型である. すると $f_{z}$ のアファイン基本形式 $B^{z}$ , シエイプテンソル $A^{z}$ , 横断

接続� $N_{z}$ は各点 $x\in M$ と任意の $X\in T_{x}M$ に対して次を満たすことが associated
family の定義からわかる.

$A_{X}^{z}F_{z}=E^{z^{-1}}A_{X}$ , $B_{X}^{z}=F_{z}B$X $E^{z}$ , $F_{z}\nabla_{X}^{N}=\nabla_{X}^{N_{z}}F$z.
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ケーラー多様体から擬リーマン多様体への等長はめ込みに対しては, $A^{z}$ と $B^{z}$ の

式は同値である. ケーラー多様体からユークリッド空間への等長はめ込みに対し
[2] で, 外の多様体が擬ユークリッド空間のときには [6] で $(1, 1)$ テンソル場 $E^{z}$ の

代りに (2.3) で定義された $(1, 1)$ テンソル場 $E^{\theta}$ を用いて associated family と呼ば
れる等長はめ込みの実 1 径数族について研究されている. 補題 2.3 に類似する結果
として次を得た.

補題 3.6 横断束が $N$ のアファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\overline{M}, \nabla-)$ に associated
family が存在すれば, $f$ は $(1, 1)$ -geodesic である.

補題 3.6 の逆についても命題 2.旧こ類似する次の結果が得られる.

命題 3.7 複素多様体 $(M, J)$ が単連結のとき, 横断束が $N$ のアファインはめ込み
$f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\mathbb{R}^{2m+p}, D)$ に associated famdyが存在することと $f$ が $(1, 1)$ -geOdesic
であることとは同値である.

4 2つのアファインはめ込みの積はめ込み
次の章にある結果を述べるために必要な 2つのアファインはめ込みの積はめ込みに

ついて述べる. 以下, $i,$ $j=1,2$ , $i\neq j$ とする. $M_{i}$ を多様体とし, $(x_{1}, x_{2})\in\Lambda l_{1}\cross M_{2}$

に対し, $q_{ix_{\mathrm{j}}}$ : $M_{i}arrow M_{1}\cross$ M2 を

$q_{ix_{j}}(x_{i}):=(x_{1}, x_{2})$ $x_{j}\in M_{j}$

で定義する. 各点 $x_{i}\in M_{i}$ に対し $Y\in T_{x_{i}}M$i の $M_{1}\cross M_{2}$ へのリフト $\overline{Y}^{i}$ を各点
$x_{j}\in M_{j}$ に対して

$\overline{Y}^{i}:=q_{ix}$

2$x_{\mathrm{i}}Y\in T_{(x_{1}}$ ,x2)M1 $\cross M2$

で定義する. $\nabla^{i}\in \mathrm{C}_{0}$ (TMi) から, 積多様体 $M_{1}\cross M_{2}$ 上には任意の $W_{i}\in T_{x_{\mathrm{i}}}M$i,

$X\text{。}\in\Gamma(TM_{i})$ に対し

$\overline{\nabla}_{\overline{W_{1}}^{1}+\overline{W_{2}}^{2}}\overline{X_{1}}^{1}+\overline{X_{2}}^{2}=\nabla$ 1 $1X_{1}+\nabla_{W_{2}}^{2}$X2
–1 –2

で決まる接続� $\in \mathrm{C}$ ($T$ (M1 $\cross M_{2}$ )) が唯一存在する. $\nabla^{i}$ が捩率ゼロなので�も捩
率ゼロである. この�を� 1 と� 2 の積接続と呼ぶ. $(M_{i}, \nabla^{i})=$ ( $\mathbb{R}^{n}\cdot.,$ $D$i) のとき,
$D^{1}$ と $D^{2}$ との積接続は $\mathbb{R}^{n_{1}}\cross \mathbb{R}n2$ の標準アファイン接続とアファイン微分同相で
ある. ここで $D^{i}$ は $\mathbb{R}^{n_{i}}$ の標準アファイン接続とする.

$(M_{1}, \nabla^{1})=(M_{2}, \nabla^{2})=(M, \nabla)$ の場合を考える. $\triangle$ : $M\ni x\vdasharrow(x, x)\in M\cross M$

をはめ込みとする. $N^{\Delta}$ を各点 $x\in M$ で

$N_{x}^{\Delta}:=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{\overline{X}^{1}-\overline{X}^{2}|X\in T_{x}M\}$
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で定義すると, $\triangle$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(M\cross M, \nabla-)$ は横断束が $\triangle\# N$1 のアファインはめ込

みになることがわかる. 更に横断束が $\triangle\# N$ \Delta のアファインはめ込み $\triangle$ : (M, $\nabla$ ) $arrow$

$(M\cross M, \nabla\tilde)$ のアファイン基本形式, シェイプテンソルは恒等的にゼロになること
がわかる. よってこのアファインはめ込み $\triangle$ は $M$ から $M\cross M$への自然なはめ込
みと考えることができる.
多様体 $\overline{M}_{i},$ $\neg\nabla$

.
$\in \mathrm{C}_{0}(T\overline{M}_{i})$ に対し, $f_{i}$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\overline{M}_{i}, \overline{\nabla}^{\neg}.)$ を横断束が $N_{i}$ のア

ファインはめ込みとし, アファインはめ込み $f_{i}$ のアファイン基本形式, シェイプ

テンソル, 横断接続をそれぞれ $B^{i},$ $A^{i},$ $\nabla^{N}\cdot$
. とする. 積はめ込み

$\tilde{f}:=(f_{1}\cross f_{2})\circ\triangle$ : $Marrow\overline{M}_{1}\cross\overline{M}_{2}$

について考える. 各点 $y_{i}\in\overline{M}_{i}$ に対し, $X\in T_{y_{i}}\overline{M}_{i}$ の $\overline{M}_{1}\cross\overline{M}_{2}$ へのリフトを $\neg X^{\cdot}$

で表す- 更に各点 $x\in M$ と Ui\in (fi#T--M� x に対し $\overline{U_{i}}^{i}\in(\tilde{f}^{\#}T(\overline{M}_{1}\cross\overline{M}_{2}))_{x}$ を

$\neg U_{i}^{\cdot}:=(\tilde{f}_{\# x})^{-1}(\overline{f_{i\# x}U_{i}}.)$

で定義する. $\overline{N}$ を各点 $x\in M$ で

$\tilde{N}_{x}:=\overline{N_{1x}}^{1}\oplus N2x2\oplus(hx)-1(f_{1}\cross f_{2})*\Delta$ (x)N2 (4.1)

で定義すると $\overline{N}$ ははめ込み $\tilde{f}$ : $Marrow\overline{M}_{1}\cross\overline{M}_{2}$ の横断束となる. $\overline{\nabla}^{1}$ と� 2 の
積接続を�とすると $\tilde{f}$ : $(M, \nabla)arrow(\overline{M}_{1}\cross\overline{M}_{2}, \overline{\nabla})$ は横断束が $\overline{N}$ のアファイン

はめ込みとなることを示すことができる. アファインはめ込みには横断束の取り
方に自由度がある. $M,$ $\overline{M}_{i}$ がリーマン多様体で $f_{i}$ が等長はめ込みのとき, $N_{i}$ と

して $f_{i}$ の法束をとることで (4.1) で与えられる横断束 $\overline{N}$ は, はめ込み $\tilde{f}$ の法束と

なりこのアファインはめ込みは等長はめ込みの積はめ込みの一般化されたもので
あると考えることができる. 横断束 $\tilde{N}$ が (4.1) で与えられるアファインはめ込み

$\tilde{f}$ : $(M, \nabla)arrow(\overline{M}_{1}\cross\overline{M}_{2}, \overline{\nabla})$ のアファイン基本形式 $\tilde{B}$ , シェイプテンソル $\tilde{A}$ , 横
断接続� $N$ は次で特徴付けられる.

命題 4.1 任意の $X\in T_{x}M$ , $Y\in\Gamma(TM),$ $\xi_{i}\in\Gamma(N_{i})$ に対し

$\tilde{B}_{X}Y=\overline{B_{X}^{1}Y}^{1}+\overline{B_{X}^{2}Y}^{2}$,

$\tilde{A}_{X}(\overline{\xi_{1}}^{1}+\overline{\xi_{2}}^{2}+\overline{i^{f_{1}}Y}^{1}-\overline{i^{f_{2}}Y}^{2})=\frac{1}{2}(A_{X}^{1}\xi_{1}+A_{X}^{2}\xi_{2})$ ,

$\overline{\nabla}$X $(\overline{\xi_{1}}^{1}+\overline{\xi_{2}}^{2}+\overline{i^{f_{1}}Y}^{1}-\overline{i^{f_{2}}Y}^{2})=\overline{\nabla_{X}^{N_{1}}\xi_{1}}^{1}+\overline{\nabla_{X}^{N_{2}}\xi_{2}}^{2}+\overline{B_{X}^{1}Y}^{1}-\overline{B_{X}^{2}Y}^{2}$

$+ \overline{i^{f_{1}}\nabla_{X}Y}^{1}-\frac{1}{2}i$A$\overline{(A_{X}^{1}\xi_{1}-A_{X}^{2}\xi_{2})}^{1}$

$- \overline{i^{f_{2}}\nabla_{X}Y}^{2}+\frac{1}{2}\overline{i^{f_{2}}(A_{X}^{1}\xi_{1}-A_{X}^{2}\xi_{2})}^{2}$
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5 複素アファインはめ込み
この章では複素多様体間の複素アファインはめ込みについて導入し, 主結果を

述べる. 以下, $(M, J)$ は複素多様体, $\nabla\in \mathrm{C}_{0}$ (TM, $J$ ) とする. 2 つの複素多様体
$(M, J),$ $(\overline{M}, J\tilde)$ の間の写像 $f$ : $Marrow\overline{\Lambda I}$が正則であるとは $f_{*}J=\tilde{J}f$

* が成立する
ことと同値であるが, これは更に $i^{f}J=(\mathrm{f}^{\#}\tilde{J})i^{f}$ と同値である.

命題 5.1 複素多様体 $(M, J)$ と写像 $f_{i}$ : $Marrow \mathbb{R}^{2m+p},$ $i$ =1,2 に対しベクトル束
同型

$\Psi$ : $f_{1}^{\#}T\mathbb{R}^{2m+p}arrow f_{2}^{\#}T\mathbb{R}^{2m+p}$

で各点 $x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ に対し次を満たすものの存在を仮定する.

$(f_{2}^{\#}D)_{X}\Psi$ $=$ $\Psi$ (f{D) $X$ , $(5.1)$

$-$ q $i^{f1}J$ $=$
$i^{f_{2}}$ (5.2)

このとき各点 $x\in M$ で任意の $U_{i}\in(f_{i}^{\#}T\mathbb{R}^{2m+p})_{x}$ に対し

$\hat{J}(\overline{U_{1}}^{1}+U22)$ $:=$ $-\Psi^{-}1U21+\Psi$U12
で定義される $\hat{J}$ : $\tilde{f}^{\#}T(\mathbb{R}^{2m+p}\cross \mathbb{R}^{\mathit{2}m+p})arrow\tilde{f}^{\#}T(\mathbb{R}^{2m+p}\cross \mathbb{R}^{2m+p})$ は $\mathbb{R}^{2m+p}\cross \mathbb{R}^{2m+p}$

上の標準アファイン接続に関して平行な複素構造 $\tilde{J}$ に拡張できて, 写像 $\tilde{f}:=(f1\cross$

$f_{2})\circ\triangle$ が $J$ と $\tilde{J}$ に関して正則写像になる.

証明 直接計算により $(\hat{J})^{2}=-id_{\overline{f}\#_{T(\mathrm{R}^{2m+_{p_{\cross \mathbb{R}^{2m+p}}}}})}$ がわかる. (5.1) より各点 $x\in$

$M$ で任意の $X\in T_{x}M$ , $U_{i}\in[(f_{i}^{\beta}T\mathbb{R}^{2m+p})$ に対して

$(\tilde{f}^{\#}D)_{X}\hat{J}(\overline{U_{1}}^{1}+\overline{U_{2}}^{2})$
$=$ $(\tilde{f}^{\#}D)_{X}(\overline{-\Psi^{-1}U_{2}}^{1}+\overline{\Psi U_{1}}^{2})$

$=$
$\overline{(f_{1}^{\#_{D)_{X}(-\Psi^{-1}U_{2})\dagger\overline{(f_{2}^{\#}D)_{X}(\Psi U_{1})}^{2}}^{1}}}$

$=$
$\overline{-\Psi^{-1}(f_{2}^{\#_{D)_{X}U_{2}+\overline{\Psi(f_{1}^{\#_{D)_{X}U_{1}}^{2}}}}^{1}}}$

$=$
$\hat{J}(\overline{(f_{1}^{\#_{D)_{X}U_{1}+\overline{(f_{2}^{\#_{D)_{X}U_{2})}^{2}}}}^{1}}}$

$=$ $\hat{J}(\tilde{f}^{\#}D)_{X}(\overline{U_{1}}^{1}+\overline{U_{2}}^{2})$

であることがわかるので各点 $x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ に対して

$(\tilde{f}^{\#}D)_{X}\hat{J}$ $=$ $\hat{J}(\tilde{f}^{\#}D)_{X}$

が成立し T(R2m+p $\cross$ R2m+りの複素構造 $\tilde{J}$ で $\tilde{f}^{\#}\tilde{J}=\hat{J}$ を満たすものが存在するこ
とがわかる. 各点 $x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ に対して

$i^{\overline{f}}X$ $=\overline{i^{f_{1}}X}^{1}+i$f$\overline{2X}^{2}$ (5.3)
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が成立する. (5.2), (5.3) より各点 $x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ に対して

$i^{\overline{f}}JX$
$=$

$\overline{i^{f1}JX}^{1}+\overline{i^{f_{2}}JX}^{2}$

$=$
$\overline{-\Psi^{-1}i^{f}}$2 $X^{1}+\overline{\Psi i^{f1}X}^{2}$

$=$
$(\tilde{f}^{\#}\tilde{J})(\overline{i^{f}1X}^{1}+\overline{i^{f_{2}}X}^{2})$

$=$
$(f\#_{\tilde{J})i^{\tilde{f}}X}$

が成り立つ. よって

$(f\#_{\tilde{J})i^{\tilde{f}}=i^{\tilde{f}}J}$

が成り立ち $\overline{f}$ が $J$ と月こ関して正則写像になることがわかる. 口

命題 2.4, 5.1 より

系 5.2 複素多様体 $(M, J)$ と $\nabla\in \mathrm{C}_{0}(TM, J)$ に対し, $M$ が単連結で写像 $f$ : $Marrow$

$\mathbb{R}^{2m+p}$ が多重調和であると仮定する. このとき, $\mathbb{R}^{2m+p}\cross \mathbb{R}^{2m+p}$ の標準アファイ

ン接続に関して平行な複素構造 $\tilde{J}$ が存在して $(f\cross(-f_{\sqrt{-1}}))\circ\triangle$ が $J$ と月こ関し

て正則写像になる.

証明 $M$ が単連結で $f$ が多重調和なので $f$ には associated family $f_{z},$ $z\in \mathbb{C}\backslash$

$\{0\}$ が命題 2.旧こより存在する. associated family の定義により: ベクトル束同型

$–\Psi\sqrt{-1}$ : $f^{\#}T\mathbb{R}^{2m+p}arrow f_{\sqrt{-1}}^{\#}T\mathbb{R}^{2m+p}$ は命題 5.1 の仮定 (5.1), (5.2) を満たすことが
わかる. よって命題 5.1 より主張が満たされる. 口

複素多様体の各点における単連結近傍を考え, 系 5.2 を適用させることにより
次が得られる.

系 5.3 複素多様体 $(M, J)$ と� $\in \mathrm{C}_{0}$ (TM, $J$ ) に対し, 任意の多重調和写像 $f$ : $Marrow$

$\mathbb{R}^{2m+p}$ は実解析的である.

次にこれらの結果をアファインはめ込みに適用する. はじめに複素アファイン
はめ込みの定義を述べる.

定義 5.4(M, $J$ ), $(\overline{M}, J\tilde)$ を複素多様体, $\nabla\in \mathrm{C}_{0}(TM, J)$ , $\overline{\nabla}\in \mathrm{C}_{0}(T\overline{M}, J\tilde)$ とする.

横断束が $N$ のアファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(M, \nabla)$ は $f$ が写像として正則で

横断束 $N$ が $f^{\#}\tilde{J}$ 不変 $(f\#\tilde{J}(N)=N)$ であるとき複素アファインはめ込みと呼ばれ
る. ここで $f^{\#}\tilde{J}$ は $\tilde{J}$ の $f$ による引き戻しである. このとき $N$ に誘導される複素構
造を $J^{N}:=\pi_{N}f$ # $\tilde{J}\iota_{N}$ と書く 1

複素アファインはめ込みについては多くの研究がある. 例えば [3], [4], [7], [11],
[12], [13] を参照のこと 1

$\mathbb{R}^{2(m+p)}$ の標準複素構造 $J_{0}$ から $T\mathbb{R}^{2(m+p)}$ に自然に決まる複素構造を $\tilde{J}$ とする.

横断束が $N$ の複素アファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\mathbb{R}^{2(m+p)}, D)$ に associated
family が存在するとき, それらの合同性についての次の結果を得た.
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命題 5.5 横断束が $N$ の複素アファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\mathbb{R}^{2(m+p)}, D)$ に

associated familyが存在すると仮定する. このとき, 任意の $z_{1},$ $z_{2}\in \mathbb{C}\backslash \{0\}$ に対し
て, $f$ の associated familyである横断束が $N_{z}$ . のアファインはめ込み $f_{z_{i}}$ : (M, $\nabla$ ) $arrow$

$(\mathbb{R}^{2(m+p)}, D)$ , $i=1,2$ , は $\mathbb{R}^{2(m+p)}$ のアファイン変換に関してアファイン合同になる.

証明 横断束が $N$ のアファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\mathbb{R}^{2(m+p)}, D)$ と $z\in$

$\mathbb{C}\backslash \{0\}$ に対しその associated family である横断束が $N_{z}$ のアファインはめ込み
$f_{z}$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\mathbb{R}^{2(m+p)}, D)$ がアファイン合同であることを示せば十分である. $J^{N}$

を横断束 $N$ に $f^{\#}\tilde{J}$ から誘導される複素構造とし $\tilde{E}^{z}$ を各 $z\in \mathbb{C}\backslash \{0\}$ に対して

$\tilde{E}^{z}:={\rm Re}(z)id_{N}+{\rm Im}(z)J^{N}$

で定義する. associated family の定義より, ベクトル束同型 $F_{z}$ : N\rightarrow N。で各点
$x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ に対し

$B_{X}^{z}=F_{z}B_{x}E^{z}=F_{z}\tilde{E}^{z}B_{X}$ ,
$A_{X}^{z}F_{z}\tilde{E}^{z}=E^{z^{-1}}A_{X}\tilde{E}^{z}=A_{X}$ ,

$F_{z}\tilde{E}^{z}\nabla_{X}^{N}=\nabla_{X}^{N_{z}}$ F$z\tilde{E}^{z}$

を満たすものが存在する. よって合同定理より $f$ と几とは $\mathbb{R}^{2(m+p)}$ のアファイン
変換に関して合同である. 口

命題 5.5 で更にベクトル束同型 $F_{z}$ : $Narrow N_{z}$ が

$F_{z}J^{N}=J^{N_{z}}F_{z}$

を満たすなら任意の $z_{1},$ $z_{2}\in \mathbb{C}\backslash \{\mathrm{O}\}$ に対し $f_{z_{1}}$ と $f_{z_{2}}$ とは $(\mathbb{R}^{2(m+p)}, J\tilde)$ の複素ア
ファイン変換に関してアファイン合同になる. ここで $J^{N_{z}}:=\pi_{N_{z}}(f_{z}\#\tilde{J})\iota_{N}$

z である.
次のような場合には命題 5.5 の逆を示すことができた. 主張を述べるために次の

定義を述べる.

定義 5.6 横断束が $N$のアファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\mathbb{R}^{n+p}, D)$ に対し, $\mathbb{R}^{n+p}$

のアファイン部分空間 $\mathbb{R}^{n+q}(q<p)$ で $f(M)\subset \mathbb{R}^{n+q}$ となるものが存在しないと
き, はめ込みは full であるという.

命題 5.7 横断束が $N$ の $(1, 1)$ -geodesicアファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\mathbb{R}^{2m+p}, D)$

が full で, associated famdy が存在し, $\mathbb{R}$ を法として合同でない任意の $z_{1},$ $z_{2}\in$

$\mathbb{C}\backslash \{0\}$ Gこ対して, $f$ の associated famdy である横断束がそれぞれ $N_{z_{1}},$ $N_{z_{2}}$ のア

ファインはめ込み $f_{z_{1}}$ と $f_{z_{2}}$ とは $\mathbb{R}^{2m+p}$ のアファイン変換に関してアファイン合同
であると仮定する. このとき, $\mathbb{R}^{2m+p}$ 上に $D$ に関して平行な複素構造 $\tilde{J}$ が存在し
てアファインはめ込み $f$ が $J$ と $\tilde{J}$ に関して複素アファインはめ込みとなる.
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証明 仮定を満たす $z_{1},$ $z_{2}$ に対して $f_{z_{1}}$ と $f_{z_{2}}$ とがアファイン合同であるとき: $f$

と $f_{z},$ $z=Azz_{1}$ もアファイン合同で ${\rm Im} z\neq 0$ であるので, 以下, 一般性を失うこと

なく $f$ と $f_{z}$ について考える. Dは $f_{z}$ とアファイン合同なので, ベクトル束同型
$F$ : $Narrow N_{z}$ で各点 $x\in M$ と任意の $X\in T_{x}M$ に対して次を満たすものが存在
する.

$FB_{X}=B_{X}^{z}$ , $A_{X}=A_{X}^{z}F$, $F\nabla_{X}^{N}=\nabla_{X}^{N_{z}}$ F.

また $f_{z}$ は $f$ の associated family なのでベクトル束同型 $F_{z}$ : $Narrow N_{z}$ で各点 $x\in M$

と任意の $X\in T_{x}M$ に対して次を満たすものが存在する.

$F_{z}B_{X}E^{z}=B_{X}^{z}$ , $E^{z^{-1}}A_{X}=A^{z}F_{z}$ , $F_{z}\nabla_{X}^{N}=\nabla_{X}^{N}$z.
$z=\sqrt{-1}$ とおくと $F_{\sqrt{-1}}B_{X}J$ =FBX, つまり各点 $x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ に対

し次が戒り立つことがわかる.

$B_{X}J=(F_{\sqrt{-1}})^{-1}FB_{X}$ .

$T:=(F\sqrt{-1})^{-1}F$ と置 $\text{く}.$ $f$ が $(1, 1)$ -geodesic なので各点 $x\in M$ で任意の $X,$ $Y\in$

$T_{x}M$ に対して次が成り立つ.

$-B_{X}Y=B_{JX}JY=T^{2}B_{X}Y$ (5.4)

(5.4) より各点 $x\in M$ で

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(T^{2}+id_{N})_{x}\supset N1$(x)

であることがわかる. ここで $N_{1}$ (x) は $x\in M$ での $f$ の first normal space つまり

$N_{1}(x):=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{B_{X}Y|X, Y\in\prime I_{x}M\}$

である. $T$ の定義より各点 $x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ に対し� XNT $=T\nabla_{X}^{N}$ と任意
の $\eta\in\Gamma(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(T^{2}+id_{N}))$ に対し

$(T^{2}+id_{N})\nabla\backslash \eta=\nabla_{X}^{N}(T^{2}+id_{N})\eta=0$

が成立し, $(\nabla_{X}^{N}\eta)_{x}\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ ($T^{2}+id$N)x であることがわかる. すると reduction the-
orem より $f$ の余次元は $\dim \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ ($T^{2}+id$N) まで reduction できる. $f$ は full な
ので $\dim \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(T^{2}+id_{N})=p$ であり $N$ 上で $T^{2}=-id_{N}$ であることがわかる.
$\hat{J}$ : $f^{\#}T\mathbb{R}^{2m+p}arrow f^{\#}T\mathbb{R}^{2m+p}$ を任意の $X\in\Gamma(TM),$ $\xi\in\Gamma(N)$ に対し次で定義する.

$\hat{J}(i^{f}X+\xi):=i^{f}JX+T\xi$

すると $\hat{J}^{2}=-id_{f^{\# T\mathbb{R}^{2m}}}+p$ であり, 各点 $x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ に対して

( $f\#_{D)_{\lambda’}\hat{J}=\hat{J}(\mathrm{f}^{\#}D)_{X}}$ が成立することが直接計算により確かめられる. よって $\mathbb{R}^{2m+p}$

の $D$ に関して平行な複素構造 $\tilde{J}$ で $f^{\#}\tilde{J}=\hat{J}$ を満たすものが存在し, 横断束が $N$ の

アファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\mathbb{R}^{2m+p}, D)$ が $J$ と $\tilde{J}$ に関して複素アファイン
はめ込みとなることが示される. 口
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横断束が $N$ の $(1, 1)$ -geodesic アファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\mathbb{R}^{2m+p}, D)$ に

associated family が存在するとき, $\mathbb{R}$ を法として合同であるような任意の $z_{1},$ $z_{2}\in$

$\mathbb{C}\backslash \{0\}$ に対して, アファインはめ込み $f$ の associated family である横断束がそれ
ぞれ $N_{z_{1}},$ $N_{z_{2}}$ のアファインはめ込み $f_{z_{1}}$ と $f_{z_{2}}$ とは $\mathbb{R}^{2m+p}$ のアファイン変換に関
してアファイン合同になることを示すことができる.
ケーラー多様体間の等長はめ込みが正則写像ならそのはめ込みはレビ・チビタ

接続に関して法束を横断束とする複素アファインはめ込みである. 外の積多様体
に複素構造を構戒することで 2 つのアファインはめ込みの積として複素アファイ
ンはめ込みを実現することを考える.

定理 5.8 横断束が $N_{i}$ のアファインはめ込み $f_{i}$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\mathbb{R}^{2m+p}, D)$ に対し, 各
点 $x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ に対して

$F\nabla_{X}^{N_{1}}=\nabla_{X}^{N_{2}}$F, $JA_{X}^{1}=A_{X}^{2}F$, $-B2=FB_{X}^{1}J$

を満たすベクトル束同型 $F$ : $N_{1}arrow N_{2}$ が存在すれば, $\mathbb{R}^{2m+p}\cross \mathbb{R}^{2m+p}$ の標準アファ

イン接続に関して平行な複素構造 $\tilde{J}$ が存在して横断束 $\overline{N}$ が (4.1) で与えられるア
ファインはめ込み $\tilde{f}$ : $(M, \nabla)arrow(\mathbb{R}^{2m+p}\cross \mathbb{R}^{2m+p}, D)$ が $J$ と $\tilde{J}$ に関して複素アファ
インはめ込みになる.

証明 $\Psi$ : $f_{1}^{!\#}T\mathbb{R}^{2m+p}arrow f_{2}^{\#}T\mathbb{R}^{2m+p}$ を各点 $x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ , $\xi\in N_{1_{x}}$

に対して

重 $x(i_{x^{1}}^{f} X+\xi)$ $:=i_{x}^{f2}JX+F_{x}\xi$

で定義すると $\Psi$ は $f_{1}^{\#}T\mathbb{R}^{2m+p}$ から $f_{2}^{\#}T\mathbb{R}^{2m+p}$ へのベクトル束同型になる. 仮定よ
り各点 $x\in M$ で任意の $X\in T_{x}M$ , $Y\in\Gamma(TM),$ $\xi\in\Gamma(N_{1})$ に対して

$(f_{2}^{\#}D)$ x\Psi (i $f_{1}Y+\xi$) $=$ $(f_{2}^{\#}D)x$ ( i$f2JY+F\xi$ )
$=$ $i^{f_{2}}\nabla_{X}JY+B_{X}^{2}JY-i^{j_{\mathit{2}}}A_{X}^{2}F\xi+\nabla_{X}^{N_{2}}F$ \mbox{\boldmath $\xi$}
$=$ $\Psi(f_{1}^{\#}D)_{X}(i^{f_{1}}Y+\xi)$

が成立する. 一方, $\Psi$ の定義より $-\Psi i^{j_{1}}J$ =if2 が成立する. よって命題 5.1 よ

り $\mathbb{R}^{2m+p}\cross \mathbb{R}^{2m+p}$ の標準アファイン接続に関して平行な複素構造 $\tilde{J}$ が存在して
$\tilde{f}$ :=(f1 $\cross f_{2}$ ) $\circ\triangle$ が $J$ と $\tilde{J}$ に関して正則写像になる. また, 直接計算により各
点 $x\in M$ で任意の $Y\in T_{x}M$ , $\xi\in N_{1x},$ $\eta$ \in N2x に対して次が成立することがわ
かる.

$(\tilde{f}^{\#}\tilde{J})(\overline{\xi}^{1}+\overline{\eta}^{2}+\overline{i^{f1}Y}^{1}-\overline{i^{f2}Y}^{2})$
$=$

$\overline{-\Psi^{-1}\eta}+\overline{\Psi\xi}^{2}+\overline{-\Psi^{-1}i^{f2}Y}^{1}1-\overline{\Psi if1Y}^{2}$

$=$ $\overline{-F^{-1}\eta}+1F\xi^{2}+\overline{i^{f_{1}}JY}^{1}-i$ f$\overline{2JY}^{2}$

よって $\overline{N}$ は $\tilde{f}^{\#}J$

\tilde

不変であり $\tilde{f}$ :(M, $\nabla$ ) $arrow(\mathbb{R}^{2m+p}\cross \mathbb{R}^{2m+p}, D)$ は $J$ と $\tilde{J}$ {こ関して

横断束が $\tilde{N}$ の複素アファインはめ込みである. ロ
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$(1, 1)$ -geodesic アファインはめ込み $f$ : (M, $\nabla$ ) $arrow(\mathbb{R}^{2m+p}, D)$ に対し, 以下の結

果を得た.

系 5.9 $M$ が単連結のとき, 横断束が $N$ の $(1, 1)$ -geodesic アファインはめ込み $f$ :
$(M, \nabla)arrow(\mathbb{R}^{2m+p}, D)$ に対し, $\mathbb{R}^{2m+p}\cross \mathbb{R}^{2m+p}$ の標準アファイン接続に関して
平行な複素構造 $\tilde{J}$ が存在して横断束 $\overline{N}$ が (4.1) で与えられるアファインはめ込み
$(f\cross(-f_{\sqrt{-1}}))\circ\triangle$ が $J$ と $\tilde{J}$ [こ関して複素アファインはめ込みになる.

$M$ がケーラー多様体のとき, 指数 $n(0\leqq n\leqq p)$ の擬ユークリツド空間 $\mathbb{R}_{n}^{2m+p}$

への等長はめ込みに対して適用すると, [2], [6] で既に知られている次の結果が得
られる.

系 5.10 単連結ケーラー多様体 $M$ と $(1, 1)$ -geodesic 等長はめ込み $f$ : $Marrow \mathbb{R}_{n}^{2m+p}$

に対し, $\mathbb{R}_{n}^{2m+p}\cross \mathbb{R}_{n}^{2m+p}$ のレビ・チビタ接続に関して平行な複素構造 $\tilde{J}$ が存在し

て $\frac{1}{\sqrt{2}}(f\cross(-f\sqrt{-1}))\circ\triangle$ が $J$ と $\overline{J}$ に関して正則等長はめ込みになる.

最後に $(1, 1)$ -geodesic アファインはめ込みの例をあげ, associated family と複素
アファインはめ込みを構成する.

$(\mathbb{R}^{2}, J)$ を $\mathbb{R}^{2}$ の標準複素構造 $J_{0}$ から誘導される複素構造 $J$ を持つ 2 次元アファ
イン空間とする. $(x_{1}, x_{2})$ を $\mathbb{R}^{2}$ の座標で $J\partial_{1}=\partial_{2},$ $J\partial_{2}=-\partial_{1}$ を満たすものとす

る. ここで� i $= \frac{\partial}{\partial x}.\cdot’ i$ =1,2 と略記を用いている. $f$ : $\mathbb{R}^{2}arrow \mathbb{R}^{3}$ を

$f(x_{1}, x_{2}):=(x_{1}, x_{2}, x_{1}x_{2}+ \frac{x_{1}^{2}-x_{2}^{2}}{2})$

で定義し, $\xi:=(0, 0, 1)$ に対して横断束 $N$ を各点 $x\in \mathbb{R}^{2}$ で

$N_{x}:=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{(f_{\# x})^{-1}\xi\}$

により定義する. $\mathbb{R}^{3}$ 上に標準アファイン接続 $D$ を考え, 分解から $\mathbb{R}^{2}$ に誘導され

る接続を�とすると: $f$ : $($R2, $\nabla)arrow(\mathbb{R}^{3}, D)$ は横断束が $N$ のアファインはめ込み

となる. $f$ はグラフはめ込みなのでアファイン基本形式は各点 $x\in \mathbb{R}^{2}$ で

$(B_{\partial_{\alpha}} \partial_{\beta})_{x}=(\frac{\partial h}{\partial_{\alpha}\partial_{\beta}})_{x}(f_{\# x})^{-1}\xi$

を満たす ここで $h:=x_{1}x_{2}+\lrcorner_{-\simeq}^{x_{2}^{2}x_{2}^{2}},$
$\alpha$ , $\beta=1,2$ . 直接計算より各点 $x\in \mathbb{R}^{2}$ で

$(B_{\partial_{1}}\partial_{1})_{x}=(f_{\# x})^{-1}\xi$,
$(B_{\partial_{1}}\partial_{2})_{x}=(B_{\partial_{2}}\partial_{1})_{x}=(f_{\# x})^{-1}\xi$,
$(B_{\partial_{2}}\partial_{2})_{x}=(B_{J\partial_{1}}J\partial_{1})_{x}=-(B_{\partial_{1}}\partial_{1})_{x}=-(Lx)-1\xi$

がわかり $f$ が $(1, 1)$ -geodesic アファインはめ込みであることがわかる.
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$\mathbb{R}^{2}$ は単連結なので, $f$ には associated family を構成することができる. 実際,
$z=a+b\sqrt{-1}\in \mathbb{C}\backslash \{0\},$ $a$ , $b\in \mathbb{R}$ に対し写像 $f_{z}$ : $\mathbb{R}^{2}arrow \mathbb{R}^{3}$ を

$f_{z}$ $(x_{1} , x_{2})=(ax_{1}-bx_{2}, bx_{1}+ax_{2}, (a-b)x_{1}x_{2}+(a+b) \frac{x_{1}^{2}-x_{2}^{2}}{2})$

で重
$z$ : $f$ # $T\mathbb{R}^{3}arrow f_{z}\# T$R3 を各点 $x\in \mathbb{R}^{2}$ に対し

$\Psi_{zx}:=(f_{z\# x})^{-1}(f_{\# x})$

により定義すると $f_{z}$ は写像 $f$ : $\mathbb{R}^{2}arrow \mathbb{R}^{3}$ の associated familyであることがわかる.

更に $N_{z}$ を各点 $x\in \mathbb{R}^{2}$ で

$N_{zx}:=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{(f_{z\# x})^{-1}\xi\}$

により定義すると $f_{z}$ : $($R2, $\nabla)arrow(\mathbb{R}^{3}, D)$ は横断束が $N_{z}$ のアファインはめ込みと

なり, さらに横断束が $N$のアファインはめ込み $f$ : $($R2, $\nabla)arrow(\mathbb{R}^{3}, D)$ の associated
family となることを示すことができる.
この場合 $\tilde{f}:=(f\cross(-f_{\sqrt{-1}}))\circ\triangle$ : $\mathbb{R}^{2}arrow \mathbb{R}^{6}$ は

7 $(x_{1}, x_{2})=(x_{1}, x_{2}, x_{1}x_{2}+ \frac{x_{1}^{2}-x_{2}^{2}}{2}, x_{2}, -x_{1}, x_{1}x_{2}-\frac{x_{1}^{2}-x_{2}^{2}}{2} )$

で定義され $f$ : $($R2, $\nabla)arrow(\mathbb{R}^{6}, D)$ は各点 $x\in \mathbb{R}^{2}$ で

$\overline{N}$

x $:=\overline{N_{x}}^{1}\oplus\overline{N_{\sqrt{-1}x}}^{2}\oplus(\tilde{f_{\# x}})^{-1}(f\cross(-f_{\sqrt{-1}}))_{*\triangle(x)}N_{x}^{\Delta}$

で与えられる $N$ が横断束のアファインはめ込みとなる. $\mathbb{R}^{6}$ の標準基 $e_{1},$
$\ldots,$

$e_{6}$ に

対して $\mathbb{R}^{6}$ の複素構造 $\hat{J}_{0}$ を以下で定義する.

$J_{0}e_{1}=e_{2}$ , $J_{0}e_{2}=-e_{1}$ , $J_{0}e_{3}=e_{6}$ , $J_{0}e_{4}=e_{5}$ , $J_{0}e_{5}=-e_{4}$ , $J_{0}e_{6}=-e_{3}$ .

$\tilde{J}$ を $\hat{J}_{0}$ から $T\mathbb{R}^{6}$ に誘導される複素構造とする. $\tilde{J}$ の定義から $\overline{N}$ は $\tilde{f}^{\#}J$

\tilde

不変であ

り $\tilde{f}$ は $J$ と $\tilde{J}$ に関して複素アファインはめ込みとなることがわかる.
$z:=x_{1}+\sqrt{-1}x_{2}$ と置き,

$e_{1}+\sqrt{-1}e_{2}$ , $e_{3}+\sqrt{-1}e_{6}$ , $e_{4}+\sqrt{-1}e_{5}$

を $\mathbb{C}^{3}$ の複素基底とする. このとき Dは次のように書かれる.

$\tilde{f}(z)=$ ( $z,$
$-\sqrt{-1}$z, $\frac{(1-\sqrt{-1})z^{2}}{2}$ ).

これは明らかに正則写像であり, またこの写像の実部が $f$ , 虚部が $-f\sqrt{-1}$ となっ

ている.
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