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重調和擬過程の境界値問題と
その数値シミュレーション

問題の起源と確率論からのアプローチー

西岡國fflA (NISHIOKA Kunio) 1

(東京都立大学数学教室)2

端点 $x=0$ に構造力学的な支点 3が与えられている半直線の棒が, 天井からバネ定数
$\lambda>0$ のバネで一様に保持されている. この棒の軸に垂直な方向に, 分布密度力$\backslash \cdot$

$\varphi(x)$

である小さな荷重を加えた時, 場所 $x\geq 0$ での棒の下方向への変形量 $v$ (x) は次の方

程式を満たす事が知られている:

$\frac{d^{4}v}{dx^{4}}(x)+\lambda v(x)=\varphi$(x), $x>0$ ,
(0.1)

$\frac{d^{j}v}{dx^{j}}(0)=0$ and $\frac{d^{k}v}{dx^{k}}(0)=0$ .

ここで, 境界条件の階数 $\{j, k\}$ は (0.1) が自己共役になる

$\{j, k\}=\{0,1\},$ $\{0,2\},$ $\{1,3\},$ $\{2,3\}$

の 4 組に限り, それぞれが構造力学的な支点の種類に対応している. -\rightarrow 方棒 [ごは

軸に垂直な方向, 軸方向, 支点の周りの回転

の 3 種類の力が作用するが, それらの力への反力と構造力学的支点の種類との関連は

本報告ては, 方程式 (0.1) と重調和擬過程を関連づけ, 以下の点を論する.

(0.2a) 各々の構造力学的な支点での反力の視覚的な説明,

(0.2b) (0.1) で表される定常状態に至るまでの, 棒の変形状態の時間変化.
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1 重調和擬過程

A. まず (0.1) の解を重調和作用素の発展方程式と関連づけよう. $\mathrm{R}^{1}$ 内の半直線
$[0, \infty)$ を $\mathrm{R}_{+}$ と表し, $[0, \infty)$ $\cross \mathrm{R}+$ 上の重調和発展方程式

$\partial_{t}u(t, x)=$ -� Gu(t, $x$ ), $t>0,$ $x$ >0,

(1.1) $\lim_{tarrow 0}u(t, x)=\varphi$(x), $x>0$ ,

$\partial_{x}^{j}$ u(t, $0$ ) $=0$ and $\partial_{x}^{k}u(t, 0)=0$ , $t>0$ ,

を考える. (1.1) が有界な一意古典解 $u$ を持つとして,

(1.2) $V(t, x) \equiv\int_{0}^{t}ds\exp\{-\lambda s\}u(s, x)$

とおくと, その $V$ は

$\partial_{t}V$ (ち $x$ ) $=-\partial_{x}^{4}V$(t, $x$ ) $-\lambda V(t, x)+\varphi(x)$ , $t$ >0, $x>0$ ,

(1.3) $\lim V(t, x)=0$ , $x>0$ ,
$tarrow 0$

$\partial_{x}^{j}V(t,0)=0$ and $\partial_{x}^{k}$ V$(t, 0)=0$ , $t>0$ .

の解となる. さらに (0.1) の解 $v$ は $V$ の定常状態

$v(x)= \lim V(t, x)$
$tarrow\infty$

として得られる.
つまり棒の変形量 $v$ は, (1.1) の解 $u$ の Laplaoe 変換であり, そこに至る棒の変形

状態の時間変化は (1.2) の $V$ で記述されている. 言い換えれば, 発展方程式 (1.1) の
解 $u$ の確率論的表現を求めれば, 我々の設問 $(0.2\mathrm{a}, 0.2\mathrm{b})$ への解答が得られる.

B. “境界条件をもつ重調和擬過程
$’$ ’ と (1.1) との関連を述べる前に, 重調和擬過程

を説明する.

4 階微分作用素一 $\partial_{x}^{4}$ は重調和作用素と呼ばれ, $[0, \infty)$ $\cross \mathrm{R}^{1}$ 上の発展方程式

(1.4) $\partial_{t}$u(t, $x$ ) $=-\mathit{0}x$4u(t, $x$), $t>0,$ $x\in \mathrm{R}^{1}$ ,

は, 弾性論や流体力学で重要な役割を果たしている 3. そこで, 我々は (1.4) の基本解

(1.5) $p(t, x) \equiv(1/2\pi)\int d\xi\exp\{-i\xi x-\xi^{4}t\}$ , $t>0,$ $x\in \mathrm{R}^{1}$ ,

を “遷移確率密度” とする確率擬過程を考える. ところが $p(t, x)$ は, $|x|$ が大きいとき

$p(1,$ $|$ xD\sim a $|$ xI1/3 $\exp\{-b|x|^{4/3}\}\cos c|x|^{4/3}$ with positive constants $a,$
$b$ , and $c$

となり負の値もとるので, これは通常の確率過程とはなりえない.

3 KuramotO-Sivashinsky 方程式や Cahn-Hilliard 方程式の主要項となっている, [11] を見よ.
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すなわち $\mathrm{R}^{[0,\infty)}$ 上の筒型集合 $\Gamma$ ,

$\Gamma=\{\omega\in \mathrm{R}^{[0,\infty)}$ : $\omega(t_{1})\in B_{1},$ $\cdot\cdot\{,\omega(t_{\mathrm{r}r})\in B_{n}\}$ , $0\leq t_{1}<\cdots<tn’$

にたいし, 通常通り

(1.6)
$\tilde{\mathrm{P}}x[\mathrm{F}]\equiv\int_{B_{1}}dy_{1}\cdots\int_{B_{n}}dy_{n}p(t_{1}, y_{1}-x)\cross$

$\mathrm{x}p(t2-t\mathrm{b}y1-y2).$ .. $p$ ($t_{n}-tn-$b $y_{n}-y_{n-1}$ ), $x\in \mathrm{R}^{1}$ ,

として有限加法的な符号付き測度 $\tilde{\mathrm{P}}$ を定義する. ここで, $\tilde{\mathrm{P}}$ の全変動は 1 でないため
Kolmogorov の拡張定理は成立せす, 関数空間上の可算加法的測度は得られない. そこ
で, この $\overline{\mathrm{P}}$ を多少拡張した “有限加法的な符号付き測度 $\mathrm{P}$

” を重調和擬過程 4と定義
する.

$H^{\alpha}[0, \infty)$ を $[0, \infty)$ で定義された $\alpha$ 次 H\"older 連続関数の全体とすると, Krylov [2]
による計算結果

$\alpha<1/4$ のとき, $H^{\alpha}[0, \infty)^{c}$ の P-全変動 =0

が成立するので, 重調和擬過程は path continuous である. しかし技術的な理由で,
我々は次のように設定する :

path 空間を右連続で左極限が存在する関数の全体 $D[0, \infty)$ とする.

2 重調和擬過程の first hitting time と place

$\omega\in D$ [0, o) にたいし $\tau 0(\omega)\equiv\inf\{t>0 : \omega(t)<0\}$ を “負の部分への first hitting
time” , $\omega(\tau 0)$ を “first hitting place” と呼ぶ.
通常の確率論では, 確率変数 $X$ : $\Omegaarrow \mathrm{R}$ の分布

(2.1) $P_{x}[X\in da],$ $a\in \mathrm{R}^{1}$

は有界連続関数全体 $\mathrm{C}_{b}$ (Rl) 上の連続線形汎関数てある.
しかし重調和擬過程の場合, “ 確率変数の分布

$’$ ’ はその範囲に収まらす,, (2.1) はま
す Schwartz の緩増加超関数として定義される. 次に, 確率 $\dot{\tau}\acute{\wedge}$‘数 $X$ の個々の性質に応

じて, (2.1) は Schwartz の急減少関数全体から, それよりさらに広い関数空間上の連
続線形汎関数へ一意に拡張される.

我々は $[0, \infty)$ 上の有界可測関数の全体を $B_{b}[0, \infty)$ とあらわす

命題 2.1([6]). 重調和擬過程の first hitting time と place の同時分布は, $B_{b}[0, \infty)$ $\mathrm{x}$

$\mathrm{C}^{1}$ (R1) 上の連続な線形汎関数である.

(2.2) $P_{x}[\tau \mathrm{o}(\omega)\in dt, \omega(\tau_{0})\in da]=$ [$K(t,$ $x)\delta$(a)–J$(t,$ $x)\delta’$ (a)] $dt$ da.

ここで $\delta(a)$ は Dirac の関数, $\delta’(a)$ はその超関数の意味での微分で
4 しばしば Krylov motion とも呼ばれる. 厳密な定義は, [6] を見よ.



146

$K(t, x) \equiv\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{\infty}dy\exp\{-y^{4_{t\}4y}3}(\sin$yx-cos $yx+\exp${ $-$yx}),
$J(t, x) \equiv\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{\infty}dy\exp\{-y^{4}t\}4y^{2}(\sin$ yx-cos $yx+\exp\{-yx\})$ . $\text{◇}$

注意 2.2. (i) $-\delta’(a)$ は物理学で dipole とよばれ, 同じ大きさて符号が逆の物理量を
同時に担っている粒子である 5. 一方, $\delta(a)$ は monopole といい, どちらか一方の符号
の物理量だけを担っている粒子である. 命題 2.1 より., 棒の変形状態を時間経過で見
ると, “荷重による一方向への変形 =monopoles” と “荷重インパクトによる瞬間的
な弾力変形とその反発 $=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}$

” の両方が作用していることになる.
(ii) 重調和擬過程にたいし, monopole と dipole の両方を考えることは自然である.

実際, 重調和擬過程は monopole と dipole 両方を考えると強マルコフ性を持つが, 片
方の粒子だけでは強マルコフ性が成立しない 6.

(iii) 通常の確率過程, 例えば Brown 運動では

$P_{x}[\tau 0\in dt, \omega(\tau 0)\in da]$ $= \frac{x}{\sqrt{2\pi t^{3}}}\exp\{-x^{2}/2t\}\delta$(a) $dt$ da

となり, dipole は現われない. つまり熱は monopole のみによって伝搬される. ◇

上記の命題 2.1 および注意 2.2 の意味を明確にするため, 次の定義を導入する.

定義 2.3. monopoles および dipoles それぞれの first hitting time と place の同時分
布を次で定義する:

$\mathrm{P}_{x}$ [$\tau \mathrm{o}(\omega)\in dt,$ $\omega$ (r0) are monopoles and in $da$] $=K(t, x)\delta$ (a) $dt$ da
$\mathrm{P}_{x}$ [$\tau \mathrm{o}(\omega)\in dt,$ $\omega$ ( $\tau$0)are dipoles and in $da$] $=J(t, x)\delta$’(a) $dt$ da. $\text{◇}$

後で使うために, $K$ と $J$ の Laplace 変換を明示する: $\lambda>0,$ $x$ \geq 0 とする.

(2.3) $\hat{K}(\lambda,$ $x)$ $\equiv$ $\int_{0}^{\infty}d$t $\exp\{-\lambda t\}K(t,$ $x)$

$=$ $\sqrt{2}\exp\{-\frac{\lambda^{1/4}x}{\sqrt{2}}\}\cos$ ( $\frac{\lambda^{1/4}x}{\sqrt{2}}-\frac{\pi}{4}$ ),

(2.4) $\hat{J}$ ( $\lambda$ , $x)$ $\equiv$ $\int_{0}^{\infty}d$t $\exp\{-\lambda t\}\mathcal{J}(t,$ $x)$

$=$ $\frac{\sqrt{2}}{\lambda^{1/4}}\exp\{-\frac{\lambda^{1/4_{X}}}{\sqrt{2}}\}\sin(\frac{\lambda^{1/4}x}{\sqrt{2}})$ ,

また方程式 (1.4) の resolvent kernel は次の通り:

$g( \lambda, x, b)\equiv\int$ dt $\exp\{-\lambda t\}p(t, b-x)$

(2.5)
$= \frac{1}{2\lambda^{3/4}}\exp\{-\frac{\lambda^{1/4}|b-x|}{\sqrt{2}}\}\cos(\frac{\lambda^{1/4}|b-x|}{\sqrt\overline{2}}-\frac{\pi}{4})$ .

5 典型的な例は, 微小な磁石てある.
6 実際 [1] ては monopole のみを考え, “重調和擬過程では強マルコフ性は成立しない” と結論して

いる.
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3 固定端 fixed end

命題 2.1 と定義 2.3 により, 重調和擬過程の粒子が境界に到達したとき, それは

monopoles か dipoles のどちらかに成っている. そこで, 重調和擬過程の境界での挙

動を制御するためには, monopoles と dipoles それぞれの境界での挙動を別々に制御
しなければならない. 実際, 発展方程式 (1A) では 2 つの境界条件が必要であることが
知られているが, それは, nlonopoles の境界での挙動と dipoles のそれとを別々に規定

するためである.
この節では, 方程式 (0.1) で $\{j, k\}=$ {0,1} と表現される固定端を考える. 固定端

の棒は, 端点で壁にしっかり固定されており, 端点でのどんな移動および回転も許さな
い. それに対応する重調和擬過程は, 境界 $x=0$ で monopoles, dipoles ともに死滅す
る “全死滅壁重調和擬過程” となるが, その挙動を直感的に説明すると:

(i) monopole が $x\geq 0$ から出発する. この粒子は境界に到達するまでは, 通常の重

調和擬過程として振る舞う.

(ii) この粒子は monopoles と dipoles とに別れて境界に到達するが, どちらもそこ

で死滅する.

定義 3.1. (i) 全死滅壁重調和擬過程の遷移確率 $\mathrm{P}_{x}^{(00)}[w(t)\in db]$ を次式で定義する:

$\mathrm{P}_{x}^{(00)}[w(t)\in db]=\mathrm{P}_{x}[w(t)\in db]$

$- \int_{0}^{t}\int \mathrm{P}_{x}$ [$\tau 0(\omega)\in dt,$ $\omega(\tau 0)$ are monopoles and in da] $\mathrm{P}_{a}[w(t-s)\in db]$

$- \int_{0}^{t}\int \mathrm{P}_{x}$ [ $\tau \mathrm{o}(\omega)\in dt,$ $\omega(\tau 0)$ are dipoles and in da] $\mathrm{P}_{a}.[w(t-s)\in db]$ .

(ii) 全死滅壁重調和擬過程の遷移密度 $p^{(00)}(t, x, b)$ はつぎの様になる:

$p^{(00)}(t, x, b)=p(t, b-x)- \int_{0}^{t}dsK(s, x)p(t-s, b)$

(3.1)
$- \int_{0}^{t}dsJ(s, x)\partial_{a}$p(t-s, $b-a$) $/_{a=0}$ . $\text{◇}$

簡単な計算て, (3.1) の Laplace 変換 $U^{(00)}$ も得られる.

$U^{(00)}(\lambda, x, b)=g(\lambda, x, b)-K(\lambda, x)g(\lambda, 0, b)-J(\lambda, x)\partial_{a}$g $(\lambda, a, b)/a=0$

$= \frac{1}{2\lambda^{3/4}}\{\exp\{-\frac{\lambda^{1/4}|b-x|}{\sqrt{2}}\}\cos(\frac{\lambda^{1/4}|b-x|}{\sqrt{2}}-\frac{\pi}{4})$

(3.2)
-d $\exp\{-\frac{\lambda^{1/4}(b+x)}{\sqrt{2}}\}(\cos(\frac{\lambda^{1/4}b}{\sqrt{2}}-\frac{\pi}{4})\cos(\frac{\lambda^{1/4}x}{\sqrt{2}}-\frac{\pi}{4})$

$- \sin(\frac{\lambda^{1/4}b}{\sqrt{2}})\sin(\frac{\lambda^{1/4}x}{\sqrt{2}}))\}$

定理 3.2. $\varphi\in \mathrm{C}_{b}(\mathrm{R}_{+})$ とする. 固定端 $\{j, k\}=$ {0,1} の場合, (0.1) の古典解 $v$ は

(3.3) $v(x)= \int_{0}^{\infty}dbU^{(00)}(\lambda, x, b)\varphi$ (b)
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で与えられる. さらに棒の変形状態の時間経過

(3.4) $V(t, x) \equiv\int_{0}^{t}ds\int_{0}^{\infty}d$b $\exp\{-\lambda s\}p^{(00)}(s, x, b)\varphi$(b)

は, $tarrow\infty$ でこの $v$ に各点収束する.

4 蝶番端 pinned end

蝶番端は, (0.1) で $k$} $=$ {0,2} と表現される. 蝶番端の棒は, 棒を水平に貫通し
たピンで台座に結ばれており, 台座は壁にしっかり固定されている. つまり端点て, 棒
の軸方向および上下方向への移動は許していない. しかし棒を含む垂直面内で, ピン
を中心とした回転は許している.
蝶番端は, 境界 $x=0$ で “monopole は死滅, dipole 1は反射” する重調和擬過程に対
応しているが, その重調和擬過程を次の方法 7で構成しよう. ます.’ 下記の近似重調和
擬過程を考える:

(i) monopole が $x\geq 0$ から出発する. この粒子は境界に到達するまでは, 通常の重
調和擬過程として振る舞う.

(ii) この粒子が境界に到達したとき monopole なら, そこで死滅する 6

(iii) この粒子が境界に到達したとき dipole なら, $\epsilon$ から (dipole として) 再出発する.

この近似擬過程の遷移確率 $\xi \mathrm{P}_{x}^{0r}[w(t)\in db]$ は次式で与えられる :

$\vee \mathrm{p}_{x}^{(0r)}\epsilon[w(t)\in db]=\mathrm{P}_{x}^{(00)}[w(t)\in db]$

(4.1)
$+ \int_{0}^{t}\int \mathrm{P}_{1x}$ [$\tau \mathrm{o}(\omega)\in dt,$ $\omega(\tau 0)\mathrm{L}$re dipoles and in da] $\vee \mathrm{p}_{\epsilon+a}c[w(t-s)\in db]$ .

上記の遷移確率が密度関数 $\epsilon(0r\cdot)p(t, x, b)db=\epsilon_{\mathrm{P}_{x}^{(0r)}[w(t)}\in db]$ を持つと仮定して,
その Laplace 変換を

$\epsilon_{U^{(0_{\Gamma})}(\lambda,x,b)=}\int_{0}^{\infty}d$ t $\exp\{-\lambda t\}\mathrm{g}p^{(0r)}(t, x, b)$

とおく. すると (4.1) から

$\epsilon_{U^{(0r)}(\lambda,x,b)=U^{(00)}(\lambda,x,b)}+\hat{J}(\lambda, x)\partial_{x}^{\epsilon}$U(0r) $(\lambda, \epsilon, b)$

となる. ここて未知関数は $\mathcal{E}U^{(0r)}$ だが, それについて解くことができ,

$\epsilon_{U^{(0r)}(\lambda,x,b)=U^{(00)}(\lambda,x,b)+\hat{J}(\lambda,x)}\frac{\partial_{x}^{\epsilon}U^{(00)}(\lambda,\epsilon,b)}{1-\partial_{x}\hat{J}(\lambda,\epsilon)}$

となる. $1^{\mathrm{y}}$ま $\epsilonarrow 0$ として,
7 この方法は, 通常の確率過程で penmlty method として知られている.



148

$U^{(0r)}( \lambda, x, b)\equiv\lim_{\epsilonarrow 0}\in U^{(0r)}(\lambda, x, b)$

(4.2)
$=U^{(00)}( \lambda, x, b)-\hat{J}(\lambda, x)\frac{\partial_{x}^{2}U^{(00)}(\lambda,0,b)}{\partial_{x}^{2}\hat{J}(\lambda,0)}$

$=U^{(00)}( \lambda, x, b)+\hat{J}(\lambda, x)\frac{1}{\lambda^{1/2}}\exp\{-\frac{\lambda^{1/4}b}{\sqrt{2}}\}\sin(\frac{\lambda^{1/4}b}{\sqrt{2}})$

$=U^{(00)}(\lambda, x, b)+2\hat{J}(\lambda, x)\partial_{a}$ g$(\lambda, a, b)/_{a=0}$

が得られた.

定義 4.1. 境界 $x=0$ で “monopole は死滅, dipole は反射” する重調和擬過程の遷移
確率密度 $p^{(0r)}(t, x, b)$ を (4.2) の Laplace 逆変換で定義する. $\text{◇}$

Laplace 逆変換を実際に計算すると

$p^{(0r)}(t, x, b)=p^{(00)}(t, x, b)+ \int_{0}^{t}dsJ(s, x)Q^{(0r)}(t-s, b)$ , $x\geq 0$ ,
(4.3)

$Q^{(0r)}(t, b)=2 \partial_{a}p(t, b-a)/_{a=0=\frac{2}{\pi}}\int_{0}^{\infty}d$y $\exp\{-y^{4}t\}y\mathrm{s}i\mathrm{n}yb$,

となっている, [7].

定理 4.2. $\varphi\in \mathrm{C}_{b}(\mathrm{R}_{+})$ とする. 蝶番端 $\{j, k\}=$ {0,2} の場合, (0.1) の古典解 $v$ は

(4.4) $v(x)= \int_{0}^{\infty}d$b $U^{(0r)}(\lambda, x, b)\varphi$ (b)

で与えられる. さらに棒の変形状態の時間経過

(4.5) $V(t, x) \equiv\int_{0}$

t
$ds \int_{0}$

”

$db\exp\{-\lambda s\}p^{(0\tau\cdot)}(t, x, b)\varphi$(b)

は, $tarrow\infty$ で, この $v$ に収束する. ◇

注意 4.3. 棒での熱伝搬は, Brown 運動で表現される. 熱伝導に関して, 棒の端点が自由
端の場合, 対応する Brown 運動の境界条件は反射壁となる. その境界がらの entracne
law は

$Q$ (t, $b$) $=2q$ (t, 0), $q(t, b) \equiv\frac{1}{\sqrt{2\pi}}\exp\{-\frac{b^{2}}{2t}\}$ は熱核,

だが, これは “monopole は死滅, dipole は反射” する重調和擬過程の entrance law,
(4.3) の第二式, と類似している. そこで熱伝搬と Brown 運動からの類推で, 蝶番端で
の棒の変形について, 以下の視覚的説明が得られる: 蝶番端は, “棒の上下方向への変
形 $=\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}1\mathrm{e}\mathrm{s}’$

’ に関しては固定端, “荷重インパクトにょる弾 fJ変形とその反発 =

dipoles” に関しては自由端として振る舞う. $\text{◇}$
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5 スライド端 slide end

スライド端は, (0.1) で $k$} $=$ {1,3} で表現される. スライド端の棒は, 台座に蝶
番端で結ばれているが, 台座自身は壁にローラーを介して取り付けられてぃる. っま
り棒は, ,軸方向への移動は規制されてぃるが, 蝶番端のピンを中心とした回転に加え,
上下方向への移動も自由である.
スライド端は, 境界 $x=0$ で “lnonopoles は 3 次の反射, dipoles は死滅 $’$ ’ する重調

和擬過程に対応してぃる. この重調和擬過程を前節と同様の方法で構成しょう.
ます $[0, \infty)$ 上の符号付き測度 $\mathrm{g}\nu^{3}(dz)$ を次て与える: $\epsilon>0$ として

(5.1.) $\epsilon$ v3 $(dz)\equiv 2\delta_{0}(dz)-3\delta_{\epsilon}(dz)+3\delta_{2\epsilon}(dz)-\delta_{3\epsilon}(dz)$ .
ここで, $\delta_{a}$ (dz) は $\{a\}$ に質量をもっデノレタ測度である. すると $\varphi\in \mathrm{C}^{4}(\mathrm{R}^{1})$ にたいし,

(5.2) $\int$ 53$(dz)=1$ ,

$\int$ v(dz) $\varphi(z)=\varphi(0)-\varphi’’’$ (0) $\epsilon^{3}+O(\epsilon^{4})8$ $\epsilonarrow 0.$

となる. 次に, 下記の近似重調和擬過程を考える:

(i) monopole が $x\geq 0$ から出発する. この粒子は境界に到達するまては, 通常の重
調和擬過程として振る舞う.

(ii) この粒子が境界に到達したとき monopoles なら, 初期分布 $\epsilon_{\nu^{3}(dz)}$ の重調和擬
過程として再出発する 8.

(iii) この粒子が境界に到達したとき dipoles なら, そこで死滅する.

この近似重調和擬過程の遷移確率 \epsilon Pxt0[w(t)\in d例は次式で与えられる:
$\epsilon$P$xt0[w(t)\in db]=\mathrm{P}_{x}^{(00)}[w(t)\in db]$

(5.3) $+ \int_{0}^{t}\int$ P$x$ [$\tau 0\in ds,$ $w(\tau_{0})$ are monopole and i$\mathrm{n}$ da]

$\mathrm{x}\int_{-}^{\mathrm{g}}\nu^{3}(dz)\epsilon_{\mathrm{P}_{a+z}^{t0}[w(t)\in db]}$.

この遷移確率が密度関 $\text{数}$

$\epsilon(t0)p(t, x, b)db=\epsilon \mathrm{P}_{x}^{(t0)}[w(t)\in db]$ を持っと仮定して, そ
の Laplace 変換を

$\epsilon_{U^{(t0)}(\lambda,x,b)=}\int_{0}^{\infty}$.dt $\exp\{-\lambda t\}\mathrm{g}p^{(t0)}(t, x, b)$

とおくと (5.3) から

$\epsilon_{U^{(t0)}(\lambda,x,b)}=U^{(00)}(\lambda, x, b)+\hat{K}(\lambda, x)\int\epsilon\nu(3dz)\epsilon_{U^{(t0)}(\lambda,z,b)}$

8 重調和擬過程はもともと負\emptyset 遷 $\epsilon \mathrm{a}\mathrm{e}$率を許してぃるので, (5.2) さえ満たしてぃれば, 初期分布が負になってもかまわない.
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となる. ここで未知関数は $\in U^{(\iota 0)}$ だが, それにつぃて解くことができ,

$I^{\epsilon}\nu^{3}(dz)U^{(00)}(\lambda, z, b)$

$\epsilon_{U^{(t\mathit{0})}(\lambda,x,b)=U^{(00)}(\lambda,x,b)+\hat{K}(\lambda,x)}\overline{1-\mathit{1}^{\epsilon}\nu^{3}(dz)\hat{K}(\lambda,z)}$
.

上式で $\epsilonarrow 0$ とすると

$U^{(t0)}( \lambda, x, b)\equiv\lim_{\epsilonarrow 0}\mathcal{E}U^{(t0)}(\lambda, x, b)$

(5.4)
$=U^{(00)}( \lambda, x, b)-\hat{K}(\lambda, x)\frac{\partial_{x}^{3}U^{(00)}(\lambda,0,b)}{\partial_{x}^{3}\hat{K}(\lambda,0)}$

$=U^{(00)}( \lambda, x, b)+\hat{K}(\lambda, x)\frac{1}{\lambda^{3/4}}\exp\{-\frac{\lambda^{1/4}b}{\sqrt{2}}\}\cos(\frac{\lambda^{1/4}b}{\sqrt{2}}-\frac{\pi}{4})$

$=U^{(00)}(\lambda, x, b)+2\hat{K}(\lambda, x)g(\lambda, 0, b)$

が得られた.

定義 5.1. 境界 $x=0$ で “monopoles は 3 次の反射, dipoles は死滅” する重調和擬過
程の遷移確率密度 $p^{(t0)}$ ($t,$ $x$b) を (5.4) の Laplace 逆変換で定義する. ◇

実際に Laplace 逆変換を計算すると

$p^{(t0)}(t, x, b)=p^{(00)}(t, x, b)+ \int_{0}^{t}dsK(s, x)Q^{(t0)}(t-s, b)$, $t>0,$ $b\geq 0$ ,
(5.5)

$Q^{(t0)}(t, b)=2p(t, b)= \frac{2}{\pi}\int_{0}^{\infty}dy\exp\{-y^{4}t\}\cos yb$ ,

となっているので, 次の結論が導かれる.

定理 5.2. $\varphi\in \mathrm{C}_{b}(\mathrm{R}_{+})$ とする. スライド端 $\{j, k\}=$ {1,3} の場合, (0.1) の古典解 $v$

は

(5.6) $v(x)= \int_{0}^{\infty}d$b $U^{(t0)}(\lambda, x, b)\varphi$ (b)

で与えられる. さらに棒の変形状態の時間経過

(5.7) $V(t, x) \equiv\int_{0}^{t}ds\int_{0}$

”

$db$ exp{ $-\lambda$s} $p^{(t0)}(t, x, b)\varphi$(b)

は, $tarrow\infty$ で, この $v$ に各点収束する. ◇

注意 5.3. (i) 注意 4.3 を思い出すと, (5.5) からスライド端での棒の変形につぃて, 次
の視覚的説明が得られる: スライド端は “荷重にょる一方向への変形 =monopoles”
に関して自由端, “荷重インパクトにょる弾 fJ変形とその反発 =dipoles” に関しては
固定端として振る舞う.

(ii) 固定端 (3.4) と蝶番端 (4.5) の場合と異なり (5.7) の解 $V$ では $V$ (t, $0$) $=0$ は
必すしも成立せず, 適当な $\varphi$ を選べば, $V$ (t, $0$ ) $>0$ となる. この理由は, スライド端で
は支持点の位置が動くの, 原点で棒が下側に撓む事もあり得るからである. ◇
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6 自由端 free end

自由端は, (0.1) で $\{j, k\}=$ {2,3} で表現される. 棒の端点には支持点がなく, 端点
での自由な移動が許されている. 自由端は, $x=0$ で “monopole は 3 次の反射, dipole
は通常の反射

$’$ ’ をする重調和擬過程に対応しており, それを前節と同様の近似擬過程
を使って構成する.

(i) monopole が $x\geq 0$ から出発する. この粒子は境界に到達するまでは, 通常の重
調和擬過程として振る舞う.

(ii) この粒子が境界に到達したとき monopole なら, 初期分布 $\Xi\nu^{3}$ (dz) の重調和擬
過程として再出発する.

(iii) この粒子が境界に到達したとき dipole なら, $\epsilon$ から (dipole として) 再出発する.

この近似擬過程の遷移確率 $\epsilon_{\mathrm{P}_{x}^{(tr)}[w(t)}\in db$] は次式て与えられる:

$\epsilon$P$x$

( $t$r) $[w(t)\in db]=\mathrm{P}_{x}^{(00)}[w(t)\in.db]$

$+ \int_{0}$V $\mathrm{P}_{x}$ [$\tau_{0}\in ds,$ $w(\tau_{0})$ are monopoles and in da]
(6.1)

$\cross\int\epsilon$ v3 (dz) $\xi \mathrm{P}_{a+z}^{(tr)}[w(t)\in db]$

$+ \int_{0}^{t}\int$ P$x$ [$\tau_{0}\in ds,$ $w(\tau 0)$ are dipoles and in da] $\epsilon$ P$a+(tr$\sim [w(t) $\in db$].

この遷移確率が密度関数 $\mathrm{g}p^{(tr)}(t, x, b)db=\epsilon_{\mathrm{P}_{x}^{(tr)}}[w(t)\in db]$ を持っと仮定して, そ
の Laplace 変換を

$\epsilon_{U^{(tr)}(\lambda,x,b)=}\int_{0}^{\infty}dt\exp\{-\lambda t\}\epsilon p((tr)t, x, b)$

とおくと (6.1) から

$\epsilon U^{(t0\rangle}(\lambda, x, b)=U^{(00)}(\lambda, x, b)$

$+ \hat{K}(\lambda, x)\int^{\epsilon}\nu^{3}(dz)\in U^{(t0)}(\lambda, z, b)+\hat{J}(\lambda, x)\partial_{x}$5U00 $\rangle$

$(\lambda, \epsilon, b)$

となる. ここの未知関数は $\xi U^{(tr)}$ だが, それにつぃて解くことができる:
$\epsilon$ U$tr(\lambda,x, b)=U^{(00)}(\lambda,x, b)$

$+\hat{K}(\lambda, x)\underline{(1-\partial_{x}\hat{J}(\lambda,\epsilon))\int^{\mathrm{g}}\nu(dz)U^{(00)}(\lambda,z,b)+\partial_{x}U^{(00)}(\lambda,\epsilon,b)\int^{\epsilon}\nu(dz)\hat{J}(\lambda,z)}$

$(1- \partial_{x}\hat{J}(\lambda,\epsilon))(1-I^{\epsilon}\nu(d_{\tilde{4}})\hat{K}(\lambda, z))-\partial_{x}\hat{K}(\lambda,\epsilon)\int\epsilon\nu$ (dz) $\hat{J}(\lambda, z)$

$+ \hat{J}(\lambda,x)\frac{\partial_{x}U^{(00)}(\lambda,\epsilon,b)(1-\int\xi\nu(d_{7_{\vee}})\hat{K}(\lambda,z))+\partial_{x}\hat{K}(\lambda,\epsilon)\int\epsilon\nu(d_{\tilde{\wedge}})U^{(00)}(\lambda,z,b)}{(1-\partial_{x}\hat{J}(\lambda,\epsilon))(1-\int\epsilon\nu(dz)\hat{K}(\lambda,z))-\partial_{x}\hat{K}(\lambda,\epsilon)\int\epsilon\nu(dz)\hat{J}(\lambda,z)}$ .
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ここで $\epsilonarrow 0$ として,

$U$ (tr)
$( \lambda, x, b)\equiv\lim_{\epsilonarrow 0}e$

:U(tr) $(\lambda, x, b)=U^{(00)}(\lambda,x,$ $b$

$+ \hat{K}(\lambda, x)(-\cdot\frac{\partial_{x}^{3}U^{(00)}(\lambda,0,b)\partial_{x}^{9}\hat{J}(\lambda,0)-\partial_{x}^{2}U^{(00)}(\lambda,0,b)\partial_{x}^{3}\hat{J}(\lambda,0)}{-\partial_{x}^{2}\hat{K}(\lambda,0)\partial_{x}^{3}\hat{J}(\lambda,0)+\partial_{x}^{3}\hat{K}(\lambda,0)\partial_{x}^{2}\hat{J}(\lambda,0)})$

$(6.2)$ $+ \hat{J}(\lambda, x)(-\frac{\partial_{x}^{2}U^{(00)}(\lambda,0,b)\partial_{x}^{3}\hat{K}(\lambda,0)-\partial_{x}^{3}U^{(00)}(\lambda,0,b)\partial_{x}^{2}\hat{K}(\lambda,0)}{-\partial_{x}^{2}\hat{K}(\lambda,0)\partial_{x}^{3}\hat{J}(\lambda,0)+\partial_{x}^{3}\hat{K}(\lambda,0)\partial_{x}^{2}\hat{J}(\lambda,0)}.)$

$-U_{\overline{x}}\mathrm{A}(\wedge,$ $\cup’\sigma_{x}.J(\wedge,$ $\cup’+\sigma_{x}.\mathit{1}\backslash (\lambda, \cup)G_{x}^{d}J(\lambda$ ,

$=U^{(00)}$ $( \lambda,x, b)+\hat{K}(\lambda,x)\frac{\sqrt{2}}{\lambda^{3/4}}\mathrm{e}$ xp $\{-\frac{\lambda^{1/4}b}{\sqrt{2}}\}$ $\cos(\frac{\lambda^{1/4}b}{\sqrt{2}})$

$+ \hat{J}(\lambda,x)\frac{\sqrt{2}}{\lambda^{1/2}}\exp\{-\frac{\lambda^{1/4}b}{\sqrt{2}}\}\sin(\frac{\lambda^{1/4}b}{\sqrt{2}}-\frac{\pi}{4})$

が得られた.

定義 6.1. 境界 $x=0$ で “monopole は 3次の反射, dipole は反射” する重調和擬過程
の遷移確率密度 $p^{(tr)}(t, x, b)$ を (6.2) の Laplace 逆変換で定義する. ◇

逆変換の計算を実行して, 遷移確率密度 $p^{(tr)}(t, x, b)$ は

$p^{(tr)}(t, x, b)=p^{(00)}(t, x, b)+ \int_{0}^{t}dsK(s, x)Q_{K}^{(tr)}(t-s, b)$

$+ \int_{0}^{t}dsJ(s, x)Q_{J}^{(tr)}(t-s, b)$ , $t>0,$ $b\geq 0$ ,
(6.3)

$Q_{K}^{(tr)}(t, b) \equiv\frac{2}{\pi}\int_{0}$

”

$dy\exp\{-y^{4}t\}$ ( $\cos b$ y-sin $by+$ exp{-b $y\}$),

$Q_{J}^{(tr)}(t, b) \equiv-\frac{2}{\pi}\int_{0}^{\infty}dy\exp\{-y^{4}t\}y( \cos by-\sin by+\exp\{-b y\})$ ,

である.

定理 62. $\varphi\in \mathrm{C}_{b}(\mathrm{R}_{+}$. $)$ とする. 自由端 $\{j, k\}=$ {2,3} の場合, (0.1) の古典解 $v$ は

(6.4) $v(x)$ $)=70\infty dbU^{(tr)}(\lambda, x, b)\varphi(b)$

で与えられる. さらに棒の変形状態の時間経過

(6.5) $V(t, x) \equiv\int_{0}^{t}ds\int_{0}$

”

$db\exp${-As} $p^{(tr)}(s, x, b)\varphi(b)$

は, $tarrow\infty$ で, この $v$ に各点収束する. ◇

注意 6.3. 自由端での棒の変形について, 次の視覚的説明が得られる: 自由端は “荷重
による一方向への変形 $=\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}1\mathrm{e}\mathrm{s}’$

’ と “荷重インパクトによる弾力変形とその反発
$=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}$

” の両者に関して, 自由端として振る舞う. ◇
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