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1 概要

Bihal.lnonic Operator を含む発展方程式として,

$\frac{\partial u}{\partial t}=-\Delta^{2}u$ (1)

がある.
この方程式の確率論的アプローチとしては, Hochberg, 西岡よる (1) の基本解 $p(t.x, \cdot y)$

より $\mathrm{h}\cdot \mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{l}.\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{v}$ chain を作ることによって得られる 1 次元境界値問題についての理論や. 2002
年に佐藤 [2] による Random walk model を使った 1 次元境界値や上半平面の境界値
問題などが研究されている.
また, 解析的には 1905 年に Boggioが $\Delta^{m}u=f$ の $S^{n}$

. 上での境界値問題の解の公式
や, 阪大の亀高グループによるー\triangle 2,u $=f$ の $S^{n}$ 上での各種境界条件の研究がされている.
今回の報告では、(1) の差分式を考えその数値シミュレーションを行う. また, Biliarntonic

Operator が含まれる, または類似している非線形方程式の数値シミュレーションを行う 1

2 Biharmonic Operator

2.1 差分

ます $\Delta\prime n$ の中心差分は,

$\Delta u=u(x- 1)$ $-2u(x)+u(x+1)$ (2)

となるので

$\Delta^{2}$u $=$ $\Delta$u(x-1)-2$\Delta u(x)+\Delta u(x+1)$

$=$ $u(x-2)-2u(x- 1)$ $+u(x)$

-2u(x -1)+4u(x)-2u(x+l)
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$+$u(x)–2u(x $+1$ ) $+u(x +2)$

$=$ $u(x-2)-4u(x-1)+6u(x)-4u(x+1)+u(x+2)$ (3)

$r<0$ とおくと

$r\Delta^{2}u$ $=$ $ru(x-2)-4ru(x-1)+(1+6r)u(x)-4ru(x+1)+ru(x+2)-u(x)$
$=$ $T^{(\cdot r)}u(x)-u(x)$ (4)

となる. ここで T(引よ, 平均作用素であり

$T^{(r)}(1\equiv 1$ (5)

また, $r=- \frac{1}{6}$ とした,
$S=T^{(-\frac{1}{6})}$ (6)

は, 時間発展においては後述のように発散することに注意が必要である.

2,2 Random Walk Model

先の (4) 式の T(引よ図 1 のようにみると

$(?\mathrm{p}$

図 1: 負の確率を許す Random Walk Model

$p=1+6r,$ $q=-4r$ の負の確率を許す Random Walk と見ることができる [2].
従って、$p+2q+2r=1$ であり

$X_{n}$.. $=$ } $1+$ . . . $+$ m (7)

とおく ここで, $\mathrm{Y}_{i}$ は上記の分布をもつ i.i.d. である.
また, 特性関数は

$E(e^{itX_{1}}’)$ $=$ $E(e^{itY_{1}})^{n}=\varphi$ (t)$n= \sum_{k=-\infty}^{\infty}e^{itk}.p(n, k)$

- $\cdot$
$p(n, k)$ $=$ $\frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}e^{-itk}\varphi(t)^{n}$
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$\forall’’\cap(t)$ $=$ E(eitゝ9)
$=p+q(e^{-it}+e^{it})+r(e^{-2it}+e2.it)$

$=$ $1+6r-4r$ ($e^{-it}+$ eit)+r(e$-it+$ eit)2-2r
$=$ $1+r(z-2)^{2}$ $(..\cdot z=e^{-it}+e^{it})$ (8)

ここで, $-1\leq\varphi^{\wedge}(t)\leq 1$ を考える. (この時, $p(n,$ $k)arrow 0(narrow\infty)$ となる.)
今, $r<0$ なので

-1 $\leq$ $1+r(z-2)^{2}$

-2 $\leq$ $r(z-2)^{2}$ $(..\cdot -2\leq\sim\sim$. $\leq 2)$

$- \frac{1}{8}$ $\leq$ $r<0$ (9)

従って, 先の $r=- \frac{1}{6}$ において発散する事の理由がわかる. またこの条件の下で,

$B_{x}[f(X_{n}.)]arrow u(t, \prime x)$ (10)

が証明できる.

2.3 $\mathrm{n}$ 次元の $\triangle^{2}$

$x=$ ($x_{1,}\ldots$ $x$n.)’ $e_{\mathrm{i}}=$ ( $0,$ $\cdots\prime 1$ ’0、. . .) (11)

ただし, $e_{i}$ は $i$ 番目に 1 が来ることを表す この時, 差分近似として

$\Delta$u $=$ $\sum_{i}(u(\prime x-e_{i})-2u(x)+u(x+e_{i}))$

$\Delta^{2}u$
$=$

$\sum_{j}(\Delta u(x-e_{j})-2\Delta u(x)+\Delta u(x+e_{j}))$

$=$ $\sum$ { $\sum$(u(x-ej-ei)-2u(x-ej) $+$ u(x-ej $+ei)$ )
$j$ $i$

-2 $\sum_{i}(u(x-e_{i})-2u(x)+u(x+e_{i}))$

$+ \sum_{i}(u(x+e_{j}-e_{i})-2u(x+e_{j})+u(x+e_{j}+e_{i}))\}$

$=$
$\sum_{j}\sum_{i}\{u(x-e_{j}-e_{i})+2u(x+e_{j}-e_{i})+u(x+e_{j}+e_{i})\}$

-4n $\sum_{j}\{u(x-e_{j})+u(x+earrow\}+4n^{2}u(x)$

$=$
$\sum_{j\neq i}\{u(x+e_{j}+e_{i})+u(x-e_{j}+e_{i})+u(x+e_{j}-e_{i})+(u(x-e_{j}-e_{i})\}$

$+ \sum_{j=1}$
{u(x-2ej) $+u(x$ $+$ 2eD}-4n $\sum_{j}\{u(x-ej)+u(x+ej)\}+(4n^{2}+2n)u(x)$

$= \sum_{j=1}$
{u(x-2ej) $+u(x$ $+$ 2ej)}
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$+2$
$\sum_{i\leq j}$

{u(x-ei-ej) $+$ u(x–ei $+ej)$ $+u(x$ $+$ ei-ej) $+u(x$ $+ei$ $+ej)$ }

-4n $\sum_{j}\{u(x-e_{j})+u(x+e_{j})\}+(4n^{2}+2n)u(x)$ (12)

従っで、

$r\Delta^{2}u$ $=$ $r \sum_{j=1}^{n}\{u(x-2ej)+u(x+2ej)\}+2r\sum_{i<j}\{u(x+e_{i}+e_{j})+\cdots\}$

-4nr $\sum_{1,J}\{u(x-e_{j})+u(x+e_{j})\}+(1+4n^{2}r+2nr)u(x)-u(x)$

$\equiv$ $T^{(r)}u-u$ (13)

これは、図 2 を意味する.

図 2: 2 次元における Random Wolk $\mathrm{h},\prime \mathrm{I}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}$

特性関数

$t$ $=$ $(t_{1\prime}\cdots, t_{n})$

$\varphi$ $=$ $E(e^{itY_{1}})$

$n$

$=$ $r$ \Sigma (ei2り十 $e^{-i2t_{J}}$ ) $+2r$ \Sigma (ei(tiltj)+ei(らーリ)+ei(tj-ti)+e-i(t:+tj))
$j=1$ $i<j$

$-4nr$ \Sigma (eiち十 $e^{-itj}$ ) $+1+4n^{2}r+2nr$ (14)
$j$

ここで: $z= \sum_{j}(e^{it_{j}}+e^{-itj})$ とお $\langle$ と

$z^{2}$
$=$

$\sum_{i}\sum_{j}(e^{-it}+:e^{it_{i}})(e\ovalbox{\tt\small REJECT}+eit_{\mathrm{j}})$
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$=$
$\sum_{i}\sum_{j}\{e^{i(t_{i}+t_{j})} +e^{i(t_{i}-t_{\mathrm{j}})}+e^{i(l_{j}-t_{i})}.+e^{-j(t_{i}+t_{j})}\}$

$=$ $\sum_{j=1}^{n}(e^{i2t_{j}}+e^{-i2t_{j}})+2\sum_{i<j}(e^{i(t_{\iota}+t_{j})}+e^{i(t_{i}-t_{j})}+e^{i(t_{j}-t_{i})}+e^{-j(t_{i}+t_{j})})+2n$.

$(_{f’}^{\wedge}(t)$ $=$ $r(z^{2}-2n)-4nrz+1+4n^{2}r+2nr$

$=$ $1+4n^{2}r-4nrz+rz^{2}$

$=$ $1+r(z-2n)^{2}$

-.. -1 $\leq$ $1+r(z-2n)^{2}$

-2 $\leq$ $r(z-2n)^{2}$ (15)

ここで, $z= \sum_{j}2\cos t_{j}\geq-2n$. なので

$0>r \geq-\frac{1}{8n^{2}}$ (16)

3 数値シミュレーション

3.1 (1) 式の時間発展

1 次元の数値シミュレーションを行うための差分式と初期値は

$u(x, t+1)$ $=$ $T\cdot u(x, t)$ $(0<x<n)$
$u( \frac{n}{2}., 0)$ $=$ 1, $oth,er=0$ (17)

とした.

図 3 は, $r=- \frac{1}{16},$ $n$ =500, $t=200$ の結果である.

$\mathrm{r}$

$f$

$\backslash$

$\mathrm{x}$

$5$ 1 ‘ノ
$\iota$

1

図 3: 初期値を与えた時間発展
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3.2 (1) 式における境界値問題

1 次元の境界値問題を行うための境界値は

$u(0)=0$, $u(1)=0$ , $u(n-1)=0$ , $u(n)=0$ (18)

とした. 以下が結果である.
なお, 表 1 の $\mathrm{G}\mathrm{S}$ は Gauss-Seidel 法を表し, $\mathrm{J}$ は Jacobi 法を表す

$\mathrm{n}=100$

step 100 1000 $10\overline{000}$ 1000000
$\mathrm{G}\mathrm{S}(\mathrm{r}=- 1/8)$ 1.565591.73134 1.83834 1.94581
$\mathrm{G}\mathrm{S}(\mathrm{r}=- 1/7)$ 1.595621.74091 1.84722 1.94864
$\mathrm{J}(\mathrm{r}=- 1/7)$ 発散 発散 発散 発散

-

$\mathrm{G}\mathrm{S}(1^{\cdot}=-1/4)$ 1.72612 1.80454 1.88953 1.96367
$\mathrm{G}\mathrm{S}(1^{\cdot}=- 1/3)$ 振動 振動 振動 振動
$\mathrm{G}\mathrm{S}(\mathrm{r}=- 10-/31)$ 1.48285 $1.8\underline{99}09-$ 1.935081.97913

表 1: $n=100$ における $r$ と step 数の関係

ここで詳細は省略してあるが, Jacobi 法での限界は $r=- \frac{1}{8}$ となることがわかり結果
2.2(9)が確認できる. また, 図 4 は GS 法における $r=- \frac{1}{8},$ $n$ =100, step 数 10000 回の
ものである.

5

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }^{y}\prime fr’\sqrt\backslash \backslash \backslash ’\backslash \backslash$

.
.

$\backslash$

$\mathrm{x}0$

図 4: 境界値問題
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図 5: 境界値条件

2 次元における境界条件は , 図 5 を考え, 円周を $\frac{1}{4}$ に分割して、その内周, 外周にそれぞ
れ境界条件として 1 または 0 を与えてやることで行った.
表 2,3 が結果の 1 部である. ここで 2 次元においては, $r>- \frac{\iota}{32}$ が Jacobi 法の限界で

あることに注意する.

半径=30 右外半分

step 10000 100000 1000000 10000000
$\mathrm{G}\mathrm{S}(\mathrm{r}=- 1/32)$ 0.161811 -1.119120 3.591127 -3.599170
$\mathrm{G}\mathrm{S}(\mathrm{r}=- 1/16)$ 0.150999-3.129254 -3.599170 -3.599170
$\mathrm{G}\mathrm{S}(1^{\cdot}=- 1/8)$ 発散 発散 発散 発散

表 2: 半径 $(n=30)$ , 右外半分が 1 の境界条件

牛径=30 対称

step 10000 100000 1000000 10000000
$\mathrm{G}\mathrm{S}(\mathrm{r}=-1/32)$ 0.323809-2.300117 -7.182467 -7.198340
$\mathrm{G}\mathrm{S}(1^{\neg=}-1/16)$ 0.043508-6.302573 -7.198340 -7.198340
$\mathrm{G}\mathrm{S}(\mathrm{r}=- 1/8)$ 発散 発散 発散 発散

表 3: 半径 $(n=30)$ , 外側対称が 1 の境界条件

図 6, 7 は, 表 2 とまた, 図 8, 9 は, 表 3 と同じ境界条件での実際のシミュレーションの
結果である.
両方ともに, 計算 step が多くなるほど解が安定していることがわかる.
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p-t-3-104 $:_{\urcorner 0}^{\iota\lrcorner}$

.

図 6: step 数 100 図 7: step 数 10000000

$\mathrm{p}- 30\mathfrak{k}\cdot-14$ $\rho\grave{2}0’:- 14$

図 8: step 数 100 図 9: $\mathrm{s}\mathrm{t}\cdot \mathrm{e}\mathrm{p}$ 数 10000000

4 非線形項を含んだ数値シミュレーション

4.1 Porus Medium の類似系

Porus Medium の微分方程式は,

$\frac{\partial u}{\partial t}=\Delta(u^{2})$ (19)

であるがここでは, その類似系として

$\frac{\partial u}{\partial t}=r\Delta^{2}(u^{2})$ (20)

という非線形項を含んだもののシミュレーションを行う.
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なお、以下行うシミュレーションは時間発展を考えているのですべて Jacobi 法で行っ
ている.

式 (20) にシミュレーションを行った結果この関数は 1 次元, 2 次元とも瞬間的に発散
することがわかる.
図 10, 11, 12, 13 はそれぞれの次元のものである.

$\mathrm{i}.\cdot$.

$\frac{\underline{\underline{--}}}{-}$

.

$4\sqrt{}^{\prime\backslash }J^{\prime\backslash }.\backslash \backslash$

.$\cdot$

.

図 10: step 数 500 図 11: step 数 650

図 12: step 数 200 図 13: step 数 1000

そこで: 式 (20) を変形して,
$\frac{\partial u}{\partial t}=r\Delta^{2}(|u|u)$ (21)

という方程式を定義し, シミュレーションしたそれぞれの次元の結果が図 14,15, 16, 17で
ある.
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$.\cdot \mathrm{g}_{1\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}1\mathrm{f}\mathrm{l}}$. ifflffl.B

珂

図 14: step 数 1000 図 15: step 数 5000

図 16: step 数 1 図 17: step 数 8

この結果をみると 1 次元においては式 (21) は計算 step をかなり大きくとっても発散
しないことがわかる. それに比べ 2 次元においては計算 step を 9 にした瞬間に発散する
という結果が得られた.

4.2 Kuramoto-Shivashinsky

KuramotO-Shivashinsky の微分方程式は, 1 次元においては

$\frac{\partial u}{\partial t}+\frac{\partial^{4}u}{\partial x^{4}}+\alpha\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}+u\frac{\partial u}{\partial x}=0$ (22)

と定義される. 2 次元においては, 本来の意味とは異なるが, 式 (22) に類似した式 (23) で
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数値実験を行っている.

$\frac{\partial u}{\partial t}+$ $( \frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}.+\frac{\partial^{2}}{\partial y^{2}})2u+\alpha(\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}u}{\partial y^{2}})+u(\frac{\partial u}{\partial x}+\frac{\partial u}{\partial y})=0$ (23)

4.3 1 次元の周期 2 $\pi$ シミュレーション

Biharlnonic operator に含まれる各係数は, 式 (9) での値の範囲で, 初期値は以下の様に
とり, $\alpha$ を変化させている.

$u(x, \mathrm{O})=sin(x)$ (24)

図 18, 19 は, $\alpha=1.0$ の時の実行結果である. また境界条件は、

$u(x+2\pi, t)=u(x, t)$ (25)

とする.

–. I$[$

7
$\int$\neg \、

$.\backslash _{\backslash }$

図 18: $ce=1.0$ , step 数 5000 図 19: $\alpha=1.0$ , step 数 100000

図 20, 21 は, $\alpha=11.0$ の時の実行結果である.
表 4 は $\alpha$ を変化させた時の結果である. 計算 step は $10^{9}$ 行っている.
1 次元の結果は, Heyman-NicOlaenkO[6] と一致している. またシミュレーションの結果,

表 4 の振動 or カオスとあるところは、$\alpha$ が境界に近いところでカオスが起こり. それ以外
では振動が起こっているという傾向がみられる.

4,4 2 次元の周期 2 $\pi$ シミュレーション

各係数は, 1 次元の時と同じく式 (16) の値を使用する. 初期値は以下のとおりにとる.

$u(x, y)=sin(x)sin(y)$ (26)
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^園導

$I^{\mathit{1}^{/^{l}}}/$

$I$

図 20: $\alpha=11.0$ , step 数 2000 図 21: $\alpha=11.0$ , step 数 10000

$\alpha$ 最終状態
$0\leq\alpha\leq 1$ 0 に収束

$1\leq\alpha$. $\leq 4.4$ 周期関数に収束
$4.4\leq\alpha\leq 5.6$ 周期的に時間発展

$5.6\leq\alpha$. $\leq 10.8$ 周期関数に収束
$—10.8\leq\alpha\leq 13.5$ 振動 or カオス

–

$13.5\leq\alpha\leq 17$ 周期関数に収束
$17\leq\alpha\leq 23.5$ 振動 or カオス

$23.5\leq\alpha\leq 29.4$ 周期関数に収束
$29.4\leq\alpha\leq$? カオス

表 4: 1 次元における $\alpha$ を変化させた時の結果

シミュレーションを計算 step 数を $10^{9}$ で行った結果, 初期値 (26) において $\pi$ の値が
3.1416 と 3.141592653589 としたときでは解の挙動が変化する $\alpha$ の値が変わってしまう
ことがわかった. 表 5 は、$\pi=3.141592653589$ の時のものである.
そこで, 初期値を以下の用に変更し, 再度同じシミュレーションを行った結果が表 6 で

ある.

$u(x, y)=sin(2x)sin(y)+sin(x)sin(2y)$ (27)

なお, 表 5,6 における I型, 垣型は, それぞれ図 22, 23である.
カオスについては, 小数点以下第 6 位の精度でも周期性を見つけようとしたとき値が一

致せず, さらに第 3 位まで精度を悪くしても, 値は一致することはあっても周期性が見ら
れないという理由でそう結論している. また強いカオスとしているのは》シミュレーショ
ンの結果から視覚的に図形がより激しく変化して見えることによる.
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$\alpha$ 最終状態
$0\leq\underline{\alpha}\leq 3.$ ? �型に収束

$3.?\underline{\leq\alpha}\leq 7_{-}4--$. 垣型–$\mathrm{t}\sim$収束
$7.4\leq\alpha\leq 7.6$ カオス

$7.6\leq\alpha$ 発散

表 5: $\pi=3.141592653589$ 時での 2 次元における $\alpha$ を変化させた時の結果 (1)

$\alpha$ 最終状態
$0\leq\alpha\leq 3.$ ? I 型に収束

$3.?\leq_{-}a^{J}<7.3$ $\mathrm{I}\mathrm{I}$ 型に収束
$7.3\leq\alpha<7.8$ 強いカオス

$7.8\leq\alpha$ 発散

表 6: 2 次元における $\alpha$ を変化させた時の結果 (2)

この初期値 (27) の結果と初期値 (26) で $\pi$ の精度を悪くした時では, $\alpha$ の境界がかわ
らないこともこの実験から確認された.
つまり, 初期値 (27) のようなクロスした 2 倍波を (26) の初期値にわすかに加えると、

時間発展中に (27) の初期値が支配的になってしまうことがわかる. 言い換えると. 式 (23)
は初期値にかなり敏感に影響することがわかる.
また, 表 5, 6 においての I型と $\mathrm{I}\mathrm{I}$型の解の挙動については $\alpha$ が小さいほど時間発展

が遅いため, 計算 step が $10^{9}$ 回以上行うと. I型のものが $\mathrm{I}\mathrm{I}$ 型の解に収束する可能性が
ある。

$\backslash$

IK 22: $\mathrm{I}\text{型}$ $\text{図}23:\mathrm{I}\mathrm{I}2^{\mathrm{I}}$
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