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1 Introduction
記号
$d^{(m)}(x)$ を $x\geq 0$ の 2 進小数展開の第 $m$桁目とする. $\omega,$ $\alpha\in[0,1)$ に対し
て {0, 1}-値関数 $X_{l}^{(m)}$ を

$X_{l}^{(m)}( \omega, \alpha):=’\sum_{k=1}^{n}d^{(k)}(\omega+l\alpha)$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2)$

と置く

例: $\alpha=0.10011101000\cdots,$ $\omega$ =0.11110110010. .. の時の $-\mathrm{Y}_{3}^{(5)}$ .
$\omega+3\alpha=10.11001101\cdots$ なのて $\lambda_{3}^{r(5)}(\omega, \alpha)=1+1+0+0+1$ $=1$ (mOd2)
fact: $\prime m$ と無理数 $\alpha$ を fix する. $l$ についての数列 $\{X_{l}^{(m)}( , \alpha)\}_{l=0}^{\infty}$ は
$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{m)}( , \alpha)$ の Weyl変換 ( $\alpha-$回転) によって生或される ;

$X_{l}^{(m)}( \omega, \alpha)=\sum_{k=1}d^{(k)}(\omega+l\alpha)=X_{0}^{(m)}(\omega+la, \alpha)$.

Sugita [1] はこの過程 $\{X_{l}^{(m)}(\cdot, \alpha)\}_{l=0}^{\infty}$ について次の定理と予想を示した:

Theorem 1 (Sugita [1]). 任意 \emptyset 正規数 $\alpha\in[0,1)$ について, $X_{l}^{(m)}:\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$X_{l}^{(m)}( , \alpha.)$ を Lebesgue 空間 $(\Omega,F, P):=([0,1)$ , $B$ ( [0,1) $)$ , $\mu)$ 上の確率過
程の列と見なせぼ, 任意の $n\in \mathrm{N}$及び $\epsilon_{0},$

$\ldots,$
$\epsilon_{n-1}\in$ {0,1} について

$P(\{\omega\in[0,1)|(X_{0}^{(m)}(\omega), \ldots, X_{n-1}^{(m)}(\omega))=(\epsilon_{0}, \ldots, \epsilon_{n-1})\})marrowarrow$f $\frac{1}{2^{n}}$ .

即ち $\{X_{l}^{(m)}\}_{l=0}^{\infty}$ の従属性が消滅する.
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Conjecture (Sugita [1]). 任意の無理数 $\alpha\in[0,1)$ について.
$J$

{Xl(Jn)}l\infty =。
の従属性が消滅する.

2 Theorems
この話題に関するいくつかの結果を示す
Sugita [1] の証明は難解であった為, より単純な証明が探され, Sugita [2]

は skew produd を用いて Theorem 1 より弱い次をエルゴード論的に示
した:

Theorem 2(Sugita [2]). $X_{l}^{(m)}:=X_{l}^{(m)}( , )$ を 2 次元 Lebesgue 空間
$(\Omega,F, P):=([0,1)$2, $B([0,1)^{2})$ , $\mu^{2})$ 上の確率過程の列と見なせば $marrow\infty$

のとき $\{X_{l}^{(m)}\}_{l=0}^{\infty}$ の従属性が消滅する.

Sugita [2] の証明は skew product による保測変換が Markov 変換であ
ることが鍵となっている. そこで skew product を介さすに直接Markov
Chain を構或する方法で次が示せる:

Proposition 1(Y. [4]). $\lambda_{l}^{\prime(m)}:=X_{l}^{(m)}( , )$ を確率空間 $(\Omega,F, P):=$

$([0,1)^{2},$ $B([0,1)^{2})$ , $\mu\cross\nu)$ 上の確率過程の列と見なせば $marrow\infty$ のとき
$\{X_{l}^{(m)}\}_{l=0}^{\infty}$ の従属性が消滅する. しかもその収束は指数オーダーである.

更に, $\alpha$ を固定する毎に独立な, 2 つの Chain を同時に走らせることに
より, その収束のオーダーから次が示せる:

Theorem 3(Y. [4]). $\mu,$ $\nu$ を任意の Be.rnoull.i j1|J度とする. $\underline{\nu- a.e.\alpha\in[0,1)}$

について , $X_{l}^{(m)}:=X_{l}^{(m)}(\cdot, \alpha)$ を確率空間 $(\Omega,F, P):=([0,1)$ , $B$ ( [0,1) $)$ , $\mu)$

上の確率過程の列と見なせば $marrow\infty$ のとき $\{X_{l}^{(m)}\}_{l=0}^{\infty}$ の従属性が消滅
する.

上の議論は $\alpha$ をランダム化して扱っていたが, 実は $\alpha$ を fix しても Markov
Chain に近いことがわかる:

Theorem 4(Y. [5]). 任意 \emptyset jE規数 $\alpha\in[0,1)$ について, $X_{l}^{(m)}:=X_{l}^{(m)}(\cdot$

, $\alpha.)$ を確率空間 $(\Omega, F, P):=([0,1)$ , $B$ ( [0,1) $)$ , $\mu)$ 上の確率過程の列と見な
せば $marrow\infty$ のとき $\{X_{l}^{(m)}\}_{l=0}^{\infty}$ の従属性が消滅する.

時間非一様な Markov Chain を用いれば Conjecture も示せる :
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Theorem 5(Y. [6]). 任意 $U$)無理数 $\alpha\in[0,1)$ について, $X_{l}^{r(m)}:=X_{l}^{(m)}(\cdot$

, $\alpha)$ を確率空間 $(\Omega, F, P):=([0,1)$ , $B$ ( [0,1) $)$ , $\mu)$ 上の確率過程の列と見な
せば $?7larrow\infty$ のとき $\{X_{l}^{(m)}\}_{l=0}^{\infty}$ の従属性が消滅する.

3 Markov Chain

3.1 アイデアと困難

Markov Chain を用いるアイデアは次の事実から直観的に連想される :
fact: { $d^{(m)}$ ( +l\mbox{\boldmath $\alpha$})}。は独立過程で $- \lambda_{l}^{r(m)}=\sum_{k=1}^{m}.d$(k)

$(\ulcorner+\mathit{1}\alpha)$ はその和
であるから $\{arrow \mathrm{Y}_{l}^{(m)}\}_{m}$ は混合的な Markov Chain.
これにより混合的な Markov Chain の極限分布の収束から 1 次元分布に

ついて

$A\lambda_{l}^{r(m)}$の分布 0q功\rho ‘{0,1} 上の均等分布
が得られる.
しかしながら, 任意の有限次元分布を見るために, ベクトル値 $\mathrm{X}^{(m)}:\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$(_{\wedge}K_{07}^{(m)} . . . , -\lambda_{n-1}^{\prime(m)}.)$ の過程 {X(m)}。を考えると, スカラーの時と同じ論法
で Markov Chain であるとは言えない. 何故ならぼ,

$\mathrm{d}^{(m)}(\omega, \alpha):=(d^{(m)}(\omega), \ldots, d^{(m)}(\omega+(n-1)\alpha))$

とすれば $\mathrm{X}^{(m)}=\sum 71\mathrm{d}$(k) であるが $\{\mathrm{d}^{(m)}\}_{m}$ は独立過程ではない.
例えば

$d^{(m)}(\omega+\alpha)$

$=\{$
$\omega_{m}+\alpha_{m}+1$ if $0.\omega_{m+1}\omega_{m+2}\cdots+0.\alpha_{m+1}\alpha_{m+2}\cdots\geq 1$

$\omega_{m}+\alpha_{m}$ if $0.\omega_{m+1}\omega_{m+2}\cdots+0.\alpha_{m+1}\alpha_{m+2}\cdots<1$

$=d^{(m)}(\omega.)+d^{(m)}(\alpha)$

+繰り上がり $(d^{(m+1)}(\alpha), d^{(m+2)}(\alpha),$
$\ldots$ , $d^{(m+1)}(\omega),$ $d^{(m+2)}(\omega),$ $\ldots)$

であり, $d^{(m)}( +\alpha)$ と $d^{(m)}(\{)$ は独立ではない.
Theorem $3(\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}1)$ , Theorem 4, および Theorem 5 はこの困難
に各々異なる解決を与えたものと言える.
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3.2 解決策 I(Proposition1, $\alpha$ :ランダマイズ)
$\{\mathrm{d}^{1^{t}m)}\}_{m}$ の従属性は「繰り上がり」によって伝えられるのでその情報を

含む過程を用いれぼ良い.

$Z_{l}^{(m)}(\omega, \alpha)$ $:=$ $\lfloor$2(S$m-1\omega+lSm-1\alpha$) $\rfloor$ ,
$\mathrm{Z}^{(m)}(\omega, \alpha)$ $:=$ $(d^{(m)}(\alpha), Z_{0}^{(m)}.(\omega, \alpha), . .. , Z_{n-1}^{(m)}(\omega, \alpha))$

と置けば (ただし $S$ はシフトを表す,$\mathrm{i}.\mathrm{e}.$ , $S0.x_{1}x_{2}x_{3}\cdot\cdot|$ =0.x$2x3x4\ldots$ ),

Lemma 1. $Z_{l}^{(m)}(\omega, \alpha)=d^{(m)}(\omega+l\alpha)$
$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2)$ .

Proof. $\rho_{m}^{l}:=d^{(m)}(\omega+l\alpha)$ 即ち

$\omega=$ $0.\omega_{1}\omega_{2}\omega_{3}$
$\omega_{m}\omega_{m+}1\omega_{m+}2$

$\alpha=$ $0.\alpha_{1}\alpha_{2}\alpha_{3}$
$\alpha_{m}\alpha_{m+}1\alpha_{m+}2$

.$\cdot$

. .$\cdot$. .$\cdot$.

$\frac{+\alpha=0.\alpha_{1}\alpha_{2}\alpha_{3}\cdots\alpha_{m}\alpha_{m+1}\alpha_{m+2}}{\omega+l\alpha=\lfloor\omega+l\alpha\rfloor+0.\rho_{1}\rho_{2}\rho_{3}1\cdot\cdot\rho_{m}\rho_{nl+1}\rho_{m+2}llllll\mathrm{c}}..\cdot$

.

とすれぼ, $\sigma_{m}^{l}:=\lfloor S^{m-1}\omega+lS^{m-1}\alpha\rfloor$ として

$S^{m-1}\omega=$ $0.\omega_{m}\omega_{m+1}\omega_{m+2}\cdots$

$S^{m-1}\alpha=$ $0.\alpha_{m}\alpha_{m+1}\alpha_{m+2}\cdot\cdot|$

.$\cdot$. .$\cdot$
. .$\cdot$.

$\frac{+S^{m-1}\alpha=0.\alpha_{m}\alpha_{m+1}\alpha_{m+2}}{S^{m-1}\omega+l_{\llcorner}^{q\iota l}m-1\alpha=\sigma_{m}+0l\rho_{m}{}^{t}\rho_{m+1}\rho_{nl+2}}..\cdot..\cdot.\cdot$

よって, $2\sigma_{m}^{l}=$ 0(m0d2) に注意すれば,

$Z_{l}^{(m)}(\omega, \alpha)$ $=$ $\lfloor$2(s” $-1\omega+lSm-1\alpha$) $\rfloor=2\sigma_{m}^{l}+\rho_{m}^{l}$

$=$ $d^{(m)}(\omega+l\alpha)$ (mod 2).

$\square$

Lemma 2. $\{\mathrm{Z}^{(m)}\}_{m}$ は Markov過程.
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$P_{i^{\tau}OO}f$. 定義より

$Z_{l}^{(n\iota)}(\omega, \alpha)-$ ( Zdn0( $\omega$ , $\alpha)+$ ld(”) $(.\alpha)$ ) $=\sigma_{m+}^{l}1.$

直感的に言って, これは $\mathrm{Z}^{(m)}$ が $m+1$ 桁目から $m$桁目へ繰り上がりを完
全に知り, $m’<m$ なる $\mathrm{Z}^{(m’)}$ によってそれ以上の $\mathrm{Z}^{(m+1)}$ についての情報
を得ることはできないことを意味する.
実際は $(\Omega,F, P):=([0,1)$ 2, $B([0,1)^{2})$ , $\mu\cross\nu)$ 上で

$P(\mathrm{Z}^{(m+1)}=\mathrm{z}_{m+}1|\mathrm{Z}^{\{m)}=\mathrm{z}_{m}, ..., \mathrm{Z}^{(1)}=\mathrm{z}_{1})$

$=P(\mathrm{Z}^{(m+1)}=\mathrm{z}_{m+1}|\mathrm{Z}^{(m)}=\mathrm{z}_{m})$

をチェックする. 口

$\mathrm{X}^{(m)}=\sum_{k=1}^{m}\mathrm{Z}$ (k) はMarkov $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\{\mathrm{Z}^{(m)}\}_{m}$ の和であるから $\{(\mathrm{Z}^{(m)}, \mathrm{X}^{(m)})\}_{m}$

は Markov Chain となる.

fact: $\mathrm{Z}^{(m)}(\omega, \alpha)=\mathrm{Z}^{(1)}(S^{m-1}\omega, S^{m-1}\alpha)$ なることに注意すれば 2 進変
換の混合性より Markov過程 $\{\mathrm{Z}^{(m)}\}_{m}$ も混合的.

+少々の議論により Markov $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}$ { ( $\mathrm{Z}^{(m)}$ , X(.m))}。は混合的である事が
示せ,{\lambda \acute l(m)}l\infty$=0$ の従属性が消滅する $\Rightarrow \mathrm{P}_{1}\cdot \mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}1$ .

3.3 解決策 II (Theorem 4, \mbox{\boldmath $\alpha$}:正規数)

$\alpha$ の 2進小数展開て長い 0 の連なりが現れる部分ではほとんど繰り上が
りが起きない事に注意する.

例えば $\alpha=0.011000001123456789^{\cdot}\cdot l$ の時, $\omega+\alpha$ に 4桁目から 3桁目への繰り
上がりが在るのは $\omega$ の 4 桁目から 8 桁目まてが全て 1 である時に限られ
る. その確率は $2^{-5}$ しかない. これにより

$|$ P(X”,3)=e, $\mathrm{X}^{(4,m)}=\mathrm{e}’$) $-P(\mathrm{X}^{(1,3)}=\mathrm{e})P(\mathrm{X}^{(4,m)}.=\mathrm{e}’)|\leq 2^{-5}$ .

左辺が 0 に等しいことが独立性を表すので, $\mathrm{X}^{(1,3)}:=\sum_{j=1}^{3}(d^{(j)}(1)$ , $d^{(j)}($

$+\alpha))$ と $\mathrm{X}^{(4,m)}:=\sum_{j=4}^{m}(d^{(j)}()$ , d(力 ( $+\alpha$)) は “ほぼ” 独立であると言
える.
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$\alpha$ は正規数と仮定すれば, 無限列 $m_{1}<7n_{2}<\cdots$ を, $\alpha$ の小数展開が各
$m_{i}$ 桁目で 0 の連なりを持つ様に採れる. 上の議論により,

$\mathrm{X}^{(m_{i})}=\sum_{j=0}^{i-1}\mathrm{X}^{(m_{j}+1,m_{j+1})}$

は “ほぼ”独立な過程 $\{\mathrm{X}^{()}m_{j}+1,m_{j+1}\}j$ の和であるから $\{\mathrm{X}^{(m_{i})}\}_{j}$ は “ほぼ” lVIarkov
過程てある.

実際に 0 の連の長さを適当にとって次が示せる :

Lemma 3. 任意の $\epsilon>0$ について無限列 $m_{1}<m_{2}<\cdots$ と独立過程
$\overline{\mathrm{X}}^{(m_{i}+1,m_{i+1}})$ が存在して任意の $i_{f}\mathrm{e}\in$ $\{0,1\}^{n}$ ついて

$|$ P $( \sum_{j=0}^{i-1}\overline{\mathrm{X}}(mj+1,m_{j+1})=\mathrm{e})-P(\mathrm{X}^{(n\mathrm{B}}i)=\mathrm{e})|<\epsilon$

更に $m_{i}$ を適当に選ぶことにより Markov Chain $\sum_{j=0}^{i-1}\tilde{\mathrm{X}}^{(m_{j}+1,m_{\mathrm{j}+1)}}$ を

混合的にとることができ, $\{-\lambda_{l}^{\gamma(m)}\}_{l=0}^{\infty}$ の従属性消滅が示せる $\Rightarrow \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ 4

3.4 解決策 III(I+) (Theorem 5, \mbox{\boldmath $\alpha$}:無理数)

3.2 の解決策: “「繰り上がり」の情報を含む過程を用いる” は $\alpha$ をラン

ダム化しなくても時間非一様の Markov Chain を扱うことにより有効で
ある.

$C_{l}^{(m)}(\omega)$ $:=$ $\lfloor$ S$m-1\omega+Sm-1l\alpha\rfloor$

$\mathrm{C}^{(m)}$

$:=$ $(C_{1}^{(m)}, \ldots, C_{\mathrm{n}-}^{(m}\})$

とおく (ただし $\alpha^{l}:=l\alpha-\lfloor l\alpha$ \rfloor ).

Lemma 4. $\{$ (C(m), $\mathrm{X}^{(m,\mathrm{A}!\int)}$ ) $\}_{m=M}^{1}$ は時間非一様 $lVIa^{\mathfrak{l}}rkov$ Chain.

Proof. $C_{l}^{(m)}(\omega)=c_{m}^{l}$ とおけば,

$S^{m-1}\omega$ $=$ $0.\omega_{m}\omega_{m+1}\omega_{m+2}\cdot\cdot \mathrm{t}$

$\frac{+S^{m-1}\alpha^{l}=0.\alpha_{m}^{l}\alpha_{n1+1}^{l}\alpha_{m+2}^{l}}{\mathrm{S}^{\prime m-1}\omega+S^{m-1}\alpha^{l}=c_{m}^{llll}+0.\rho_{n\tau}\rho_{m+1/\mathrm{J}_{m+2}}}.\cdot..\cdot\cdot$

.
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であるから
$2c_{m}^{l}+\rho_{m}^{l}$ =c.lm+l+\mbox{\boldmath $\omega$}。 $+\alpha_{m}^{l}.\cdot$

辺々2 で割って $\lfloor\rfloor$ をとると $c_{m}^{l}=\lfloor 2^{-1}(c_{m+1}^{l}+\omega_{m}.+\alpha_{m}^{l})$\rfloor . また, mOd2
でみると $\rho_{m}^{l}=c_{m+1}^{l}+\omega_{m}+a_{m}^{l}$’(mOd2) であるから

$C_{l}^{(m)}(\omega)$ $=$ $\lfloor$ 2-1 $(C_{l}^{(m+1)}(\omega)+d^{(m)}(\omega)+\alpha_{n\tau}^{l})\rfloor$

$X^{(m,NI)}(\omega)$ $=$ $d^{(m)}(\omega+\alpha)+\lambda^{\prime(m+1,hI)}(\omega)$

$=\rho_{m}^{l}+X$ ( $m+$1,M)(’)
$=$ $C_{l}^{(m+1)}(\omega)+d^{(m)}(\omega)+\alpha_{m}^{l}+X^{(m+1,M)}(\omega)$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2)$

よって $G:$ $\{0,1\}\cross\Sigmaarrow\Sigma$ ( $\Sigma$ は state space) を適当に定めれば,

(.c(m), $\mathrm{X}^{(m,\Lambda I)}$ ) $=G(d^{(m)}, (\mathrm{C}^{(m+1)},\mathrm{X}^{(m+1,M)}))$

とできる. 更に $d^{(1)},$
$\ldots,$

$d^{(l\mathrm{k}I-1)},$ $\mathrm{C}$ (M) の独立.I生に注意すれば $\{(\mathrm{C}^{(m)}, \mathrm{X}^{(m,M)})\}_{m=\mathrm{A}\mathrm{f}}^{1}$.
は Markov Chain である. $(\mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s},\mathrm{p}8,\mathrm{E}\mathrm{x}^{\mathrm{r}}\mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s}1.1.3)$

口

混合性については更に詳しい議論によって $\{X_{l}^{(m)}\}_{l=0}^{\infty}$ の従属性が消滅
する事を示すのに十分なだけの事実が示せる. $\Rightarrow \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}5$
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