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再生核をもつヒルベルト空間の一般ノルム不等式と等号問題

東京学芸大学・教育学部 山田陽 (Akira Yamada)
Tokyo Gakugei University

1 一般論

$m$ は 2 以上の整数とする. $H_{j}$ $(j=1,2, . . . , m)$ を集合 $E$ 上の (複素) reproducing kernel Hilbert space
(RKHS), $K_{l}^{(j\rangle}$ を点 $x\in E$ における $H_{j}$ の再生核とする. $E_{d}^{m}$ を $E^{m}= \prod_{j=1}^{m}E$の対角線とする. また $E^{m}$ 上

の RKHS としてのテンソル積 $H=\otimes_{\mathrm{j}=1}^{m}H_{j}$ に対して, $H_{0}=\{f\in H|f|_{E_{d}^{m}}=0\}$ とする. $f,$ $g\in H$ に対し

て, 同値関係 $f\sim g$ を $f|_{E_{\text{\’{e}}}^{\mathrm{r}}}=g|_{E_{d}^{m}}$ で定義する. $\otimes_{j=1}^{m}\phi_{j}\in H_{0}^{[perp]}$ のとき, $\otimes_{j=1}^{m}\phi_{j}$ は e#oemalてあると言う.

$\otimes_{j=1}^{m}\phi_{j}$ が extremal であることと, $f\sim g\Rightarrow\langle f, \otimes_{j}\phi_{j}\rangle=\langle g,$ $\otimes_{\mathrm{j}}\phi$j) とは同値であること (こ注意する. また,
$\otimes_{j=1}^{m}\phi_{\mathrm{j}}=0$ は extremal であるが, この場合は $\exists j,$ $\phi_{j}=0$ と同値である.

注意 1. よく知られているように, 再生核の積 $\prod_{j=1}^{m}K_{x}^{(j)}$ を再生核としてもつ Hilbert 空間を $H’$ とおくと,
$H’$ の元は, $E^{m}$ で定義されたテンソル積 $H$ の函数を対角線 $E_{d}^{m}\cong E$ に制限した函数からなる. このとき, ノ

ルム不等式
$||$ $1 .. $\phi_{m}||H^{1}$ $\leq$ } $|\phi_{1}\otimes\cdot.$ . $\otimes\phi_{m}||_{H}=||$ $i $||$H1 . . $||\phi_{m}||H_{m}$

が成り立つが, $\otimes_{\mathrm{j}=1}^{\mathrm{m}}\phi_{j}$ が extremal であることはこの不等式が等号になる条件と同値である.

定義 1. $H_{j}$ $(j=1,2, . . . , m)$ は RKHS で $H=\otimes_{j=1}^{m}H_{\mathrm{j}},$ $\phi=\otimes_{j=1}^{m}\phi_{j}\in H\backslash \{0\}$ とする.

$H$ が正 $\mathrm{R}^{\mathrm{I}}1$ $(\mathrm{c}.\mathrm{f}. [8])\Leftrightarrow\phi$ が extremal ならば $\exists q\in E,$ $\exists c_{j}\in \mathbb{C}\mathrm{s}$ .t. $\phi_{j}=c_{j}K_{q}^{(j)}(j=1,2, . . . , m)$ .
$H$ が弱正則 $\Leftrightarrow\phi$ が extremal ならば, $q\in E$ が存在して, 各 $j$ に対して $q$ は $H_{j}$ の共通零点か, または
$\exists c_{j}\in \mathbb{C}\mathrm{s}.\mathrm{t}$. $\phi_{j}=c_{j}K_{q}^{(\mathrm{j})}(j=1,2, \ldots,m)$ .
$q$ が $H_{j}$ の共通零点になる場合を例外的ということにする.

この研究の目的は, RKHS のテンソル積が正則または弱正則になる一般的な十分条件を得ることである.

以 $\text{下},$ $R$ は通常の和と積が定義された $E$ 上の複素函数からなる $\mathbb{C}$-mlgebra とする.

補題 1. $\phi=\otimes_{\mathrm{j}=1}^{m}\phi_{\mathrm{j}}\overline{7}^{-0}\mathit{1}$ が $\otimes_{j=1}^{m}H\mathrm{j}$ で extremal とする. 各 $H_{\mathrm{j}}$ が dense な $R-inva|\dot{\tau}ant$ subspace $H_{j}’$ をも

つならば, 任意の $j$ と任意の $u\in H_{j}’,$ $f$ \in R に対して

$\langle$ $fu,$ $/j/$ $=\Lambda_{\phi}(f)\langle$u: $j_{i}\rangle$ (1)

をみたすような $\mathbb{C}$-algebm homomorphism $\mathrm{A}_{\phi}$ : $Rarrow \mathbb{C}$ が一意的に存在する.

証明. 先す任意の $f_{j},$ $gj\in H_{j}$ $(j=1,2, . . . , m)$ に対して

$\prod_{j=1}^{m}f_{j}=\prod_{j=1}^{m}g_{\mathrm{j}}$ on $E \Rightarrow\prod_{j=1}^{m}\langle$fi, $\phi_{j}\rangle$ $= \prod_{j=1}^{m}(g_{j},$ $\phi_{j}\rangle$$. (2)$
が成り立つことに注意する. なせなら, $\otimes_{j=1}^{m}f_{j}\sim\otimes_{j=1}^{m}g_{j}$ であるから, 仮定より $\prod_{j=1}^{m}\langle$ $f_{\mathrm{j}},$ $\phi$j $\rangle$ $=$

( $\otimes_{\mathrm{j}=1}^{m}fj,$ $\otimes_{j=1}^{m}\phi_{\mathrm{j}}\rangle=(\otimes_{\mathrm{j}=1}^{m}g_{j},$ $\otimes_{j=1}^{m}\phi_{j}\rangle$ $= \prod_{\mathrm{j}=1}^{m}\langle$$g$j, $\phi_{j}\rangle$ となる.
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$H_{j}$ で dense な $R$-in� riant subspaoe を $H_{\mathrm{j}}’$ とする. $\phi_{j}\neq 0$ であるから, $\langle u_{j}, \phi_{\mathrm{j}}\rangle\overline{\tau}^{\leq 0}$ となる $u_{j}\in H_{j}’$ が存

在する. $\Lambda_{\phi}$ の一意性は (1) で $u=u_{j}$ とおくと明らかであるので, $j$ に対してこのような $u_{\mathrm{j}}$ を一つ定めて

$\Lambda_{\phi}(f)=\frac{\langle fu_{j},\phi_{j}\rangle}{\langle u_{j},\phi_{j}\rangle}$ (3)

と定める. この定義は $j,$ $u_{j}$ の取り方に依存せす well-defined であることを示そう. 相異なる $i,$ $j$ を任意に固

定して, $f,$ $g\in R$ に対して $f_{k},$ $g_{k}$. $\in H_{j}$
’ $(k=1,2, . . . , m)$ を

$f_{k}=\{$

$fu_{i}$ $(k=i)$

$gu_{j}$ $(k=j)$ , $g_{k}=\{\begin{array}{l}fgu_{*}.(k=i)u_{k}(k\ulcorner\simeq i)\end{array}$

$u_{k}$ $(k\neq i,j)$

とお $\langle$ . (2) より,
$\langle fu:, \phi_{i}\rangle\langle gu_{j}, \phi_{j}\rangle=\langle fgu:, \phi_{1}.\rangle\{u_{j},$ $\phi_{j}\rangle$

したがって, 対称性より

$\frac{(fgu_{\dot{\iota}},\phi-\rangle}{\langle u_{i},\phi_{*}\rangle}.=\frac{\langle fu_{\dot{l}},\phi_{\dot{l}}\rangle(gu_{j},\phi_{\mathrm{j}}\rangle}{\langle u_{i},\phi_{i}\rangle\langle u_{j},\phi_{j}\rangle}=\frac{(fgu_{\mathrm{j}},\phi_{j}\rangle}{\langle u_{j},\phi_{\mathrm{j}}\rangle}$ .

ここで $g=1$ とすると, 任意の $f\in R$ と $i,$ $j(i\neq j)$ に対して

$\frac{\langle fu_{\dot{l}},\phi_{i}\rangle}{\langle u_{*},\phi_{\dot{\iota}}\rangle}.=\frac{(fu_{j},\phi_{j}\rangle}{\langle u_{j},\phi_{j}\rangle}$ .

よって,
$\frac{\langle fgu\dot{.},\phi_{*}\rangle}{\langle u_{\dot{l}},\phi_{1}\rangle}.\cdot=.\frac{\langle fu.,\phi\dot{.})\langle gu_{i},\phi.)}{(u_{\dot{*}},\phi_{*}\rangle\langle u_{\dot{l}},\phi_{1}\rangle}..\cdot$

となり, 汎函数 $\Lambda_{\phi}$ の乗法性及びその定義力 $\mathrm{i}$

$j,$ $u_{j}$ に依存せす well-defined であることが示された. また各 $\phi_{j}$

を定数倍しても式 (3) の値は変わらないので, この値は $f$ とテンソル積 $\phi$ のみに依存することに注意する. $\Lambda_{\phi}$

の複素線形性は明らかであるから, $\Lambda_{\phi}$ が $\mathbb{C}$-mlgebra homomorphism であることが示された.

最後に, 式 (1) が任意の $u\in H_{\mathrm{j}}’$ で成り立つことを示すには, $\langle u, \phi_{j}\rangle=0$ のとき $\langle fu, \phi_{j}\rangle=0$ であることを

示せば十分である. $k_{7^{-}}$
」

$j$ とすると (2) より

$\langle$$fu$ , \phi j} $\langle$u化 $\phi_{k}\rangle$ $=\langle.u, \phi_{j}\rangle\langle fu_{k}.,$ $\phi_{k})=0$ .

$\langle u_{k}, \phi_{k}.\rangle\neq 0$ であるから, ($fu,$ $\phi_{j}\rangle=0$ . よって, この場合にも等式 (1) が示された. 口

$R$ が単位元 1 を含む場合には, (1) より $\Lambda_{\phi}(1)=1$ が成り立つことに注意する.

定義 2. $H$ を $E$ 上の RKHS とする. $R\cap H$ が $H$ で dense かつ $R$ の ideal てあるとき, $H$ は $R$-dense てある

という.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $(j=1,2, . . . , m)$ が $R$-dense のとき, $R\cap H_{j}$ は $H_{j}$ の dense な $R$-invariant subspace であり $\otimes Hj$ に

補題 1 を適用てきる.

定理 1. $H_{\mathrm{j}}$ $(j=1,2, . . . , m)$ は $E$ 上の $R$ -dense な RKHS とする. $\phi=\otimes_{\mathrm{j}=1}^{m}\phi j\in\otimes_{j=1}^{m}Hj\backslash \{0\}$ が o力\mbox{\boldmath $\tau$}mal

ならば, (1) をみたす $\mathbb{C}$-algebra homomorphism $\Lambda_{\phi}$ : $Rarrow \mathbb{C}$ が一意的に存在して, 任意の $j$ について次のい

すれかが戒り立つ.

(i) \Lambda \phi IR。Hj $=0$, または
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(ii) $\exists$C$j\overline{7}\leq 0$ $s.t$. $\forall f\in R\cap H_{j},$ $(f, \phi j)=C_{j}\Lambda_{\phi}(f)$ .

証明. (i) が成り立たないと仮定して (ii) を示そう. そこで, $\exists f_{\mathit{0}}\in R\cap H_{j}\mathrm{s}$.t. $\mathrm{A}_{\phi}(f_{0})\neq 0$ と仮定する. $R\cap\ovalbox{\tt\small REJECT}$

は dense であるから, $\exists g\in R\cap H_{j}\mathrm{s}.\mathrm{t}.$
$\langle$g, $\phi_{j}\rangle$ $\overline{7}\leq 0$ . 任意の $f\in R\cap H_{j}$ に対して, 補題 1 より等式

$\langle$fg, $\phi j)=\Lambda_{\phi}(f)\langle g,$ $\phi$j $\rangle=\Lambda_{\phi}(g)(f,$ $\phi$j $\rangle$

が成り立っ. この式でまず $f=f_{0}$ とおくと, $\Lambda_{\phi}(g)\neq 0$ がわかる. したがって, $C_{j}=\langle g, \phi_{j}\rangle/\Lambda_{\phi}(g)$ とおくと

$C_{j}\neq 0$ であり, (ii) が成り立つ. 口

2 多項式環の場合

定理 1 の応用として, 先す $E$ は $\mathbb{C}^{n}$ の部分集合で, $R$ は $\mathbb{C}[z_{1}, \ldots, z_{n}]$ (の $E$ への制限) てある場合を考

えよう. 記述の簡単のため, multi-index notation を用 $\backslash$ る. $z=$ $(z_{1}, z2, . . . , z_{n})$ , $x=(\alpha_{1}, \alpha 2, . . . , \alpha_{n})$,
$z^{\alpha}= \prod_{i=1}^{n}z$\mbox{\boldmath $\tau$}i, $\mathbb{C}[z]=\mathbb{C}$ [$z_{1},$ $\ldots,$

$z$n]. 原点中心のべき級数を $\sum_{\alpha}a$
\mbox{\boldmath $\alpha$}

$z^{\alpha}$ と表す.

定義 3. $H$ が $\mathbb{C}^{n}$ の部分集合 $E$ 上の RKHS のとき, $H$ が $\mathbb{C}[z]$-dense であれば, $H$ は polynomially dense と

いう.

$H$ が polynomially dense のとき
$\overline{E}_{H}=$ { $q\in \mathbb{C}^{n}|\exists C>0$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\forall f\in \mathbb{C}[z]\cap H,$ $|$ f(q) $|\leq C||f||$ }

とおく. 明らかに, $\tilde{E}_{H}\supset E$ である. また $H_{j}$ $(j=1,2, . . . , m)$ が polynomially dense で, $\phi=\otimes_{j=1}^{m}\phi_{j}\in$

$\otimes_{j=1}^{m}H_{j}\backslash \{0\}$ が extremal のとき, 点 $\Lambda_{\phi}(z)=$ ($\Lambda_{\phi}(z_{1}),$ $\Lambda$ \phi (z2), . . . , $\Lambda_{\phi}(z_{n})$ ) $\in \mathbb{C}^{n}$ を $q_{\phi}$ とおき, extremal
な元 $\phi$ の中心という.

系 1. $H_{j}$ $(j=1,2, ..., m)$ は $E$ 上の polynomially dense $t_{*}^{\sim}RKHS$ とする. $\phi=\otimes_{j=1}^{m}\phi_{j}\in\otimes_{j=1}^{m}H_{j}\backslash \{0\}$

力$ $ext\tau emal$のとき, 任意の月 $\vee$ついて次が成り立つ.

(i) 中心 qゆは $\mathbb{C}[z]\cap H_{j}$ の函数の共通零点てある力 $\backslash$ , または $\exists C_{j}\neq 0s$ . $t$. $\forall f\in \mathbb{C}[z]$ 寡 $H_{\mathrm{j}}$ , $\{f,$ $\phi_{j}\rangle=$

$C_{j}f(q_{\phi})$ ,
(ii) $q_{\phi}\in\tilde{E}_{H_{j}}$ .

証明. (i) 補題 1 より $\Lambda_{\phi}$ は $\Lambda_{\phi}(1)=1$ をみたすような $\mathbb{C}$-mlgebra homomorphism であるから, 多項式

$f(z)= \sum_{\alpha}a$
\mbox{\boldmath $\alpha$}

$z^{0}$ に対して

$\Lambda_{\phi}(f)=\sum_{\alpha}a_{\alpha}\Lambda_{\phi}(z)^{\alpha}=f(\Lambda_{\phi}(z))$.

したがって, Aゆ $(f)=f(q_{\phi})$ . 後は定理 1 より直ちに示される. (ii) は (i) より明らか. 口

定義 4. Polynomially dense $t_{8\mathrm{f}}$ RKHS $H$ が $\overline{E}_{H}=E$ をみたすとき, $H$ は mwimal という.

次に polynomially dense $fX$ RKHS の例とそれが maximal になるための一つの十分条件を挙ける.

例 1 ([4]). $z,$ $\zeta\in \mathbb{C}^{n}$ に対して $z\zeta=$ ( $z_{1}\zeta_{1},$
$\ldots,$

$z_{n}\zeta$n) $\in \mathbb{C}^{n}$ とおく. 正係数のべき級数 $\eta(z)=$

$\sum_{\alpha}c$
\mbox{\boldmath $\alpha$}

$z^{\alpha},$ $(c_{\alpha}>0, \forall\alpha\in \mathbb{Z}_{+}^{n})$ を固定する. べき級数 $\eta(zz)$ の収束域 $D$ は空てないとする. $D$ て正則な函数

$f$ が $D$ でべき級数展開 $\sum_{\alpha}a$
\mbox{\boldmath $\alpha$}

$z^{\alpha}$ を持つとき, $f$ のノルムを

$||f||^{2}= \sum_{\alpha}\frac{|a_{\alpha}|^{2}}{c_{\alpha}}$
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と定義して, $||f||<\infty$ である $D$ で正則な函数 $f$ 全体の空間を $H_{\eta}$ とおく. $f,$ $g\in?t_{\eta}$ に対して, 内積を

$\langle f, g\rangle=\sum_{\alpha}\frac{a_{\alpha}\overline{b}_{\alpha}}{c_{a}}$ , $g(z)= \sum_{\alpha}b_{\alpha}z^{\alpha}$

と定めると $H_{\eta}$ は Hilbert 空間になる. $\zeta\in D$ のとき $k_{\zeta}(z)=\eta(z\zeta-)$ とおくと, $k_{\zeta}\in \mathcal{H}_{\eta}$ となることが容易に

わかる. 任意の $f\in H_{\eta}$ に対して $f(\zeta)=(f, k\zeta)$ が成り立つので, $k_{\zeta}$ は $\mathcal{H}_{\eta}$ の再生核であり, $H_{\eta}$ は $D$ 上の

RKHS になる. ノルムの定義から明らかに $H_{\eta}$ は polynomially dense である.

命題 1. $\forall z\in\partial D$ に対して, $\eta(z\overline{z})=$ �ならば $\mathcal{H}_{\eta}$ は mcimalである.

証明. $\eta(z\overline{z})$ は正項級数であるから, $\eta(z\overline{z})<\infty$ ならば $0<t<1$ である任意の垣こ対して $\eta(tz\neg tz<\infty.$ ,

たがって, 仮定より任意の $z\not\in D$ に対して $\eta(z\overline{z})=$ �であることが容易にわかる. 任意の ( $\not\in D$ と $\mathrm{n}\in \mathrm{N}$ に

対して, 部分和の多項式 $k_{\zeta}^{(n)}(z)= \sum_{|\alpha|\leq n}$ c。\mbox{\boldmath $\zeta$}-az\mbox{\boldmath $\alpha$} をとると,

$\frac{|k_{\zeta}^{(n)}(\zeta)|}{||k_{\zeta}^{(n)}||}=\sqrt{k_{\zeta}^{(n)}(\zeta)}arrow\sqrt{\eta(\zeta\overline{\zeta})}=\infty(narrow\infty)$.

よって, $\zeta\not\in\tilde{D}_{\mathcal{H}_{\eta}}$ となる. ゆえに, $\tilde{D}_{7t_{\eta}}\subset D$ であるから $\mathcal{H}_{\eta}$ Cは maximal てある. 口

系 1 より, RKHS のテンソル積の弱正則性に関して一つの十分条件が得られる.

定理 2. $E$ 上の RKHS $H_{1},$ $H_{2},$ $\ldots,H_{m}$ が全て polynamially dense かつ $\bigcap_{j=1}^{m}E$

\tilde

$H_{\mathrm{j}}=E$ ならば, それらのテ

ンソル積 $\otimes_{j=1}^{m}H_{j}$ は弱正則である.

証明. $\phi\in\otimes_{\mathrm{j}=1}^{m}H_{\mathrm{j}}\backslash \{0\}$ は extremal とする. 系 1 より, $q_{\phi} \in\bigcap_{j=1}^{m}E$

\tilde

$H_{\mathrm{j}}=E$ . $q_{\phi}$
が $H_{j}$ の共通零点でなけれ

ば定数 $C_{j}\neq 0$ が存在して, $\forall f\in \mathbb{C}[z]\cap H_{j}$ に対して $\langle f, \phi_{j}\rangle=C_{\mathrm{j}}f(q_{\phi})$ . $H$j は polynomially dense であるか

ら、 $\forall f\in H_{j}$ に対して $\exists f_{\nu}\in \mathbb{C}[z]\cap H_{j}$ $(\nu=1,2, . . .)\mathrm{s}.\mathrm{t}$. $f_{\nu}uarrow f(\nuarrow\infty)$ (強収束). $\langle$ $f$
\mbox{\boldmath $\nu$}’

$\phi_{j}$ ) $=C_{j}f_{\nu}(q_{\dot{\varphi}})$

であるから, $\nuarrow\infty$ とすると, $\forall f\in H_{\mathrm{j}}$ [こ対して $\langle f, \phi_{j}\rangle=C_{j}$ f(qゆ). $C_{j}\neq 0$ より, $\phi_{j}$ は点 $q_{\phi}\in E$ (こおける

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の point evaluation の定数倍である. ゆえに, $\phi_{j}$ は $K_{q_{\phi}}^{(\mathrm{j})}$ の定数倍となる, 口

注意 2. 特に, 全ての $H_{j}$ が polynomially dense かつ maximal ならば, テンソル積 $\otimes_{j=}^{m}$. $1H\mathrm{j}$ は弱正則である.

3 有理型函数環の場合

以下, 複素 1 次元の場合を考える. Polynomially dense な RKHS だけでは複連結領域またはリーマン面の
種数が正の場合をカバーすることはできないので, 多項式環の議論を少しだけ拡張する必要がある. $S$ を閉

リーマン面, $E$ を $S$ の正則部分領域として, $\mathcal{R}_{E}$ を $\overline{E}$ で正則な $S$ の有理型函数全体の函数環とする. この場合

は多項式環の場合とほぼ同様であるので, 証明を付け加える必要がある箇所だけ証明を述べて, それ以外は結

果だけ述べることにする.

命題 2. $\chi:\mathcal{R}_{E}arrow \mathbb{C}$ を $\chi(1)=1$ をみたすような $\mathbb{C}$-algebm homomorphism とする. このとき, 点 $q\in\overline{E}$ が

-意的に存在して, 任意の $f\in \mathcal{R}_{E}$ に対して $\chi(f)=f$(q) が成り立つ.

証明. 簡単のため, \mbox{\boldmath $\zeta$}=\chi (力とおく. ます, 任意の $f\in \mathcal{R}_{E}$ に対して $\chi(f)\in f(\overline{E})$ が成り立つことに注意する.

このことを背理法で示そう. 仮に $\zeta\not\in f(\overline{E})$ ならば, $f-(\neq 0$ on $\overline{E}$ であるから $1/(f\prec)\in \mathcal{R}_{E}$ . よって, $\chi$

の乗法性より
$1=\chi(f-\zeta)\chi(1/(f-\zeta))=(\chi(f)-\zeta)\chi(1/(f-\zeta))=0$ .
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これは矛盾である. ゆえに, $\chi(f)\in f$ (E).
$f\in \mathcal{R}_{E}\backslash \mathbb{C}$ を任意に一つ固定する. $f$ の位数を $n$ として $f^{-1}(\zeta)=\{q1, . . . , q_{r}\}$ $(1\leq r\leq n)$ とすると, 上
の注意より, $f^{-1}(\zeta)\cap\overline{E}\leq\overline{7}\emptyset$ である. $\zeta 0\in \mathbb{C}$ を $\zeta$ と異なり, $\# f^{-1}((_{0})=n$ となるよう [こ選ぶ. $g_{0}\in \mathcal{R}_{E}$ を
$f^{-1}$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}0) の各点で相異なる{直を取り, 更に go (p) $\overline{\tau}- 0\angle(\forall p\in\overline{E})$ 力 l\acute \supset g0(qj) $=0,$ $\forall qj\not\in\overline{E}$ となるような $S$ 上の

有理型函数とする. このとき, 十分小さな $\epsilon\neq 0$ に対して $g=1/(g_{0}+\epsilon)$ とおくと, $g$ は $\mathcal{R}_{E}$ の元であり, 任意
の

$q_{j}$ $(j=1, \ldots, r)$ で正貝りで、
$\sim’\in \mathrm{s}\mathrm{u}_{\frac{\mathrm{p}}{E}}|g|<|g(q_{j})|$

, $\forall q_{j}\not\in\overline{E}$ (4)

が成り立つ. このとき, 閉リーマン面の一般論より有理関数 $a\iota$. $(k=0, \ldots, n)$ が存在して, 恒等的に

$\sum_{k=0}^{n}a_{k}.(f)g^{k}=0$, $(a_{n}(z)=1)$ (5)

を満たす. 多項式 (5) のよく知られた構或法 [6] より明らかなように, 有理関数 $a_{k}(z)(k=0,1, . . . , n)$ は

$z=\zeta$ て正貝りである. よって, $a_{k}=b_{k}/c_{k},$ $b$k, $c_{k}$. $\in \mathbb{C}[z]$ で $c_{k}(\zeta)\overline{7}- 0\angle$ と表すことができる. $d= \prod_{k=0}^{n}c$\simお
くと, $da_{k}$ は多項式であり, $da_{k}$ (f) $g^{k}\in \mathcal{R}_{E}$ に注意して $\chi$ を作用させると

$. \sum_{k=0}^{n}da_{k}(\zeta)\chi(g)^{k}=0$

となる. $da_{k}.(\zeta)=d$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}) $a_{k}$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}) で $d$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}) $\overline{7}\underline{\angle}0$ であるから, $\sum_{k=0}^{n}a_{k}(\zeta)\chi(g)^{k}=0$ となり, (5) の作り方より,
$\chi(g)=g(q_{j})$ となる $j(1\leq j\leq r)$ が存在する. $q=q_{j}$ とおくと ( $=f$ (q) である. (4) と最初の注意より,
$q\in\overline{E}$である.

この $q$ が求める点であることを示そう. $g$ は $f^{-1}(\zeta_{0})$ の各点で相異なる値を取るので, 閉リーマン面の一般
論より $S$ 上の任意の有理型函数 $h$ に対して, 有理関数 $A_{k}$. が存在して $h= \sum_{k=0}^{n-1}A_{k}.(f)g$k と表される. 先す,
$h\in \mathcal{R}_{E}$ が $f^{-1}$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}) の各点で正則と仮定する. このとき作り方 $(\mathrm{c}.\mathrm{f} [6])$ より, 各係数 $A_{k}$ は $\zeta$ で正則てある. 再

び上と同じ議論で, 分母を払って計算することで等式

$\chi(h)=.\sum_{k=0}^{n-1}A_{k}(\zeta)g(q)^{k}=h(q)$

が得られる. 一般の $h\in \mathcal{R}_{E}$ に対しては, $h_{2}\in \mathcal{R}_{E}$ を各 $q_{j}\not\in\overline{E}$ で十分高位の zero を持ち, $h_{2}$ (q) $f$
」$0$ に取る.

このとき, $h_{2}$ と共に $h_{1}=h_{2}h\in \mathcal{R}_{E}$ も $f^{-1}$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}) の各点で正貝 $\mathrm{I}$」である. したがって, $\chi(h_{1})=\chi(h_{-},)\chi(h)$ より

$h_{1}(q)=h_{2}(q)\chi(h)$ . よって, 任意の $h\in \mathcal{R}_{E}$ に対して $\chi(h)=h(q)$ が成り立つ. 函数族 $\mathcal{R}_{E}$ は $S$ の点を分離

するので, 点 $q$ の一意性は明らか. 口

定義 5. $E$ 上の RKHS $H$ が $\mathcal{R}_{E}$-dense であるとき, $H$ は memmorphically dense と 4 $\mathrm{a}$ う. 特に $S$ の genus
が 0 の場合, $H$ は mtionally dense と言う.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $(j=1,2, . . . , m)$ は $E$ 上の meromorphically dense な RKHS とする. $\phi=\otimes_{j=1}^{m}\phi_{j}\in\otimes_{j=1}^{\mathrm{n}}’ H_{j}\backslash \{0\}$

が extremal のとき, 定理 1 と命題 2 から一意的に定まる点 $q\in\overline{E}$ を, 多項式環の場合と同様に, extremal な
元 $\phi$ の中心といい $q_{\phi}$ で表す. 同様に

とおく. 誤解のない場合は $\tilde{E}_{H}$ を $\overline{E}$ と略記することにする. $\tilde{E}_{H}=E$ のとき, $H$ は maximal と言う.
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系 2. $H_{j}$ $(j=1,2, . . . , m)$ は $E$ 上の meromorphic.ally dense な RKHS とする. $\phi=\otimes_{j=1}^{m}\phi_{j}\in\otimes_{j=1}^{m}H_{j}\backslash \{0\}$

力 $\mathrm{s}$ extremal のとき, 任意の月;対して次が成り立つ.

(i) 中心 $q_{\phi}$ は $\mathcal{R}_{E}\cap H_{j}$ に属する函数の $\overline{E}$ における共通零点てある力 $\backslash$ , または

(ii) $\exists$C$j\neq 0$ $s.t$. $f\in \mathcal{R}E\cap I$
$j$ , $\langle f,$ $\phi j)=C_{j}f(q_{\phi})$ .

定理 3. $E$ 上の RKHS $H_{1},$ $H_{2},$
$\ldots,$

$H_{m}$ が全て meromorphically dense かつ maximal ならば, それらのテン

ソル積 $\otimes_{j=1}^{m}H_{j}$ は弱正則てある.

4 一般ノルム不等式の等号

$(H, K)$ を $E$ 上の RKHS とする. $\psi(z)=\sum_{\nu=0}^{\infty}c$
\mbox{\boldmath $\nu$}

$z^{\nu}$ を、任意の $\nu$ に対して $c_{\nu}\geq 0$ てあるような $\mathbb{C}$ 上の整

函数とする. $\psi(K)\gg 0$ であるから $\psi(K)$ を再生核とする $E$ 上の RKHS ( $H_{\psi},$ $\psi$ (K)) が一意的に存在する.

$H\psi$ の内積を $\langle\cdot, \cdot\rangle\psi$ , ノルムを $||\cdot||\psi$ で表す. $H_{j}$ の核函数の和 $\sum K_{j}$ を再生核とする RKHS を $\mathfrak{G}H_{j}$ , 積 $K^{m}$

に対応する RKHS を $(H^{\theta m})_{\mathrm{r}}$ , また定数倍 $cK$ に対応する RKHS を $cH$ で表す. 再生核の一般論により, 等式

$\psi(K)=\sum_{\nu=0}^{\infty}c_{\nu}K^{\nu}$

に対応して RKHS の等式

$H\psi=\cup+c_{\nu}(H^{\Phi\nu})_{r}\nu=0\infty$

および, それに付随してノルム不等式

$||\psi$(f) $||${ $\leq\psi$ ( $||$f $||^{2}$ ), $\forall f\in H$ (6)

が成り立つ $[1, 2]$ . 作り方より、$\psi(K_{q})$ は $H_{\psi}$ の点 $q$ における再生核である. よって, $f=K_{q}(q\in E)$ のとき

不等式 (6) において等号が常に成り立つことに注意する. 等号条件を調べるために, $\psi=\psi_{1}0\psi_{2}$ と分解する.

たがし

$\psi_{1}(z)=c_{0}+z$ , $\psi,.(z)=\sum c_{\nu}z^{\nu}\infty$

$\nu=1$

とおく. 次の不等式
$||\psi(f)||_{\psi}^{2}\leq\psi_{1}(||\psi_{2}(f)||_{\psi_{1}}^{2})\leq\psi_{1}(\psi_{2}(||f||^{2}))=\psi(||f||^{2})$

から, $\psi(z)$ に関するノルム不等式の等号条件は $\psi(z)$ が一次式または $\psi(0)=0$ の二つの場合に帰着されるこ

とがわかる. 上の記号の下, $H_{\psi}=c_{0}\mathbb{C}|$d $H_{\psi_{2}}$ と表される. 後で利用するので, 少しだけ一般論を思い出してお

こう. RKHS $(H\mathrm{j} , Kj)(j=1,2)$ の内積, カレムをそれぞれ $\langle\cdot, \cdot\rangle j,$ $||\cdot||j(j=1,2)$ とする. $H_{1}WH_{2}$ のノノレ

ムを $||\cdot||_{12}$ とする. このとき, ピタゴラス不等式

$||$fl $+f2|$l?$2\leq||f_{1}||?+||$f2l $|_{2}^{2}$ , $\forall$f$1\in H_{1},$ $\forall f_{2}\in H_{2}$ (7)

が成り立つ. 簡単な変分により, (7) で等号が成り立つ必要十分条件は

$\langle f_{1},- h\rangle 1=(f_{2},$ $h\rangle_{2},$ $\forall h\in H_{1}\cap H_{2}$ (8)

てあることがわかる ( $\mathrm{c}.\mathrm{f}.$ [5, p. 32]). $\psi(z)$ が一次式の場合を先す調べる.
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命題 3. $H$ を RKHS として $c_{0}.\geq 0$ のとき, $H_{\psi_{1}}=\mathrm{c}_{0}\mathbb{C}\mathrm{U}$+H に対して次の不等式が成り立っ.

$||\omega$. $+f||_{\psi 1}^{2},\leq$ へ $+||f||^{2},$ $\forall f\in H$ .

この式で等号が成り立つ必要十分条件は次のいすれかが成り立つことである.

(i) $c_{0}=0$ ,
(ii) $1\not\in H$ ,
(iii) へ $>0$ かつ $1\in H$ かつ $\langle f, 1\rangle=1$ .

証明. 偽 $=0$ ならば等号は自明てある. $1\not\in H$ ならば $c_{0}\mathbb{C}\cap H=\{0\}$ である. このとき, 条件 (8) より常に等
号が成り立つ. (i) ても (\"u) でもない場合, $c_{0}\mathbb{C}\cap H=\mathbb{C}$ であるから等号条件 (8) は ($c_{0},1\}=1=\langle f$, $1$ } と同
値てある. したがって, (iii) の場合に限る. 口

次に $\psi(z)=\psi_{2}$ (z) の場合を調べよう. ある程度一般的な条件の下で例外的な場合は起こらないことが分
かる.

定理 4. 上の設定の下, 次を仮定する.

(i) $H$ は polynomially dense 1 たは memmorphically dense, かつ maximal な RKHSてある,
(ii) $\{(i,j)|c_{i}c_{j}\neq 0,1\leq i<j\}\neq\emptyset$.

$d=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}\{j-i|\mathrm{C}:\mathrm{C}_{j}\neq 0,1\leq i<j\}$ とおく. このとき, ノルム不等式 (6) で等号が成り立っならば, $f=0$ ま

たは, ある $q\in E$ と定数 $C$ が存在して $f=CK_{q},$ $C^{d}=1$ となる. 特に, $d=1$ てあれば等号の必要十分条件

は, $f=0$ または, ある $q\in E$ が存在して $f=K_{q}$ となることてある.

証明. $\nu^{/}2(0)=0$ であるから, $f=0$ のとき等号が成り立っのは自明である. そこで $f7^{-0}$」 が不等式 (6) にお
いて等号を与えると仮定しよう. $\psi_{2}$ (z) の係数を $\{c_{\nu}\}_{\nu}$ として, $c_{i}c_{j}$ $\neq 0,1\leq i<j$ とする. 仮定より, $f^{\otimes j}$

は $H^{\otimes j}$ で nonzero extremal である. 定理 2 または定理 3 より H\otimes qは弱正則であり, 中心 $q\in E$ が存在し

て, $q$ は $H$ の共通零点かまたは $\exists C\in \mathbb{C}\backslash \{0\}\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $f$ =CKq となる. 以下簡単のため, $R$ は $\mathbb{C}[z]$ または $\mathcal{R}_{E}$

を表すこととする. 定理 2, 3 の証明からわかるように, $\phi\in H^{\otimes m}\backslash \{0\}(m\geq 2)$ が extremal ならば中心 $q$ は

$\Lambda_{\phi}(g)=g$(q), $\forall g\in R$ をみたすこと (こ注意する.

ます
$\eta$

$q$ は $H$ の共通零点でないことを示そう. $H$ は $R$-dense であるから, $f\neq 0$ より, $\mathrm{t}^{l}u,$ $f$) 」$7^{-0}$ をみたす

$u\in R\cap H$ が存在する. 一般に, $\otimes_{k}\phi$k が extremal なとき, 任意の $\otimes kg\iota$. $\in\otimes_{\mathrm{A}}.H_{k}$. にたいして
$\langle$� kgk, $\Pi_{k}\phi_{k})=\langle\otimes k.gk.\otimes\iota.\phi_{k}\rangle=\Pi\iota.(g_{k},$ $\phi_{k}\rangle$

である. $f^{\Phi j}$ は extremal であるから
$\langle u^{j}, c_{j}f^{j}\rangle=\langle u, f\rangle^{j}$ .

一方, $i\geq 2$ のとき $f^{\otimes:}$ も extremml であるから

$\langle u^{j}, c_{1}.f^{:}\rangle=(u^{j-i+1},$ $f\rangle\langle u,$ $f\}^{*-1}.$ .

この式は, $i=1$ のときも自明に威り立つ. $f^{\otimes j}$ は extremal だから補題 1 より $(u^{i-:+1}, f\}=u^{j-*}.(q)\langle u, f\rangle$ で

ある. ところが, $u^{\mathrm{j}}\in(c:H^{\otimes:})_{r}\cap$ ($c_{j}H$\otimes j),. であるから, (8) より $\langle u^{j}, c:f^{i}\rangle=(u^{j},$ $c_{j}f^{j}\rangle$ . $\text{し}$たがって,

$\langle u, f\rangle^{\mathrm{j}-*}$

.
$=uj-i(q)$ . (9)



71

よって, $u$ (q) $\overline{\tau}- 0[perp]$ となり, 点 $q$ は $H$ の共通零点ではない. したがって, ある定数 $c7^{-}\simeq \mathrm{o}$ が存在して $f=CK_{q}$

となる. 条件 (9) と $f$ の再生性より $C\text{升}i=1$ である. 初等整数論より, 最大公約数 $d$ はこのような $j-i$ の整
数倍の和として表されるので $C^{d}=1$ が分かる. 口

命題 3 と定理 4 をまとめて次の定理を得る.

定理 5. 上の設定の下, 次を仮定する.

(i) $H$ は polynomially dense または meromorphically dense, かつ masimal な RKHS,
(ii) $\{(i, j)|$ CiCj $\overline{\tau}^{\angle}0$ , $1\leq i<j\}r\lrcorner\emptyset$ かつ $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}\{j-i|$ CiCj $\overline{\tau}^{\mathit{1}_{-0}}$ , $1\leq i<j’\}=1$ .

このとき, ノルム不等式 (6) で等号が成り立つ必要十分条件は次のいすれかが成り立つことてある.

(a) $c0>0$ かつ $1\in H\psi_{2}$ ならば, ある $q\in E$ が存在して $f=K_{q}$ となる.

(b) $c_{0}=0$ または $1\not\in H_{\psi_{2}}$ ならば, $f=0$ またはある $q\in E$ が存在して $f=K_{q}$ となる.

注意 3. 定理 5 において, $H$ が共通零点を持てば $1\not\in H\psi_{2}$ であり, $f=0$ は等号を与える. しかしこの場合

を共通零点にとると $K_{q}=0$ であるので, 等号の必要十分条件は $f=K_{q}(\exists q\in E)$ と表すことができる.

5 応用

リーマン面上の正則関数及び正則微分に関する次のような RKHS のテンソル積の正則性を調べよう. ここ

ては, 定義域 $E$ は閉リーマン面 $S$ の正則部分領域とする.

(i) $h_{1}$ : (Szeg\"o 型空間) $E$ 上の Hardy $H^{2}$ 空間に $||f||^{l}.= \int_{\partial E}|f|^{2}\rho|dz|$ でノルムを入れた空間. $\rho|dz|$ は

� E 上の正値連続な計量.

(ii) $h_{2}$ :(Dirichlet 型空間). $E$ 上の正則函数 $f$ で $f(a)=0(a\in E)$ かつ有限な Dirichlet ノルムを持つも
の. $||f||’= \iint_{E}\rho|of|^{2},$ $\rho$ は $\overline{E}$ 上の正値連続函数.

(iii) $h_{3}$ : (Bergman 型空間) $E$ 上の Bergman 空間に $||f||^{2}= \iint_{E}|f|^{2}\rho^{2}$ dxdy でノノレムを入れた空間. $\rho|dz|$

は $\tilde{E}$ 上の正値連続な計量.

次の事実は良く知られている [10, 定理 8]

命題 4. $E$ は閉リーマン面 $S$ の正則部分領域とする. $\overline{E}$ て正則な任意の函数 $f$ と $\forall\epsilon>0$ に対して $\exists g\in \mathcal{R}_{E}$

$s.t$. $||f-g||_{\infty}<\epsilon$ on $\overline{E}$ .

次の対数極をもつ一価正則函数の存在もよく知られている.

命題 5. $E$ は閉リーマン面 $S$ の正則部分領域とする. $\forall a\in\partial E$ に対して $U$ を $a$ の $S$ における座標円盤とす

る. 任意の $\mathrm{p}\in U\backslash \overline{E}$ に対して $\overline{E}$ て一価正則な函数 $f_{p}$ が存在して, 次をみたす.

(i) $z\in U\cap\overline{E}$ のとき, $f_{p}(z)=\log(z-p)+g_{\mathrm{p}}(z)$ . ただし, 函数 $g_{\mathrm{p}}(z)$ は $(z,p)\in U\mathrm{x}U$ て有界正則.

(ii) $p$ が $a$ に十分近いとき, { $f_{p}($z)}p は $\overline{E}\backslash U$ で一様有界.

定理 6. 次が成り立つ.

(i) RKHS $h_{j}(j=1,2,3)$ は meromorphically denseかつ mwimalである.
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(ii) Dirichlet 型空間 $(\dot{j}= 2)$ を除くと, 任意の整数 $\nu\geq 2$ に対して $h_{j}^{\otimes\nu}$ は正則である. $h_{2}^{\otimes}$
“ は弱正則で

ある.

(iii) $E$ を単位円 $\Delta=\{|z|<1\},$ $a$ =0, $\rho\equiv 1$ としたとき, $\phi^{\otimes 2}$ が $h_{2}\otimes h_{2}$ で extremal であるための必要
十分条件は $\exists c\in \mathbb{C}s$ . $t$ . $\phi=ck_{q}(q\in\Delta\backslash \{0\})$ または $\phi(z)=cz$ . ただし, $k_{q}(z)=-\log(1-\overline{q}z)$ は
$h\underline{\circ}$ の核函数である. したがって, $h_{2}\otimes h_{2}$ は弱正則であるが正則てはない.

証明. (i) ます Hilbert 空間 $h_{j}\cap \mathcal{R}_{E}$ は全て $h_{j}$ で dense である. これは, Szeg\"o核や Bergman核が Schottky
であることとノルムが重みに関わらす同値であることより, $h_{j}$ では $\overline{E}$ で正則な函数が dense であり, したがっ
て命題 4 からわかる. 次に, $h_{\mathrm{j}}\cap \mathcal{R}_{E}$ は $\mathcal{R}_{E}$ の ideal てある. これは, $\mathcal{R}_{E}$ は $\overline{E}$ で有界であるがら一般論より
明らか. したがって, $h_{\mathrm{j}}$ は全て meromo甲 hically dense である.

次に, 全ての $h_{\mathrm{j}}$ は maximml であることを示そう. そのためには, $a\in\partial E$ を固定して, $|f_{p}(a)|/||f_{p}||$ が

$\mathrm{p}arrow a$ のとき $\infty$ に発散することを示せばよい. これは, 命題 5 を用いると局所的評価に帰着し容易である. た
だし, Dirichlet 型の場合は公式

$\frac{1}{\pi}J\int_{1}$. $\mathrm{I}<1$

$\frac{dxdy}{|z-a|^{2}}=\log\frac{|a|^{2}}{|a|^{2}-1}$ , $(|a|>1)$

を用いる.

(ii) 定理 3 と (i) よりこれらの空間のテンソル積は弱正則である. 空間 $h_{1},$ $h_{3}$ は共通零点を持たないので正

則である.

(iii) $\phi=ck_{q}$ ならば $\phi^{\otimes 2}\in(h_{2}\otimes h_{2})_{0}^{[perp]}$ は明らかである. $z^{\otimes 2}.\in(h_{2}\otimes h_{2})_{0}^{[perp]}$ を示そう. $\{z^{\mathrm{i}}/\sqrt{i}\}_{\dot{\iota}=1}^{\infty}$ は $h_{2}$ の

CONS なので, $\{z^{i}\otimes z^{j}/\sqrt{\iota J}\}_{-,j=1}^{\infty}$ はテンソノレ積 $h_{2}\otimes h_{\lrcorner}.$, の CONS である. したがって, 任意の $f\in h_{2}\otimes h_{2}$

は

$f=. \sum_{*,j=1}^{\infty}\frac{c_{ij}}{\sqrt{tJ}}z^{\mathrm{i}}\otimes z^{j}$ , $( \sum_{i,j=1}^{\infty}|c_{ij}|^{2}<\infty)$

と表される. このとき, $f\in(h_{2}\otimes h_{2})_{0}$ $\Leftrightarrow$ $\sum_{:+j=n}c_{i\mathrm{j}}/\sqrt{iJ}=0(\forall n\geq 2)$ . 特に, $c_{11}=0$ . しがし,
$\langle f, z^{\otimes 9}.\rangle=c_{11}$ & $()$ , $z^{\otimes 2}\in(h_{2}\otimes h_{2})_{0}^{[perp]}$ .
逆に $\phi^{\otimes 2}\in(h_{\mathit{2}}\otimes h_{\mathit{2}})_{0}^{[perp]}$ とする. $\phi$

」
$7^{-}0$ と仮定してよい. このとき, 補題 1 より $\exists q\in\Delta \mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $(zf$, $\phi\rangle=$

$f(q)\langle z,$ $\phi$). $q_{\Gamma}0\lrcorner$ ならば, 定理 2 の証明と同じようにして, $\exists c\in \mathbb{C}\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\phi$ =ckq. $q=0$ ならば, $\phi$ の内積

から induoe する linear functional は定数倍を除いて $farrow f’(0)$ の形. したがって, $\phi$ は $z$ の定数倍であるこ

とが容易にわかる. これで (iii) の最初の主張は証明された. $h_{2}\otimes h_{2}$ が正則でないことは, 函数 $z$ が核函数

$k_{w}(w\in\Delta)$ の定数倍ではないことから明らか. 口

注意 4. [7, p.73] では $\phi=z$ のとき $\phi^{\theta 2}\in(h_{\mathit{2}}\otimes h_{\mathit{2}}.)_{0}$
\perp であることを見逃している ($a_{2}=0$ の場合). したがっ

て, [7] の等号条件の証明は少し訂正が必要である.
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