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The Stability of the Non-Equilibrium Steady States

Dept. of Physics University of Tokyo, Yoshiko Ogata.
東京大学大学院理学系研究科物理学専攻 緒方芳子

C*-環を用いた熱統計力学の研究は、熱平衡状態を中心に古くから行われてき
た。統計力学を考える上で、 あえて $C^{*}$-環をもちだしてくる理由は、それが
無限系をとりあつかえることにある。 この枠組みは、数学的に厳密であると
いうばかりではなく、物理状態の巨視的同値、 非同値性や、散逸といった直
感的な物理的概念の数学による明瞭な表現を可能にする。

さらに最近では、C*-環を用いた熱平衡状態から大きく離れた、非平衡定常状
態 (non-equilibrium steady $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\text{、}}$ NESS) とよばれる系の研究がなされる
ようになった。本稿では、非平衡定常状態の巨視的な安定性について検証し
たい。

1 非平衡定常状態

熱十衡状態は、温度で特徴付けられる、すなわち、エネルギー $E$ をもつエネ

ルギー状態が実現する確率が、 $e^{-\beta L^{\mathrm{v}^{\urcorner}}}$ に比例するような状態である。数学的に
は、 これは KMS状態として定義される。

定義 1(KMS 状態) $(O, \alpha)$ を $C^{*}$ 力学系, $\omega$ を $O$ の状態とする。,3 $>0$ に

吋 $\llcorner$ て

$D_{\beta}=\{z;z\in \mathbb{C}, 0<1\mathrm{n}1z</.?\}$

とする。状態 $\omega$ が $(\alpha, \beta’)- KMS$ 状態であるとは、 $\forall A,$ $B\in O$ に対して以下を
満たす $D\beta$ 上 analytic, $\overline{D}$, 上有界な複素関数 $F_{4,B}.sl$ .

$\mathrm{f}1_{1,l\mathit{3}}.(t)=\{v(_{\sim}4\alpha_{l}(B)),$ $F_{4,B}.(t+i/J)=\omega(\alpha_{t},(B)\wedge 4)$ $It\in \mathbb{R}$

が存在することをいう。

今、 熱平衡状態に対して、非平衡状態 $\text{、}\downarrow$ 特に、 エネルギー流のある定常状態
をつくりたい。 このような状況は、 われわれが日常的に目にするものである
が、 この状況を、数学的に実現するために、いろいろなアプローチが存在す
る。 ここでは、以下のような設定を考える。温度の異なる、無限に広がった二
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$\Downarrow$

つの熱浴を用意し、図のように、物理系を、 その二つの熱浴とつなげる。時
間力叶分経ったあと、系は、 何らかの定常状態へと収束するだろう。熱浴が
無限であるために、 それらの温度の違いは流れをうみだす。すなわち、定常
状態において、温度の高い方から低い方へと流れていくエネルギー流が存在
する。 (実際に、 後になってかんがえる free Fcnnion model においては、 こ

の定常状態について 0 でないエネルギー流が存在する。 さらに、 バリステイツ
ク系と呼ばれる系の輸送現象についての実験結果は、 この枠組みで説明する
ことができる。)

このような動機付けから、以下のように非平衡定常状態を定義ずる。

定義 2(NESS $[\mathrm{R}],[\mathrm{J}\mathrm{P}1],[\mathrm{J}\mathrm{P}2]$ ) $(O, \alpha)$ を $C^{*}$ 力学系, $\omega_{0}$ を $O$ の初期状態
とする。 .二の時、

$\frac{1}{T}\int_{0}^{T}.\omega$o $\mathrm{o}\tau’ dt$

の $Tarrow\infty$ での weak*-位相での集積点の集合 $\Sigma_{a}(\omega)$ を、 $\omega_{\mathrm{t}\mathrm{I}\backslash }0$

, からつくら
れる J $\mathrm{r}-arrow|\backslash -’-$.衡定常状態 (Non-Equdibrium Steady StatesNESS ) という

$\text{。}$

$\mathcal{O}$ が 1 を持つとき、 $\Sigma_{c\iota}(\omega)$ は空でなく、 その元は $\alpha$-不変である $\iota_{J}$

.

2 Macroscopic Instability

巨視的同値性を、以下のように定義する。

定義 3 $UHF$ algebra に対して、状態 $\omega$ と ” が $quasi- c^{\mathrm{J}}q\uparrow’i,\uparrow \mathit{1}alent$ であるとき、
それらは巨視的に同値であるという。

この解釈をもとに、状態の安定性を議論しよう。

まずは、 時間発展に摂動を加えることを考える。 $(\mathcal{O}, 0.)$ を $c^{*},-$力学系、 $\omega$ を
$(\alpha, d’.)$-KMS st.ate, $\mathrm{T}\vee=1^{*}\vee\in \mathcal{O}$ とする $\text{。}\mathrm{Q}’$. の generator を $\delta$ とすると、
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$\delta+$ i[Ii.] $\mathfrak{l}$ A. strongly continuous one parameter group of autornorphisms $\mathrm{Q}^{\mathit{1}}1$

’

$a^{J}$7’ $(_{\sim}4)\equiv C1^{J}$t $(_{-}4)$

$+ \sum_{1l\geq l}\prime i^{n}.\int_{0}^{t}.d$t $[$

$\int_{0}^{t_{1}}.dt_{2}\epsilon$ $\int_{0}^{t_{n-1}}d’,l1[a_{t_{\tau?}}(\mathrm{f}^{J}’), [\cdot|1, [\alpha_{t_{1}}.(1’.)\urcorner 0\cdot.t(\wedge 4)]]]$

を生或する。

このような摂動が加わったときに、系はどのようにふるまうのだろうか。 も
し、 この摂動が加わった後、時間が無限経ったあとで、状態が、” 高々巨視的
に同値 ” な状態へとうつるのであれば、 もとの状態は、 この摂動に対し、 巨
視的に安定と考えることができる。

熱平衡状態の場合、 この現象は、 return to $\mathrm{t}_{!}^{\backslash }\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}1\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{u}11^{\cdot}1$ とよばれる $\text{。}$ 特に、有
限系が熱平衡状態にある場と有界な相互作用で接したという状況を考えよう。

まず、熱平衡状態は、以 1;のような安定性をもっていることが知られている。

定理 4(KM$S$-状態の安定性 $[\mathrm{A}1],[\mathrm{A}2]$ ) $\omega$ が $(a’, \beta)- KMS$ 状態, $\mathrm{I}^{r}.=.\mathrm{L}^{r*}\in$

$\mathcal{O}$ とする $\text{。}$ この H寺、 $\omega$ -normal を $(\alpha\iota\cdot, \beta)- KMS$ 状態 $\omega\iota$
. が存在する $\text{。}$

この定理から、 はじめに独立であった有限系と熱串衡状態にある場を、時刻
0 で有界な相互作用でつなげた場合に、初期状態に対して llOl.lll.a1 を $(\mathit{0}’.1^{\cdot},$ $/\cdot J\succ$

$\mathrm{K}\mathrm{h}^{J}.\mathrm{I}\mathrm{S}$ 状態が存在する。有限系をつなげたときに、すべての normal な状態が
この状態に収束するならば、系が新しい熱平衡状態に収束ずるという、物理
的に自然な現象が記述できる。

とくに、 今、 新しい熱平衡状態は $110\iota\cdot \mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}.1$ なので、 熱平衡状態が、 相 LI-.作用
によって、” わすかに ” ずれた、 ととることができて、 これはわれわれが熱平
衡状態を観測するときにみいだす安定性と解釈できる。

定義 5(Return to equilibrium) ( $\mathcal{O},$ (v) を $C^{*}$ -力学系とする。$\omega$ を ( $r\iota’.\beta$ \succ
$KMS$ 状態とする。物理系が状態 $\omega$ に対してエルゴード平均の意味で $l^{\backslash }etur\cdot n$

to $equil_{1}ib\gamma^{J}.j_{l}urn$ をしめすとは、任意の $\omega$ -nor$.m,al$ な状態 $\uparrow l$
が時間が無限)こたっ

た後、 $\omega$ に弱 \neq 収束する、 即ち、

$\frac{1}{T}\int_{11}’.\int.\eta$( $0$’t(x))dt $=\omega$ (\sim .), $a:\in \mathcal{O}$

となることをいう。
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このような考察から、 巨視的不安定性を以下のように定義する。

定義 6 (Macroscopic Instability) (O。” $0_{m}’.\cdot$ ) を $UHF- algeb\uparrow\cdot.a$ からなる
$C^{*}$ -力学系、 $(O_{s}, \alpha 8)$ を matrix a\mbox{\boldmath $\omega$}e静 a で与えられる $C^{*}$ -力学系とする。 $(_{-}’)_{\gamma/l}$.

の状態 $\omega_{m}$ が摂動 l $’\vee\in \mathcal{O}_{s}\otimes O_{n}$、に対して巨視的に不安定であるとは、 $\mathcal{O}_{s^{l}}$ の

任意の状態 $\omega_{s}$. ついて、

$\frac{1}{T},[_{0}^{T}((v_{s}\bigotimes_{-}. \omega_{n\iota})\circ\alpha$ l. $\vee$

の集積点の集合 $\Sigma_{\alpha_{1}}.\cdot$ ( $\omega_{s}-\emptyset,\cdot\omega$m) が $\omega_{s}\emptyset\omega_{m}$ -normd な元をもたないことをい
う。 そのような $\mathfrak{s}^{r}\acute{\prime}$ が存在ずるとき、 $\omega_{r’\iota}$ は巨視的に不安定という。

Ret.urn to equilibrium, llilacroscopic instability どちらの問題も、 $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{o}\iota 1T^{\Gamma}\mathrm{i}11\mathrm{e}$

operator とよばれる, GNS ヒルベルト空間」$–\wedge$の作用素のスペクトル問題に帰
着する。次の章でこのことを見よう。

3 Liouville Operator

$(O, \alpha)$ を $C^{*}$ -力学系, $\omega$ を $O$ の状態、 $(\mathcal{H}, \pi, \Omega)$ を $\omega$ の GNS 表現とする。 $\Omega$

が von Nemnaun 環 $\pi(O)’’$ に対して $\mathrm{c}..\backslash ’\mathrm{c}1\mathrm{i}\mathrm{c}$ かつ separating であるとする $\text{。}$

$\zeta l$

に\lambda ける natural $\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\backslash \prime \mathrm{e}$ . $\mathrm{t}_{l}.\mathrm{O}110$ を $\mathcal{P}-\text{、}$ lnodlda.r co司 ugation を $J$ とする $\text{。}$

この時

定理 7 任意の $\omega$ -normal 状態 $\eta$ に対して 7

$\eta$(x)–. $\langle$ $\xi(\eta),$ $\pi$ (x) $\xi(r_{l})\rangle$ $x\in \mathrm{C}9$

を満たす唯 –の $\xi.(r|)\in P$ が存在する。

さらに

定理 8 $\zeta$} が $\prime uon$ Neumann 環 $\pi(O)^{l\prime}$ まで拡張されたとする $0$ この I寺、 Stan-
dard Theory により以 $|^{-}\text{、}$の性質を満たす one $par’a\uparrow n,eter$ group of unitaies
$t\in \mathbb{R}arrow L^{\gamma}$, が存在する。

1. $L^{\Gamma_{l}}\pi(.\prime l,\cdot)U_{t}^{*}=\pi(e)$ ’t $(.r\iota))$ . $x\in \mathcal{O}$ ;

2. $U,\mathcal{P}\subset Par\iota dU_{\ell}\xi(\prime l.l)=\zeta(0^{l}-1*(t|))$ ,

$\uparrow l$ : $\omega- no?\mathrm{v}\mathfrak{s}|,al$ 状態, $(a^{*}.rl)(\wedge 4)\equiv\eta(\mathrm{o}(\wedge 4))$ .

3. $[U(c\iota^{l}), J]=0$ .
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さらに $C_{t}^{\tau}/$ が strongly coritinuous であったとする $\text{。}$ この時 $\text{、}$

$\mathrm{b}_{\mathrm{L}}’\mathrm{C}^{\mathrm{J}}.1\mathrm{f}$.-adjoiui, $\mathrm{o}1^{1-}$

erator $L$ により.
$U_{t}=e^{it.L}$

と書ける。 $L$ を Liouville operator と 1手ぶ

さて?. $\alpha$-不変な $\omega$-normal 状態と Liouville operator $L$ の kernel とを関係つ
けよう。以下の命題が得られる。

Proposition 9KeIL $=\{0\}$ とすると、 $\omega$ -normaf, を \mbox{\boldmath $\alpha$}-不変状態は存在し
ない。

証明
$\alpha$-不変な $\omega$-normal 状態 7Dゞあったとする。
この時、 $rl$ は $\prime p$ の元 $\xi(\eta)$ で

$\eta(x)=\langle\xi(\eta), \pi(x)\xi.(\eta)\rangle$ , $x\in O$ ,

のように与えられる。
次に、期待値 $\langle U_{t}^{*}\xi(\eta), \pi(x)U_{t}^{*}\xi(r|)\rangle$ をかんがえると、 $U_{t}$ の定義から

$\langle$ $U,$
,
$*\xi.(\eta),$ $\pi(x)U$7 $\xi.\cdot$ $(\eta))-=\eta\circ a_{t}.(x)$ $x\in O$ .

今、 $r$( は \mbox{\boldmath $\alpha$}-不変なので、

$’|l^{\mathrm{o}\alpha}$ t $(.’\iota..)=\prime {}^{t}l(x)=\langle\zeta(\eta),$ $\pi(x)\xi(7l))$ . $x\in \mathcal{O}$ .

とをる。
ここで、 $\xi$

. (?l), $l_{l}^{\tau*}j\xi(\eta)$ いづれも $\mathcal{P}$ の元で、状態 $.\eta$ を与えていることがわかる。
$\eta$ を $\underline{1^{\wedge}.}$

}える $P$ の元は唯 —なので、

[$I_{t}^{*}\xi(|.Jl)=$ \mbox{\boldmath $\xi$}(’’)、

とをる。
Liouvile $0\mathrm{I}^{\mathrm{J}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}_{1}\mathrm{o}\mathrm{r}}$ の言葉で書くと、 これは、

$\xi(\eta)\in \mathrm{K}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}.\mathrm{r}L$

を意味する。

$\Sigma_{0^{l}}$ (\mbox{\boldmath $\omega$}) の元は、 $C1’$.-不変より、 $\omega$ の巨視的不安定性をいうには、 $\mathrm{k}\mathrm{c}^{1}1^{\cdot}L$ =0 をい
えばいいことがわかる。

$\mathrm{R}.\mathrm{e}\backslash ,\mathrm{t}\iota \mathrm{l}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{l}$ to $\mathrm{t}^{\backslash }\mathrm{q}\tau 1\mathrm{i}1\mathrm{i}\mathrm{b}_{1}\cdot \mathrm{i}\iota 1\ln$ も Liouville opcr.a$\mathrm{t}()$r のスベクト)$\mathrm{s}$をみることで
$\text{、}$

い

え $7_{d}$

。
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Proposition 10 ([BFSI]) $(O, a’)$ を $C^{*}$ -力学系、’を (。, $\beta$ ) $- KMS$ 状態、
$(\mathcal{H}, \pi, \Omega)$ を $\omega$ の $GNS$ 表現とする。 $c\iota’$ )こ対する Liouvi$l$, le $ope\mathit{7}^{\cdot}at,orL$ が、 $\Omega$

に対.l芯する simple eigen va$lue$ $()$ を 4寺ち $L$ の残りのスベクトルは全て連続ス
ベク $|\backslash$ ノレであるとしよう。 このとき、系は、 $\mathrm{J}’.et\mathrm{t}l\#..ll$ to equdibrium を示ず。す
なわち、 (Lなの $\omega- r|,or\cdot mal$ 状態 $\prime l$

(こついて、

7l$\ln\frac{1}{T}.\eta\infty.\acute{0}T$( $\alpha$ (A))dt $=\omega$ (.4), $A\in O$ .

証明
Liouville operator $L$ のスベクトルの連続性から、

$\prime w-’\int^{1}1\mathrm{i}_{1}\cdot \mathrm{n}\frac{1}{T}arrow\infty\int_{0}^{\mathit{1}’}.c^{itI_{\lrcorner}}’ d’\cdot$, $t=|\Omega$X$\Omega|$ .

任意の $\eta$ は analytic element $b,$ $c\in O$ で $\omega(b^{*} c.)$ とノルム近似されるので、
$\eta=\omega(b^{*}c)$ について示せぼよい。KMS 条件から、

$\omega$ ( $b*\alpha_{t}$ (a)c) $=\omega(\alpha_{-}i\beta(c)b*\alpha_{t}(a))=\langle\pi(b)\pi(\alpha_{i\mathrm{f}\mathit{3}}(\zeta j^{*}))\Omega,$ $\pi(\alpha_{t}.(a))\Omega)$

$=\langle\pi(b)\pi(a_{i\beta}(c^{*}.))\mathrm{t}l, e^{ilI_{\lrcorner}},\pi(a)\mathrm{f}l\rangle$

より、

$\prime l^{1}arrow\infty 1\mathrm{i}_{1}\mathrm{r}1\int_{0^{?’\int(\alpha_{\ell}(\mathit{0},))=1\mathrm{i}_{111}}}’\mathit{1}^{\tau\prime}J_{0}^{J^{\neg}}\prime r’arrow\infty..\Omega_{\backslash }^{jll}\langle\pi(b)\pi$( $C1_{il^{\dot{f}(t^{*}))\mathrm{e}^{\mathrm{J}}\pi}}’.$

, (a) $\mathrm{f}l$ )

$=\omega$ (Cl.-i$\beta$ (c)r)$\omega(a)=\omega(b*c)\omega(a)=\omega$(a).

allal.,\$\cdot$.tic, clenteuts は $\mathrm{e}1\mathrm{e}^{1},11\mathrm{S}^{1}\mathrm{C}$ in $O$ より、 定理が得られる $\text{。}$ 口

4 Model
次にモデルを導入しよう。以下では、 1 次元 lattice Fermion model をかんが
える。 1 次元 la.ttice Fermion model は、 ヒルベル ]$\backslash$ 空間 $\mathfrak{h}=l^{2}(\mathbb{Z})$ -1..の $\mathrm{C}\mathrm{A}\mathrm{R}_{\Gamma}$

algebra $(\mathrm{r}_{\dot{C}}..)_{1}11\mathrm{O}11\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}1$ a.ml-coinnmta.tiou rclatioii) で記述される。 $\mathrm{C}\mathrm{A}\mathrm{I}\mathrm{t},- \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}’\cdot \mathrm{c}.\mathrm{f}$ ) $\mathrm{r}\mathrm{a}$

は、 1 と、 生或、消滅演算子 $a.(f)^{*}$ , (\sim (力という、以 $\mathrm{I}^{\text{、}}$

.
を満たす元によって生

或される C’-a.lgebra である

$f\in \mathfrak{h}arrow a(f)\in A$ : $.\mathrm{a}$ntilil.le.al$\cdot$

$\{r\iota.(f), a(g)\}=0$

$\{a.(f),o^{*}(g)\}=\langle f.\prime g\rangle$ $1$
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後のために、左右それぞれの格子上にある Ferniion をあらわず CAR,-algebra.
も導入しておく。 それぞれ、

$A_{L}$ : CAR-algebra over $l^{2}(\mathbb{Z}_{-})$

$A_{Jl}$ : CAR-algebra over $l^{2}(\mathbb{Z}_{+})$

で与えられる。

次に、時間発展を導入する。時間発展は、 quasi-fiee automorphism によって

与えられる。両側に伸びた格子についての時間発展 $\tau\in\sim 4’ut$(A) は、

$\tau_{t}(a(f))=a(\mathrm{e}^{i\dagger h}f)$

である。 ここで、 $f\iota$ は、 格子 $-\mathrm{I}_{-}^{-}$のラブラシアンであり、 フー- リエ表示では

$\overline{f\iota f}(k)=(j(\mathrm{J}\mathrm{S}k’.\hat{f}(k)$

とあらわされる。 この時間発展は、形式的には以下のハミル [$\backslash$ ニアンに討応
す $7_{\mathrm{D}}$

。

$H= \frac{1}{2}\sum_{?l=-\infty}^{\infty}[a_{r\iota.+1}^{*}.a_{r\cdot 1}+\mathit{0}.\iota\iota*$ a..,, $+$I

0 点を境に、 左右の格子が独)$1–/arrow$に時間発展している場合は、左右それぞれの
時間発展 $\tau^{L},$ $\tau^{R}$ は、

$\tau_{\ell}^{l_{\lrcorner}}(a(f))=a(\mathrm{c}^{\iota}i,th_{\mathrm{J}_{-}}f).$
,

$f_{l_{l_{\lrcorner}}}=p$LhpL, $f\in P_{L}\mathfrak{h}$

$\tau_{t}^{J?}$
.

$(a(f))=a(\mathrm{e}^{i\ell h_{R}}f)$ , $f_{l},R=p$n.hpR, $f\in P_{J}$7 $\mathfrak{h}$

となる。 ここで、 p。は $\mathbb{Z}_{-},$ $p$ l’は $\mathbb{Z}_{+}$ への射影である。それぞれ、 以下のハ
ミルトニアンに対応している。

$H_{I_{d}}$ $=. \cdot\frac{1}{2}\sum_{\gamma\tau_{l}=-\infty}^{0}$ [$\mathit{0}_{n+1}^{*}.\mathit{0},l+a\mathrm{X}a.’\iota+$l]
$H_{ll}$ $=. \frac{1}{2}\sum_{r\iota=1}^{\infty}[\mathrm{r}\iota_{r\iota+1}^{*},\mathit{0}_{l1}.+a_{r\iota}^{*}a_{n+1}]$

さて、 このモデルの NESS を導入しよう。左側が逆温度 $\acute{\{}$; の熱平衡状態、右
側が逆温度 $l]_{l\mathrm{f}}$ の熱平衡状態にあるような状況を、初期状態とする。 これは、

$\omega$0 $(.\prime r_{lI_{\lrcorner}}:\iota_{\Gamma \mathrm{f}}.)$

.
$=\omega_{l,}(x_{L})\omega_{\mathit{1}?}(x_{R})$ $.’\iota_{l_{d}}.\in A_{l_{\lrcorner}\backslash }.\ell r_{l};$ . $\in A_{l\dagger}$.
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$\omega$R:ullique ( $\tau_{R},$
$\beta$R)-K$\mathrm{h}$.IS state on $A_{R}$

.

$\omega$L: $\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\epsilon 1\iota \mathrm{l}\mathrm{e}$ ( $\tau_{L},$
$\beta$L)-KMS state on $A\mathit{1}_{\lrcorner}$

であたえられる。

この初期状態 $\omega_{0}$ と、 時間発展 $\tau$ にたいずる NESS は、 Dirren 98, Ho Araki
00 Aschba.cher Pillet 02 [HA], [AP] において独立に求められた。NESS は、
唯—点からなる。

$\Sigma_{\tau}(\omega 0)=\{\omega_{\beta_{\mathfrak{l}}.,\beta_{R}}\}$

ここで、 $\omega\beta_{L},\beta_{R}$ は quasi-free state である $\text{。}$

$\omega_{\beta_{L},\beta_{R}}$
$(a(f_{n})^{*}..a(f_{1})^{*}a(g_{1})\cdot.a(g_{n},’\cdot))=\delta_{nrn}\epsilon \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}(\langle f_{i}, \sqrt g_{\mathit{1}}.\rangle)$ ,

$\rho$ は、 フーリエ表示で、掛け算作用素

$p(k)=\{\begin{array}{l}(\mathrm{l}+e^{\beta_{L}\mathrm{c}\cdot \mathrm{o}\mathrm{s}k})^{-1}(\mathrm{l}+c^{l^{t_{R}\mathrm{c}.\mathrm{e})\mathrm{s}k)^{-\mathrm{l}}}}\end{array}$ $k\in[-\pi, 0)k\in[0,\pi)$ ,

であたえられる。

こうして与えられた NESS について、 これが、 外部の有限系と作用した場合
の、 安定性を調べよう。

ます、外部の有限系を導入する。 $\mathfrak{H}_{6’}$ を有限 $d$, 次元ヒルベルト空間とする。有
限系を記述する C’-algebra を $A\text{、}$ =B(H、) で与える。

時間発展は、ハミルトニアン Hs=Hlg*\in A、により、

$\tau_{t^{l}}^{\mathrm{S}^{\tau}}$
.

$(.\prime r.)=\mathrm{e}^{j\mathfrak{l}H_{\mathrm{b}^{\backslash }}}$
. $x\mathrm{e}-itIl_{S}$ , $x\in As.$

で記述する。 こうして、有限系は、 $C^{*},.-$力学系 $(\tau s, A,’)$ で与えられる。

今、 有限系と、 $1\dot{‘}\mathfrak{j}.\mathrm{t}\cdot \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\cdot.\mathrm{e}$ Ferinion の間の以 $|^{\text{、}}\wedge$のような相互作用をかんがえる。

$1\vee=\lambda 1’\mathrm{c}\mathrm{X}_{-}^{\backslash }$ ( $\mathit{0}.(f)$ 十♂ $(f)$ ) $\in A_{9}.’(.\backslash ?A$

ここで、 1 $=1’*\in As$ で、 $\lambda$ は coupling $\mathrm{C}^{\cdot}01\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{t}.\mathrm{a}.1\mathrm{l}\mathrm{t}$. とよばれる実数、 $f$ は
$\mathrm{f}_{01111}.\mathrm{f}\epsilon 1\cdot(:\mathrm{t}.\mathrm{o}\mathrm{r}$ とよばれる $\mathfrak{h}$ の元である。 この摂動を受けた時間発展に対し、
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$\omega_{S}\otimes\omega\beta_{L},\beta_{R}$ が巨視的に同値な状態へと移りうるか否かが問題である。

3 章で述べたように、 この問題は、 $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{o}m^{r}\mathrm{i}11\mathrm{t}^{1}$’operator のスベクトル問題に帰
着する $\text{。}$ そこで ‘ 次に、 この状態についての、 $111()(11_{\dot{C}1,1\mathfrak{l}}.\mathrm{s}’.\mathrm{t},\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{n}\mathrm{r}\mathrm{e}$ についてか

んがえる。

そのための準備として、 Ferlni Fock 空間周辺の概念を導入ずる。 $\mathcal{K}$ をヒル
ベルト空間とする。 $k\geq 1$ に対して、 $\mathcal{K}$ の $k$-重反対称テンソル積を $\wedge^{k}\mathcal{K}$ と

あらわず。また、真空を $\wedge^{0}\mathcal{K}=\mathbb{C}$ であたえる。 $\mathcal{K}$ についての Fermi Fock 空
間とは、 直和

$\mathcal{F}(\mathcal{K})=\oplus k=0\Lambda^{k}\mathcal{K}$

で与えられるヒルベルト空間のことである。

次に第二量子化を導入する。 $\mathcal{K}$ 上のユニタリ作用素 $u$ に対して、 u。k.K $=$

\otimes kul\Lambda kえとする。 $u$ の第二量・子化 $\Gamma(u)$ は、 この直和

$\Gamma(’\iota t)=\oplus_{k=0}^{\infty}u\wedge k\mathcal{K}$

であたえられる。 さらに、 $T$ を $\kappa^{\backslash }$, 」$arrow-$の $\mathrm{b}’\mathrm{e}^{1}.\cdot 1\mathrm{f}-.\mathrm{a}(1\mathrm{j}\mathrm{o}\mathrm{i}111,\cdot$ operator とする。 $T$ の第
二量」$’\wedge$化 $rf,\Gamma(T)$ とは、 ollc $1$) $\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{a}.\mathrm{n}1\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}^{\mathrm{Y}}.,\mathrm{r}$ group $\Gamma(\mathrm{e}^{is’\mathit{1}’}.)$ の生 J成子を指す

以 $1_{\wedge}.$
.の準備の丁.$\sqrt\omega s$ $\mathrm{t}\dot{j}\backslash 1\omega/J_{l}.$ ,\beta ,, の lno市 llar structure は、 以下のように’嘉えら

れ $7_{\partial}$

。

Proposition 11
$id‘ g$ : $faitf_{l}.f^{l}ul$ state Oller$\cdot$ $A$s
(H、$\pi_{\backslash }\Omega$ ) : $GNS$ triple $’\{v.\mathrm{r}$.. $t\omega=iv_{S}\theta^{-}.\cdot[searrow]$)

$\omega_{i_{4}.\theta_{l}}$”, とすると

1. $\mathcal{H}=(\mathfrak{H}s\otimes. \mathfrak{H}s)\otimes$. $\mathcal{F}(\mathfrak{h}\zeta- 1)\mathfrak{h})$

2. $\Omega$ : cyclic and $separ.ati,\uparrow?,g$ vector for $\pi$ (O)
$’($

3. $t1’.t$ は $\pi(\mathcal{O})’$
’
に拡張され、 $Liou\prime villeOp(^{\mathrm{J}},r.atorL$ でり・えられる。ここで $L$

は

$L=(H_{S}\dot{\grave{\mathrm{c}}}\triangleleft 1)\otimes^{-}\mathrm{I}-(1\infty.H_{\iota}\mathrm{s}’)|\mathrm{x}_{1}.1+1\infty$

.
$cf\Gamma(f|. \cdot\backslash \cdot 4-.-’\cdot f_{l,}.)$

$+\lambda(].\grave{\backslash }\overline{.}41)\mathrm{c}’\overline{\mathrm{Y}_{-}}\}(a(g_{1})+tt^{*}(.q_{1}))$

$-\lambda(1.\mathrm{X}^{\mathrm{A}}\Gamma)\backslash \cdot\nwarrow\eta\wedge.(-1)^{N}(‘\iota(g_{2})-a" (g_{2}))$ :
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$u;fierc$

$g_{1}=(1-[J)^{\frac{1}{\underline{)}}}.f+\rho^{\underline{\frac{1}{\supset}}}.\overline{f}$,

$Jc2=p^{\frac{\downarrow}{\mathit{2}}}.f+(1-\rho)^{\frac{1}{2}}.\overline{f}r$

.

$N=\Gamma(1631)$

安定性を調べるには、 この $L$ のスペクトルを調べればよい。

以下が、 本稿の主定理である。 まず、 $L$ のスペクトルについては、

定理 12
$\beta_{L}\overline{7}\leq\beta_{R}$ に対して, forrn factor $f$ , 及び有限系のハミルトニアン $Hs$ をうま
く取ることにより、Kel.L $=\{0\}$ と出来る。 -..方、 $\beta_{R}=\beta_{I}$, の時は、 $f,$ $Hs$

のいかなる取り方に対しても $\mathrm{I}\{\mathrm{e}\mathrm{r}L$ は非自明な 1 次元以.上の subspace であ
る。 このとき、 $f,$ $Hs$ を $\beta_{I_{d}}\neq\beta R$ の場合と同様にとると、 $L$ は 0 を $si\uparrow r\iota ple$

eigenvalue としてもち、 それ以外のスペク $|\backslash$ )は連続になる。

第 3 章の定理より、 $L$ についてのこの結果から、以下のことがいえる。

定理 13
$\omega\beta_{L},’\dot{J}_{R}$ は、 $\beta I_{J}\neq.l^{r}.J_{l\mathrm{f}}$. の時 $m,acjrosc.opicall/\mathrm{t}$ unstable である。

定理 14
$f_{\backslash }H$s をうまくとると熱平俟嫁犬態 $\omega\beta,\beta$ にたいし系は、 $r.e,t^{t}nrr\iota$ to $eq\uparrow \mathit{1}’if,ib\uparrow’.inrn$

を示す。

例えば、 以 -|‘\rightarrow の場合に 1^-.の定理はなりたつ。

$\mathfrak{H}s=\mathbb{C}^{2}$ ,
$H_{S}=b\sigma_{\vee}\sim$ $0<b< \frac{1}{\prime 1}$ , 1.\acute =\sigma よ.

$f\in C^{\infty}([-\pi, \pi))$ , $f$ ( $.\delta$l.c.c.os(\pm 2b)), $f$ (al.C[jos(\pm 4b)) $\overline{\tau}^{\angle}- 0$ ,
\iota ‘.?l\acute pl)f\subset Aゎ

$\Lambda_{\uparrow},$ $=\{k\in[-\pi, \pi) ; \sin‘ k\geq\ell\iota’\}$ .
$0<1’<1$ , $4b<\sqrt{1-\cdot v^{2}}$
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5 Proof
証明には、 $\mathrm{P}.()\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}1’\mathrm{C}$ Colnnllltat.c)r (PC) $\mathrm{h}\mathrm{I}\mathrm{e}\mathrm{t}1_{\mathrm{i}}\mathrm{o}\mathrm{d}$ とよばれる方法を用いる $\text{。}$

self-adjoint operator $L$ にたいして、 $L$ が $\Delta\subset \mathbb{R}$ に固有値を持つか否かを知
りたいとする $\text{。}E_{\Delta}$ を spectral projection of $L$ onto $\Delta$ としよう $\text{。}$ 今、

$\wedge 4$ : $\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}_{1}\mathrm{i}- \mathrm{s}.\mathrm{e}1\mathrm{f}$-a.djoint opera.tor

$\alpha>0$

で、

$E_{\Delta}[L, A]F_{\sqrt\Delta}\geq\alpha_{-}E\Delta$’

を満たすようなものが存在したとする。

このとき、 $\psi$ : 固有値 $e\in\Delta$ をもつ $L$ の固有ベクトルが存 $\circ$在したとすると、

$0=\langle\psi;E_{\Delta\prime}[L, A]$E$\triangle\psi$ ) $\geq\alpha||\psi||^{2}$

となり、矛盾をきたす。この議論から、 この区間 $\Delta$ に固有ベクトルはないこ
& がいえるのである $\text{。}$

(もちろん、実際には、 opera.tor の domain 問題をかん
がえなくてはいけないが。) この L法が、 Positive $\mathrm{C}_{J}\mathrm{t}$) $\mathrm{n}\cdot 111111\mathrm{t}\dot{r}1,\mathrm{t}o\mathrm{r}$ Mcthod とよ
ばれ $7_{\partial}$

。

今の $L$ にたいして、 $\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}1^{\gamma}\mathrm{C}$ Commutator を構或することをかんがえる。 ま
ず、変数変換 $t=\mathrm{t}.\mathrm{a}1^{\cdot}$l $\mathrm{i}k2$ によって、 $\mathfrak{h}$ は以下のヒルベルト空間と同-\rightarrow 視される。

$\mathfrak{h}=f^{2},(\mathbb{Z})=L^{2}$ ([-\pi 、\pi )、 $d_{l}k$ ) $=L^{2}(\mathbb{R}, d\mu,)$ , $d\mu=\overline{\iota}^{7_{\sim}^{\frac{2}{+1}\zeta}}.\cdot$.lt

この同一視の $-|^{\text{、}}.\backslash$ 以下のような $\mathrm{R},\mathrm{c}^{1}\mathrm{s}(,\cdot \mathrm{a}.1\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{o}\iota\tau \mathrm{p}$ を導入する $\text{。}$

$(’\iota\iota(\theta)g)(t)\equiv \mathrm{e}^{\frac{\theta}{}\sqrt{\frac{t^{2}+1}{\mathrm{e}^{1}t’2\theta \mathit{2}+1}}}\underline{.,},g(\iota^{\tau_{l}}\theta \mathrm{f})$

これは. strongly continuous one para.rneter group of unita.ries となる $\text{。}$ その

genera.tor を $p$ とかく。 この $p$ をもちいて, $\mathrm{a}1^{\cdot}1\mathrm{t}\mathrm{i}- \mathrm{s}’\mathrm{c}1\mathrm{f}\cdot \mathrm{a}\mathrm{c}$ljoint operator
$\wedge 4_{0}\equiv 1\otimes^{-}‘ l\Gamma(\prime i,\cdot p\mathrm{t}1)$ -

$\cdot$ip)

を導入しよう。 この operator と、 1 $\grave{/}\grave{\backslash ^{l}}\wedge d\Gamma(h\mathrm{i}_{\backslash }\{!-h)$ との交換子は、

$[1\triangleright_{\backslash }^{\eta}d\Gamma(f_{l\mathrm{d}^{-}}...\backslash -l7). \wedge 4_{()}]=1\vee-\backslash \wedge d\mathrm{I}([h’\langle \mathrm{J}^{\grave{\tau}}-/\mathit{7}, \prime ip(\mathrm{J}^{\backslash }-.’-i.\cdot p])$

$=1\overline{\mathrm{r}}rf\Gamma(s\mathrm{l}\backslash \cdot 1^{\mathrm{t}}. e\backslash _{1}\cdot)\geq 0$
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where

$. \backslash _{1}’\cdot(t.)=\frac{4\prime t^{2}}{(1+t^{\mathit{2}})^{2}}.‘=\mathrm{s}’\llcorner \mathrm{i}\mathrm{n}^{2}‘ k$

のように $1$) $o\mathrm{s}.\mathrm{i}\mathrm{t}_{1}\mathrm{i}\backslash ’\cdot \mathrm{e}$ となる。 しかし、 ここで、 右辺は strictly $1$) $o\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}.\mathrm{i}1’(^{\backslash },\cdot$ ではな

い。従って、補正が必要である。

補正を行うためには、交換子がスペクトルギャップを持つことが必要である。
$\sim 1_{-}^{\wedge}$に見たように、 $d\Gamma(s_{1}.\oplus s_{1})$ はそれをもたない。 しかし、 もし、 $L$ の固有
ベクトルは全てある部分ヒルベルト空間 $P’H$ に存在し、 $p\gamma${においては、交
換子がスベクトルギャツプをもつのであれば、 それで十分である。そのため、
form factor $f$ に以下のような条件を課す。

$.\mathrm{s}\tau\iota ppf\subset\Lambda_{v}$

$\Lambda_{v}$ についての $\mathfrak{h}\oplus \mathfrak{h}$ の分解を

$\mathfrak{h}\oplus \mathfrak{h}=L^{2}(\mathbb{R}, d\mu).\mathrm{G}.)L^{2}(\mathbb{R}, d\mu)=\mathfrak{h}_{\Lambda},,$
$\oplus \mathfrak{h}_{\Lambda_{l}^{\mathrm{c}}}\cdot$.

hA。 $=L^{2}(\Lambda_{v}, d\mu.)(.[)L^{2}(\Lambda_{v}, d_{l}.\iota)$

$\mathfrak{h}_{\Lambda},$

$=L^{2}(\Lambda_{lJ}^{c}.\cdot, d\mu).\cdot\Uparrow,\mathrm{I}L^{2}(\Lambda_{\tau}^{c},, d_{l^{l}})$

とする。 この分解に対して、 $N_{\Lambda_{\mathrm{e}}}.,$ $N_{\lambda_{1}^{t}}\cdot$. を
$N_{\mathit{1}\backslash _{1}},$ $\equiv 1\aleph_{-}’|\mathrm{e}1\Gamma(1_{1,}.j$ . $(\mathrm{f}’ 0),$

$\mathit{1}\backslash r_{\backslash }.r_{1}\cdot$ . $\equiv \mathrm{I}\acute{\iota}\triangleleft \mathrm{e}1\Gamma(0(|,\cdot\backslash 1_{\Lambda_{\mathfrak{l}}^{r}}.)$ ,

で定義ずる。以下の] $\mathrm{c}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{l}\dot{\mathrm{r}}1$ が成立する。

Lemma 15 $19’.np\prime pf\subset\Lambda_{v}$ のとき $L$ の任意の固有ベクトル,V) は、

$P(N_{\Lambda_{1}^{c}}$. $=0)\psi=\prime \mathrm{V}^{\iota_{f}}$ .

ここで、 $P(N,\backslash$

持つ。従って、 $P(N_{\Lambda_{1}^{\mathrm{c}}}\cdot$. $=0)\mathcal{H}$ で Strictly $\mathrm{P}\mathrm{c}$)$\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\backslash ’.$ ( になるような $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\tau\iota \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{c}$ ) $\mathrm{r}$

をつくればよい。

証明は、Fcsbbach lllap theorem [BFSI] や $\mathrm{h}\cdot \mathrm{I}.\mathrm{h}\mathrm{I}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{k}\mathrm{l}\mathrm{i}$ によって最近導入された
手法 $[\mathrm{h}\cdot \mathrm{I}]$ を用いて行われる。ここでは、詳細には立ち人らず、 $\mathrm{s}.\mathrm{t}\mathrm{l}.\mathrm{i}c,\mathrm{t}\mathrm{l}.\backslash ’ 1$ ) $0\mathrm{f}’.\backslash \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\backslash ^{\vee}\mathrm{c}$

になる、 ということだけを述べる。以下の llOt.ation を用いる。

$L_{0}=L_{S}+L_{f}$ ,
$L_{\mathrm{L}}\mathrm{q}’=(H.\mathrm{s}’|\aleph^{1}.\cdot 1)\aleph 1-(1\mathfrak{g}\backslash H_{\mathrm{L}}g’)\triangleright_{\acute{\mathrm{v}}^{\mathrm{I}}}1$ .
$L_{f}=1|\dot{\aleph}d\Gamma(ft(’-|.-h)$

$I_{0}=(1’|-\mathrm{v}\vee 1)\omega(ll(g_{1})+a^{*}(.t_{J\mathrm{I}}))-(1\aleph]^{-}’)1^{\wedge},$$(\grave{\mathrm{k}.}-1)^{\Lambda’}(o(.q_{\mathit{2}}‘)$

.
$-a^{*}(.(J2))$



$\mathrm{t}$

$\Delta\subset \mathbb{R}$ を L、の固有値を唯—つ含むような区間とする。Projcction $Q=$
$P(L_{S}.=c^{\mathrm{J}})\acute{\ltimes_{-}}\wedge P(N=0),\overline{Q}=1-Q,$ $l^{\supset}=P(N_{s1_{\mathrm{t}^{\mathrm{t}}}^{c}}\cdot=0)$ と定める。 $Q$ による
$\mathcal{H}$ の分解 $\mathcal{H}=\overline{Q}\mathcal{H}\oplus Q\mathcal{H}$ について、 $\mathcal{H}$ 」$-\wedge$の作用素を

$B=(\begin{array}{ll}\overline{Q}B\overline{Q} \overline{Q}BQQB\overline{Q} QBQ\end{array})$

のようにあらわす。先に述べたように、 $\psi$ を $L$ の固有ベクトルとすると、
$P\psi=\psi$ なので、

$PE_{\Delta\prime}[L, \wedge 4]E’\Delta P\geq\alpha$PE$\Delta(\begin{array}{ll}\overline{Q} 00 Q\end{array})$ , $\alpha>0$

なるような $\wedge 4$’を求めればいい。以下の議論では、次の不等式を用いる。

$(\begin{array}{ll}0 \lambda x.\cdot\lambda x^{*} \mathrm{t}1\end{array})\geq-(1$ $\lambda^{2}.x^{*}x0$)
ます、 $L$ と $\wedge 4_{0}$ の交換子は、以下の交換関係をみたず。

$PE_{\Delta\prime}$ [L,-40] $E^{1}’\Delta P\geq PE\Delta’(\begin{array}{ll}\mathrm{e})\overline{Q} \lambda\overline{Q}I_{\mathrm{l}}Q\lambda QI_{\mathrm{l}}\overline{Q} 0\end{array})E_{\Delta}P$

これに対して補正項を加え、 strictly $1$) $\mathrm{o}\mathrm{s}’\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}1’\mathrm{e}$ coimnutator をつくる。補正項
としで、

$b=b(r.)=\theta\lambda(\overline{Q}RfI_{0}Q-Qh)R^{2},\cdot Q$-),

を加える。 ここで

$R_{c}=R_{r}(\epsilon^{\mathit{3}})=((L_{0}-c^{j})^{2}+\epsilon^{2})^{-\frac{1}{2}}.\mathrm{Q}$

であり、 $\epsilon,$

$\theta$ はパラメーターである。ここで、 $\lambda\ll 1$ とし、 $\epsilon_{:}.\theta$ を $\lambda$ にあわ
せて小さくとると、

$PE_{\Delta\prime}$ $[L,$ $\wedge 4_{0}+b]E_{\Delta}P\geq\frac{1}{2}PE_{\Delta}.(\begin{array}{ll}kJ 00 \lambda^{\frac{18}{1\mathrm{O}\mathrm{O}}}.,\Gamma(C_{\prime}^{-|})\end{array})E{}_{\Delta}P$

となる。 ここで、 $\Gamma(e)$ は $P$ $(L\text{、}=e)$ (b.s\otimes H、) $-1_{-}^{-}$の作用素で、

$\Gamma(\mathrm{r}^{\mathrm{J}},)\equiv\int_{-\pi}^{\pi}d.h’.ln(k, 1)’ P(Ls\overline{7}^{-}\mathit{1}(^{\mathrm{J}})\delta(\cos k+L_{\mathrm{b}^{\mathrm{Y}}}.-\mathrm{r}^{\mathrm{J}}.)\prime\prime?l,(k, 1)$

$+T$ $dk\cdot\uparrow?’.(k,2)^{*}P(L_{S\overline{7}}\leq c.)\delta(-\mathrm{c}.0|\mathrm{s}’k+L_{\mathrm{b}}.’-C^{\lrcorner}.)\cdot t’\iota(k, 2)$

$’\iota tt.(k, \cdot i)\equiv 1’\dot{\mathrm{Q}}-\mathrm{Q}1\rangle g_{1}^{i}(k)-1.\backslash \cross^{-}\tau\Gamma$ $g_{\mathit{2}}^{j}(k)$ $i=1,2$ .
$g_{1}^{1}=(1-p)^{\frac{1}{\underline{)}}}.f$, g.21=\rho 】$\overline{f}$ , $.q_{2}^{1}|=\rho$i $f$ . $\mathit{1}_{\mathit{2}}^{2}.=(1-\rho)^{\frac{1}{2}}.\overline{f}$.
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で与えられる。 Form factor $f$ が良い support をもち, Halniltonian $Hs$ が縮
退していないとき、 $\beta_{I,\overline{7}}\leq[\mathit{3}_{R}’$ については、任意の $e\in \mathbb{R}$ にたいし、 $\Gamma(e)>()$ .

$\beta_{- L}=/’\mathit{3}_{l\mathrm{f}}$ (こ対しては $\mathrm{c}^{\mathrm{J}}$. $7$
\leq 0 にたいし、 $\Gamma(e)>0$ で、 $\Gamma(0)$ は 1 次元の kernel

をもつ。 こうして、 Strictly Positive Conunutator がつくられ、 定 J里がしめ
された。口
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