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I-method with application
to damped forced KdV equation

東北大学大学院理学研究科 津川 光大郎
Mathematical Institute, Tohoku University Kotaro Tsugawa

1 Introduction

近年, 非線形双曲型偏微分方程式の初期値問題の研究において, 調

和解析的手法が注目を浴びている, 初期値問題においてもっとも基本

になる問題が, 時間局所適切性 (解の一意存在、初期値に対する連続

依存性) である. 十分に滑らかな初期値に対しては, 一般論により, 時

間局所適切性を示す事が出来るが, 出来るだけ広い関数空間の初期値

に対して時間局所適切性を示す事が目標である. 特に, 初期値の関数

空間としてはソボレフ空間 $H^{s}$ を考えるのが一般的である. 1993年に
Bourgain は時空間 Fourier 空間上で定義され, 方程式の線形部分に

対応する独特の重みを持つノルム (Fourier restriction norm 第 4章参

照) を利用して, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式や非線形 Schr\"odinger 方程式の適切性の
問題に大きな発展をもたらした ([2]). この手法は Fourier restriction
norm method と呼ばれ, その後, Kenig-Ponce-Vega らによって改良
され, その後, 多くの研究に応用されている ([9]).
時間局所適切性が示されると, 次に問題となるのが, 解の時間大域
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的振る舞いである, つまり, 得られた時間局所解は, 時間大域的に存在
するのか?それとも, 有限時間で爆発するのか?解の漸近挙動は?など
の問題である. 物理に現れる多くの方程式は, エネルギーなどの保存

量を持つことが多く , $H^{1}$ ノルムに相当するものが保存される. よって,

$s=1$ において時間局所適切性が示されていれば, 通常, 解の存在時間

は初期値の大きさのみに依存するので, 保存則より, 繰り返し解く事
が出来て, 時間大域解の存在が示せる。 その他, 多くの時間大域的振

る舞いの研究に保存則が使われる. しかし、 $s<1$ の場合には, 時間局

所適切性が示されても, エネルギーが存在しないため, 時間大域的振

る舞いを研究するのは難しいと思われていた. 1997年に Bourgain は
Fourier 空間上で低周波成分と高周波成分に分割し, 近似的にそれらが
満たす方程式のシステムを考え, 低周波と高周波の間でのエネルギー
の移動を計算することによって, $s<1$ の場合に対しても, 時間大域解
の存在を示す事に成功した ([3]). $1\text{し}$かし, この手法では, 方程式があ

る種の smoothing effect を持たなければ利用出来ないなど, いくつか

制限があった. これに対して、Coffiander-Keel-Staffilani-Takaoka-Tao
のチームは低周波成分と高周波成分を単純には分割せずに, 上り滑ら

かに近似し, 擬保存量を計算する手法を編み出した $[4],[5]$ . この手法
は I-method と呼ばれ, エネルギーより広い空間での時間大域的振る

舞いの研究に利用され, 現在も発展中の手法である. はじめに, 摩擦

項と外力項を持つ $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式に応用しグローバルアトラクターの存

在を示した結果を紹介し ([12]), その証明の概略として I-method を紹
介する.
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2 Main results
$\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式は浅い水路の水面上の一次元波動を表す方程式として

導入され、後に、 多くの物理モデルを表すことが示された。 しかし、

現実には、多くの場合において、外力や摩擦などの影響を無視できな

い $([1],[10],[14])$ . よって, 以下のようなダンピング項と外力項を持つ
$\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式を考えるのが自然である.

$\partial_{t}u+\gamma u+\partial_{x}^{3}u+\frac{1}{2}\partial_{x}(u^{2})=f$, (1)

$u(x, 0)=u_{0}(x)\in\dot{H}^{s}(\mathrm{T})$ , (2)

ここで, $\mathrm{T}$ は 1次元トーラスとし、未知関数 $u$ は $\mathrm{T}\cross[0, \infty)$ から $\mathbb{R}$

への写像とし, ダンピングパラメーター $\gamma$ は正の定数とし, 外力項は

$f\in\dot{L}^{2}(\mathrm{T})$ で, #寺間に依らないものとする $\mathrm{c}$ ここで、 $i^{2}(\mathrm{T})=\{u\in$

$L^{2}(\mathrm{T});\hat{u}(0)=0\},$ $H^{\cdot}s(\mathrm{T})=$ {$u\in H^{s}($T); $\hat{u}(0)=0$} であり, \^u (は $u$ の

$x$ 変数に対する Fourier 変換である. 初期値問題 $(1)-(2)$ に対するグ

ローバルアトラクターの存在は $s\geq 0$ という条件下で, 多くの研究が

なされている. ここで既知の結果について述べる. 古典解, つまり初

期値として $H^{2}(\mathrm{T})$ の関数を与え $f\in H^{2}$ という条件下では, Ghidaglia

([6]) が弱グローバルアトラクターの存在 (つまり, ある $H^{2}$ の有界集

合が flow によって不変であり $tarrow+\infty$ としたとき, すべての解が $H^{2_{-}}$

弱位相で引き付けられる) を示した. さらに, このアトラクターか $H^{1}$

で有限のハウスドルフ次元を持つことも示した. 次に [7] において, こ

の弱アトラクターは $H^{2}$ 強位相においてもアトラクターであることが

示された.

次にアトラクターの滑らかさについて, 次の結果がある. Moise-Rosa
は [13] において, 初期値が $H^{3}$ で $f\in H^{3+k}$ のとき, $H^{3}$ 位相でのグロー

バルアトラクターが存在し, それは $H^{3+k}$ のコンパクトな部分集合で
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ある事を示した ( $k$ は正の整数) トーラス上の $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式は平滑化

作用を持たない事が知られているが, この結果は, 初期値よりアトラ

クターの方が滑らかになっている事を示している
$\mathrm{r}$ この性質は漸近的

平滑化作用と呼ばれている,

次に, 滑らかさの低い解について考える. Bourgain は [2] において,

Fourier restriction norm method と呼ばれる手法を考え出し, ダンピ

ング項と外力項を持たない通常の $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式が $L^{2}$ (T) のクラスで時

間局所適切である事を示した。 $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式は $L^{2}$ 保存則をもつので,

この結果を用いて繰り返し解くことによって時間大域解に延長するこ
とが出来る. Kenig-Ponce-Vega はこの手法を改良し, $s>-1/2$ の条

件下で $H^{s}$ (T) のクラスで時間局所適切である事を示した ([9]). これ
らの手法を用いて, Goubet は初期値が $\dot{L}^{2}(\mathrm{T})$ のクラスのときに, 初

期値問題 $(1)-(2)$ は $L^{2}$ の位相でグローバルアトラクターを持ち, これ
が $H^{3}$ のコンパクトな部分集合になっている事を示した ([8]). ここで
は, 時間大域的評価を得るために, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式の $L^{2}$保存則を利用し
ている.

$\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式は無限個の保存量を持ち、 それらは $H^{j}(j\in \mathbb{Z},j\geq 0)$

上で定義される. しかし, $s<0$ のときは $H^{s}$ 上で定義可能な保存量

は存在しない. よって, 負の指数を持つソボレフ空間上で時間大域的

な解の振る舞いを研究するのは難しいと思われる. しかも, トーラス

上の $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式は平滑化作用を持たないので, $s<0$ という条件下
では $(1)-(2)$ の解は可測関数になるかどうかも判らない. [4] におい

て, Colliander-Keel-Staflilani-Takaoka-Tao はある regularizing Fourier
multiplier operator $I$ を導入し, 負の指数を持つソボレフ空間上で定

義される擬保存量を計算することによって, 通常の $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式が $S\geq$

$-1/2$で時間大域的適切である事を示した. この手法は “I-method” と
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呼ばれている.

保存量は解の振る舞いを司る重要な要因の一つなので, 保存量の存

在しない $s<0$での解の時間大域的振る舞いと保存量の存在する $s\geq 0$

での解の時間大域的振る舞いは違ってくるかもしれない. それゆえ,

通常の $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式にダンピング項と外力項をつけた $(1)-(2)$ に対して

も “I-method” が適用できるか?そして,$\cdot$ アトラクターの存在が示せる

か? もし示せたら, $s<0$ でのアトラクターと $s\geq 0$でのアトラクター

は同じか? というような疑問が自然に湧いてくる、 これらの疑問に対

して以下のような結果が得られた.

THEOREM 2.1 We assume $0\geq s>-3/8$ and $u_{0}\in\dot{H}^{s}$ . Then, there

exist a semigroup $S(t)$ and maps $M_{1}$ and $M_{2}$ such that $S(t)u_{0}$ is the
unique solution of $(1)-(2)$ and

$S(t)u_{0}=M_{1}(t)u_{0}+M_{2}(t)u_{0}$ , $(3)$

$\sup_{t>T_{1}}||$ M1 $(t)u_{0}||_{L^{2}}<K$ , (4)

and for $t>T_{1}$

$||$ M2 $(t)u_{0}||_{H^{\epsilon}}<K$ $\exp(-\gamma(t-T_{1}))$ (5)

where the constant $K$ depends only on $||$ f $||$ L2 and the constants $\gamma$ and
$T_{1}$ depends only on $||$f $||$ L2, $\gamma$ and $||$ u0 $||$ H..

$M_{1}$ (t) は compact mapping であり, $M_{2}(t)$ は $H^{s}$ ノノレムで一様に 0
に収束する. せれゆえ $S$ (t)asymptotically compact であり, [11] の

Theorem 1.1.1 を適用すると, 初期値が $\dot{H}^{s}$ に対して, $(1)-(2)$ の $H^{s}$ に

おけるグローバルアトラクター $A$の存在, および, それが $i^{2}$ の有界

集合であることが得られる. 明らかに, $A$ は $i^{2}$ におけるアトラクター



53

でもある. $A’$ を [8] において得られた $\dot{L}^{2}$ でのアトラクターとすると,

上で述べた様に, $A’$ は $H^{3}$ のコンパクトな部分集合であり, アトラク

ターの一意性より, $A’=A$なので, 以下の corollaryが得られる.

COROLLARY 2.1 Let $0\geq s>-3/8$ . Ihen, equations $(1)-(2)$ possess
a global attractor in $H^{s}$ , that is a compact subset. of $H^{3}$ .

REMARK 1 $f=0$の場合, $v=u\exp(\gamma t)$ と置き換えると, 初期値問題
$(1)-(2)$ は以下のように変形される

$\partial_{t}v+\partial_{x}^{3}v+.\frac{1}{2}\partial_{x}$ (v2) $\exp(-\gamma t)=0$ ,

$v(x, 0)=v0(x)=u_{0}(x)\in H^{s}(\mathrm{T})$ .

ここで $\exp(-\gamma t)\leq 1$ であり滑らかなので, この項を無視すると, 通

常の KdV方程式になる, [4] における通常の KdV方程式に対する結果

を適用すると, $s\geq-1/2$ , $\epsilon$ >0 に対して

$||$ v(t) $||$ H$S\leq Ct^{1/2+\epsilon}||v_{0}||_{H^{s}}$

が得られる $\mathrm{r}$ よって容易に以下の評価式が得られる,

||u(科 $||_{H^{\epsilon}}\leq Ct^{1/2+\epsilon}$ exp $(-\gamma t)||u_{0}||_{H^{s}}$

これより, グローバルアトラクター $A$は {0} の一点である. しかしな

がら, $f\neq 0$の場合には, このタイプの評価式は明らかではない. 実際,

$f\neq 0$ の場合の評価式は $f=0$ の場合より複雑で, Theorem 2.1 の証
明における難しい点は, 外力項 $f$ の影響を上手く評価する点にある.

REMARK 2 簡単のため, 非線形項 $\frac{1}{2}\partial_{x}(u^{2})$ を無視し, $f=0$ と仮定す

る. 方程式 (1) に $D^{s}\exp(\gamma t)$ を掛けると

$\partial_{t}$ (Dsu $\exp(\gamma t)$ ) $+\partial_{x}^{3}(D^{s}u\exp(\gamma t))=0$ , (6)
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がえられる. ただし, $D^{s}=F_{k}^{-1}(1+|k\mathrm{D}^{s}\mathcal{F}_{x}$ である. (6) に $D^{s}u\exp(\gamma t)$

を掛けて $\mathrm{T}\cross[0, t]$ 上で積分すると,

$||$ u(t) $||$ H$s=||$ u0 $||$ H. $\exp(-\gamma t)$ .

が得られる. これ{は, 評価式 (5) における $||M_{2}(t)u_{0}||_{H^{\epsilon}}$ の decay rate
と同じである. この意味において, 評価式 (5) は optimal である.

第 3章において, 時間大域的な apriori estimate を述べ, それを用

いて Theorem 2.1 を証明する. 第 4章及び第 5 章で apriori esfimate
の証明の概略を述べる. 第 6章においていくつかの未解決問題につい
て述べる. この論文では, スペースの都合により, 定理の厳密な証明

は行わない. 特に, scaling を用いる部分と時間局所的な multilinear
estimate 証明については, 省略した. 詳しくは, [12],[4] を参照して頂
きたい.

3 apriori estimate

この章では Theorem 2.1 を示すためのアプリオリ評価式について述
べる. そのために, まず, “I-method” において重要な役割を果たす,

Fourier multiplier operator “
$\mathrm{I}$
” の定義をする.

$\phi$ : $\mathbb{R}-*\mathbb{R}$ を滑らかな実数値単調関数で以下を満たすものとする.

$\phi(k)=\{|k|^{s}1$,, $|k||k|>2<1$

そして, $m(k)=\phi(k/.N)$ と定義すると, 明らかに,

$m(k)=\{N^{-s}|k|^{s}1,,$
$|$ A $|>2N|<N$
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が得られる. これを用いて作用素 “
$\mathrm{I}$
” を以下の様に定義する.

$\hat{If(k)}=m(k)\hat{f}(k)$ .

すると, 任意の関数 $f$ 及び実数 $s<0$ に対して, 以下のような評価

式が成り立つ.
$||$ f $||$ H$s\leq||$I$f||_{L^{2}}\leq N^{-s}||f||_{H^{\delta}}$ . (7)

また, $\hat{g_{1}}=\hat{f}|_{|k|<N},\hat{g_{2}}=\hat{f}|_{|k|>N}$ と定義すると, 以下のような評価
式が成立する 1

$||$ g1 $||_{L}2\leq||$I$f||_{L^{2}}$ , $||$ g2 $||$ H$s\leq 2^{-s}N^{s}||If||_{L^{2}}$ .

これらの作用素 “
$\mathrm{I}$
” の性質が成り立つことは, $m$ (k) のグラフを書け

ば明らかである. これらの性質は後の計算で頻繁に用いられる. この

作用素を用いて以下のような, 時間大域的な apriori estimate が得ら
れる.

$\mathrm{p}_{\mathrm{R}\mathrm{O}\mathrm{P}\mathrm{O}\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{O}\mathrm{N}}3.1$ Let $0\geq s\geq-1/2,$ $T>0$ be given, $\epsilon>0$ be
sufficiently small and $u$ be a solution of $(1)-(2)$ on $t\in[0, T]$ . We
assum$e$ $N^{3(1-\epsilon)/4}\geq\gamma$ , $N^{\epsilon-}\geq C_{1}T$ and

$|$ Fu0 $||$i$2+ \frac{1}{\gamma^{2}}||$ Ifl$|$ i2 $\exp(2\gamma T)\leq N^{3(1-\epsilon)/4}C_{2}$ , (8)

then we have

$||$ Iu(T) $||$ L2 $\exp(2\gamma T)\leq C_{3}(||Iu_{0}||_{L^{2}}^{2}+\frac{1}{\gamma^{2}}||If||_{L^{2}}^{2}\exp(2\gamma T))$ (9)

REMARK 3 この Proposition は $s\geq-1/2$ という条件で成り立ってい

るが, 実際に定理の証明に用いる時には (12) の右辺における $N$のオー

ダー $3(1-\epsilon)/4$が重要な役割を果たす これより, 定理においては $s>$

$-3/8$ が必要になる、 逆に, (12) の右辺における $N$ のオーダーを大き

くする事が出来れば, 定理の条件を緩める事が出来る. (第 4,5章参照)
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Proposition 3.1 の証明の概略は次章にまわし, ここではこの Proposi-

tion を用いて, Theorem 2.1 を証明する,

(Proof of Theorem 2.1) $\epsilon$ を $0<\epsilon<8s/3+1$ を満たすように選ぶ.

また, $T_{1}>0$ を以下の式が成立するように選ぶ.

$\exp(2\gamma T_{1})>||$u0 $||$ B$\epsilon||$f $||_{L^{2}}^{-2} \max.\{\gamma^{-8s/3}$”, $(C_{1}T_{1})^{-2s/(\epsilon-)}$ ,

$((C_{2}/2)||u_{0}||_{H^{\epsilon}}^{-2})^{8s/(8s+3(1-\epsilon))},$ ($2\gamma^{-2}C_{2}^{-1}||$ f $||$ 12 $\exp(2\gamma$T$1)$ ) $-$8s/3(1-e)
$\}$ ,

(10)

実際そのように選ぶことは $-8s/3(1-\epsilon)<1$ より十分大きな $T_{1}$ を取れ

ば可能であり, $T_{1}$ は $||f||_{L^{2}}$ と $\gamma$ と $||u_{0}||_{H^{\epsilon}}$ にしか依存しない. ここで,

$N= \max\{\gamma^{4/3(1-\epsilon)},$ $(C_{1}T_{1})^{1/(\epsilon-)}$ ,

$((C_{2}/2)||u_{0}||_{H^{s}}^{-2})^{-4/(8}s+3(1 -\epsilon))$ , $(2\gamma-2C\mathrm{i}1||f||\mathrm{i}2 \exp(2\gamma T_{1}))^{4/3(1-\epsilon)}\}$ .
(11)

と置くと,

$N^{3(1-\epsilon)/4}\geq\gamma$ , $N^{\epsilon-}\geq C_{1}T_{1}$ ,
$|$ Ju0 $||$ j$2\leq N^{-2s}||u_{0}||_{H^{\mathit{8}}}^{2}=N^{3(1-\epsilon)/4}N^{-2s-3(1-\epsilon)/4}||u_{0}||_{H^{s}}^{2}\leq C_{2}N^{3(1-\epsilon)/4}/2$,

$\gamma^{-2}||If||_{L^{2}}^{2}\exp(2\gamma T_{1})\leq C_{2}N^{3(1-\epsilon)/4}/2$.

が得られる. よって, Proposition 3.1 より,

$||$ u(T1) $||_{H^{\epsilon}}^{2}\leq||$ Iu(T1) $||$i$2<C3$ $(N^{-2s}||u_{0}||_{H^{\mathit{8}}}^{2}\exp(-2\gamma T_{1})+\gamma^{-2}||f||^{2})$ ,

が得られる. (10) と (11) より

$N^{-2s}\exp(-2\gamma T_{1})<||$uo $|$ b $2s||$ f $||$ i2,
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が戒り立つ. 従って

$||$ u(T1) $||_{H^{s}}^{2}<C3(1+\gamma^{-2})||f||_{L^{2}}^{2}<K_{1}$

が得られる. ただし $K_{1}$ は $||f||_{L^{2}}$ と $\gamma$ のみに依存する定数である. 次
に $T_{2}>0$ を固定し, 初期値 $u$ (T1) に対し $(1)-(2)$ を $[T_{1}, T_{1}+T_{2}]$ で

解ぐ $K_{2}>0$ を以下の式が任意の $t>0$ に対して成り立つように十分
大きくとる,

$K_{2} \exp(2\gamma t)>\max\{\gamma^{-8s/3(1-\epsilon)},$ $(C_{1}t)^{-2s/(\epsilon-)}$ ,

2 $(C_{2}^{-1}K_{1})^{-8s/3(1-\epsilon)},$ $2(\gamma^{-2}C2-1||f||\mathrm{i}2 \exp(2\gamma t))^{-8s/3}"-\epsilon)$ } $(12)$

これは, $-8s/3(1-\epsilon)<1$ であることにより, 実際に可能であり, し

かも $K_{2}$ は $||f||_{L^{2}}$ と $\gamma$ にしか依存しない定数である. ここで $N^{-2s}=$

$K_{2}\exp(2\gamma T_{2})$ と置くと, (12) より Proposition 3.1 の仮定が満たされ
るので,

$||$ Iu(7r $+$ ID $||_{L^{2}}^{2}\leq C_{3}$ ($N^{-2s}||u(T_{1})||_{H^{s}}^{2}\exp(-2\gamma T_{2})+\gamma^{-2}||$ f $||_{L^{2}}^{2}$ )
$<C3$ $(K_{1}K_{2}+\gamma^{-2}||f||_{L^{2}}^{2})<K_{3}$ ,

が得られる、 ただし, $K_{3}$ は $||f||_{L^{2}}$ と $\gamma$ にしか依存しない定数であ
る. 任意の $t>T_{1}$ に対し写像 $M_{1}(t)$ と $M_{2}(t)$ を

$\overline{M_{1}(l)u}_{0}=\hat{S(t)u_{0}}|_{|k|<N}$ , $M_{2}\hat{(t)u}_{0}=\overline{S(t)u_{0}}|_{|k|>N}$ ,

と定める. ただし, $S(t)u_{0}=u(t)$ とし, $N=(K_{2}\exp(2\gamma(t-T_{1})))^{-1/2s}$

とする $\tau$ このとき, $t>T_{1}$ に対して

$||$ M1 $(t)u\mathrm{o}||_{L^{2}}^{2}\leq||$ Iu(t) $||_{L^{2}}^{2}<K3,$

$||$ M2 $(t)u_{0}||_{H^{\epsilon}}^{2}\leq N^{2s}||Iu(t)||_{L^{2}}^{2}<$ K2-1K3 $\exp(-2\gamma(t-T_{1}))$

が得られる. よって $K= \max\{K_{3}^{1/2}, K_{2}^{-1/2}K_{3}^{1/2}\}$ と置くことにより,

(4) と (5) が示された.



58

4 Outline of the proof of apriori estimate

この章では前章で述べた apriori estimate の証明の概略について述べ
る. 初めに時間局所的評価について述べる. $(1)-(2)$ に左から operator
“

$\mathrm{I}$
” を掛けると,

$\partial_{t}Iu+\gamma Iu+\partial_{x}^{3}Iu+\frac{1}{2}\partial_{x}I(u^{2})=If$ , (13)

$Iu(x, 0)=Iu_{0}(x)\in\dot{L}^{2}(\mathrm{T})$ , (14)

となる. Introductionで述べたように, “I-method” を用いるのは, 既

に時間局所適切性が示されている場合であり 1 この場合も通常の $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$

方程式に対しては, [4] において既に示されている. これと同様の議論

を (13)-(14) に対して適用すると, 以下の $\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}4.1$ が得られる.

PROPOSITION 4.1 If $s\geq-1/2,$ the initial value problem (13)-(14) is

time locally well-posed for data $u0$ satisfying $Iu0\in\dot{L}^{2}$ (T) and I$f\in$

$\dot{L}^{2}(\mathrm{T})$ . Moreover, a unique solution exists on a time intemal $[0, \delta]$ with
the .lifetime

$\delta$ - $(||Iu_{0}||_{L^{2}}+||If||_{L^{2}}+\gamma)^{-\alpha}$ , $\alpha>0$

and the solution satisfies the estimates

$||$ Iu $||$ Y0 $(\mathrm{T}\cross[0, \delta])\sim<||$ Iu$0||L2+||$ I$f||_{L^{2}}$ ,

$\sup_{0\leq t\leq\delta}||$
Iu(t) $||L2\leq||$ Iu$\mathrm{o}||L2+||$ I$f||_{L^{2}}$ .

ここで, $||||_{\mathrm{Y}^{0}}$ は Fourier restriction norm のバージョンの一つであり,

以下のように定義される. $\mathrm{T}\cross \mathbb{R}$ 上の関数 $u=u$ (x, $t$ ) に対して, 時空
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間 Fourier 変換 $\overline{v}$$(k, \tau)$ を次のように定める.

$\tilde{u}$(k, $\tau$) $= \int\int_{0}^{1}e^{-2\pi ikx}e^{-2\pi i\tau t}v(x, t)$ dxdt,

ただし, $k\in \mathbb{Z},$ $\tau\in \mathbb{R}$ である. $X_{s,b}$ のノノレムを次のように定める.

$||$ u $||$ X$\epsilon$ ,b( $\mathrm{T}$ x $\mathbb{R}$) $=||\langle$ k) $s$ ($\tau-4\pi^{2}$k$3$ ) $b\overline{u}$(k, $\tau$ ) $||$ L2(dkd7).

[2], [9] における $s>-1/2$ での periodic $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ の研究は $X_{s,1/2+\epsilon}\text{ノ}$ル

ムを用いてなされているが, $s=-1/2$ も含めた, っまり $s\geq-1/2$ を

扱うためには, 以下の $\mathrm{Y}^{s}$ ノルムが必要である.

$||$ u $||$ Y$s=||$u $||$ X,,1/2 $+||\langle$k $\rangle$

s
$\overline{u}$(k, $\tau$) $||$ L2 $(dk)L^{1}(d\tau)$ .

このノノレムの性質として, もし $u\in \mathrm{Y}^{s}$ ならば $u\in L_{t}^{\infty}H_{x}^{s}$である. また,

時間局所的評価のために, いかのように時間局所化したノルムも必要
である. 任意の区間 $[t_{1}, t_{2}]$ に対し, $X_{s,b}$ ( $\mathbb{T}\cross[$tl, $t_{2}]$ ) 及び $\mathrm{Y}^{s}(\mathrm{T}\cross[t1,t2])$

をいかのように定義する.

$||u||_{X_{s,b}(?\mathrm{f}\mathrm{x}[t_{1},t_{2}])}= \inf\{ ||U||_{X_{s,b}} : U|_{\mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{x}[t_{1},t_{2}]}=u\}\text{フ}$

$||u||_{\mathrm{Y}^{\mathit{8}}(’\mathrm{F}\mathrm{x}[t_{1},t_{2}])}= \inf${ $||U||_{Y^{s}}$ : U|T、$[t_{1},t_{2}]=u$}.

次に時間大域的評価を得るための概略について述べる. (13) $\mathrm{t}’-I$u を
掛けてて次の式を得る 1

$Iu \partial_{t}Iu+\gamma IuIu+Iu\partial_{x}^{3}Iu+\frac{1}{2}Iu\partial_{x}I(u^{2})=IuIf$ ,

これを空間積分すると第三項は消えて, 以下のようになる.

$\frac{d}{dt}||Iu||^{2}+2\gamma||Iu||^{2}=-\int Iu\partial_{x}I$ (u2) $dx$ 十
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ただし, $||||=|||$ |L2 である. 次に, $E(t)=|Ju||^{2}\exp(2\gamma t)$ と置いて

$[0, T]$ 区間で時間積分すると,

$E(T)-E(0)=$ $-$

(15)
$+$

ここで, 右辺第一項を誤差項として考えて, 無視できるものと仮定す

ると, シュワルツの不等式より,

$E(T)-E(0) \leq 2||If||\sup_{0\leq t\leq T}||$ Iu $|| \int_{0}^{T}\exp(2\gamma t)dt$

$\leq\frac{1}{2}\sup_{0\leq t\leq T}||$ Iu $||^{2} \exp(2\gamma T)+\frac{C}{\gamma^{2}}||If||^{2}\exp(2\gamma T)$

これより, (9) を得る. よって, (15) の右辺第一項を評価する事が重要
である. これには, $\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}4.1$ の時間局所的評価を使う $\mathrm{r}$

そのた

めに, 整数 $j$ を $T=j\delta$ とし, $j$ についての数学的帰納法を用いる, た

だし, この $\delta$ は $\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}4.1$ における存在時間である, この部分を

厳密な証明は [12],[4] を見て頂きたい. 本質的に, 以下の三次評価式を

使う、

$\leq CN^{-1/2}||Iu||_{\mathrm{Y}^{0}(\mathrm{T}\mathrm{x}[0,\delta])}^{3}$. (16)

これは, PrOpOsitiOn4.1 の証明中に現れる時間局所評価式のバリエー

ションであるが, 右辺に $N^{-1/2}$ という負幕の項が現れる点が特徴であ

る. (16) の右辺は, $\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}4.1$の結果より, $CN^{-1/2}||Iu_{0}||^{3}$で評価

出来て, $N$ を大きくとることによって, この項を誤差項として扱える

事を示す事が目標である. しかし, 作用素 “
$\mathrm{I}$
” の性質 (7) より得られ

るのは, $||Iu_{0}||\leq N^{-s}||u_{0}||$ であり, こちらは $N$ を増加させると増大

する項なので, ここから, $s$ に対して条件が付 $\langle_{=}$ また, 存在時間を



81

分割しているため, (16) の $j=T/\delta$個の和を
$j$
考えなければいけない

が, これも $1/\delta$ が $||Iu_{0}||$ に依存しており, 増大する項である 1 実際に

証明する時には, Proposition 4.1 の指数 $\alpha$ を正確に求める事が難しい

ため, scaling を利用して証明すが, ここでは, 省略する. いづれにせ

よ, $N^{-1/2}$ というオーダーが重要であり, 実は, このオーダーでは, 定
理の $s>-3/8$ という値での証明は出来無い. よって次章で説明する

high order の近似を行う 1

5 high order approximation

保存則が $H^{s_{1}}$ で成立し, $a\geq s_{2}$ に対し時間局所適切性が $H^{a}$ で成立
するとき, $s_{1}>s\geq s_{2}$ を満たすある $s$ に対し, $H^{s}$での時間大域的評価

を得るのが “I-method” の目的であるが, 前章で述べた手法だけでは,
通常, この $s$ を $s_{2}$ の近くまで下げることは出来ない. しかし, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方

程式のように完全可積分系の場合, 代数的対称性から, 主り良い近似

が得られ, $s_{2}$ まで下げられる. この章では, その概略を述べる. 初め
に, いくつかの記号の定義をする.

DEFINITION 5.1 A $j$-multiplier is a function $M$ : $\mathbb{R}\vdasharrow \mathbb{C}$ . A j-
multiplier is symmelric if $M(k)=M(\sigma(k))$ for all $\sigma\in S_{nf}$ the group

of all permutations on $n$ objects. The symmetrization of a j-multiplier
$M$ is the multiplier

$[M]_{sym}(k)= \frac{1}{n!}\sum_{\sigma\in S_{n}}M(\sigma(k))$ .

この定義では, $M$ の領域は $\mathbb{R}^{j}$ であるが
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

ここでは超局面 $k_{1}+\cdot(.+kj=$

$0$上しか取り扱わない.
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DEFINITION 5.2 A $j$-multiplier generates a $j$-linear functional or j-
$fom$ acting on $j$ functions $u_{1}$ , , $uj_{P}$

$\Lambda$

j $(M;u_{1}, , u_{j})$

$\cap \mathrm{c}$ , $k_{j})\hat{u_{1}}(k_{1})$ . .4(kj) $(dk_{1})_{\lambda}$ . $|$ . $(dk_{j-1})_{\lambda}$ .

$u_{1}=\cdot\cdot|1=u_{j}=u$の場合を扱うことが頻繁にあるので, $\Lambda_{j}$ (M; $u,$ $1|\mathrm{l}’ u$)

を単に $\Lambda_{j}$ (M) と省略して表記する $\mathrm{c}$ もし, $M$ が symmetric ならば,

$\Lambda_{j}$ (M) も symmetric $\mathrm{j}$-hnear functional になる.

$u$ の満たすゝき偏微分方程式が与えられれば, asymmetric j-linear
functional の微分はライプニッツルールを用いることにより直接計算
出来る. (13) の場合には以下の Proposition が得られる.

PROPOSITION 5.1 Suppose $u$ satisfies (13) and that $M$ is a symmetric
$j$-multiplier. Ihen

$\frac{d}{dt}\Lambda_{j}(M)=-j\gamma\lambda^{-3}\Lambda j(M)+\Lambda$j $(M\alpha_{j})+j\lambda^{-3}\Lambda_{j}(M;u, . \mathrm{I}|’ u, f)$

$-i \frac{j}{2}\Lambda j+1(M(k_{1,\subset \mathrm{e}\mathrm{o}}, k_{j-1}, k_{j}+k_{j+1})\{k_{j}+k_{j+1}\})$ ,

(17)

where
$\alpha_{j}=i(k_{1}^{3}+7\ulcorner \mathrm{J}+k_{j}^{3})$ .

ただし, (17) の右辺第四項は symmetrized されている.

擬保存量 $E^{2}(t)$ を以下のように定義する 1

$E^{2}(t)=||$ Iu(t) $||$ p.
$m$ と $u$ は実数値なので, $\sigma_{2}=m(k_{1})m(k_{2})$ と置くと, Plancherel の

Lemma より
$E^{2}(t)=\Lambda_{2}(\sigma 2)$ ,
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となる. (17) より,

$\frac{d}{dt}$ E2(t) $=-2\gamma$A2 $(\sigma 2)+\Lambda_{2}(\sigma_{2}\alpha_{2})+2\Lambda_{2}(\sigma_{2};u, f)$

-iA3($\sigma_{2}$ (k1, $k_{2}+k_{3}$) $\{k_{2}+k_{3}\}$ ).

右辺第二項は消えてなくなり. 右辺第四項を symmetrize して,

$\frac{d}{dt}$ E2 $(t)=-2\gamma$E2 $(t)+2\Lambda_{2}(\sigma_{2;}u, f)$

$+\Lambda_{3}$(-i $[\sigma_{2}(k_{1},$ $k_{2}+k_{3})\{k_{2}+k_{3}\}]_{sym}$ ).

となる.

$M_{3}=-i[\sigma_{2}(k_{1}, k_{2}+k_{3})\{k_{2}+k_{3}\}]_{sym}$. (18)

と置き , 以下の様に新しい擬保存量を定義する.

$E^{3}(t)=E^{2}(t)+\Lambda_{3}(\sigma_{3})$ ,

ここに出てくる symmetric 3-multiplier $\sigma$3 は, すぐ後に上手くキャン

セル出来るように選ぶ. (17) より,

$\frac{d}{dt}$ E3(t) $=-2\gamma$E2 $(t)+\Lambda_{3}(M_{3})+2\Lambda_{2}(\sigma_{2};u, f)$

-3$\gamma$A3 $(\sigma 3)+$ A3 $(\sigma 3\alpha 3)+3\Lambda_{3}(\sigma 3; u, u, f)$

$+ \Lambda_{4}(-\frac{3}{2}i[\sigma_{3}(k_{1}, k2, k_{3}+k_{4})\{k_{3}+k_{4}\}]_{sym})$ .

ここで,

$\sigma_{3}=\frac{M_{3}}{-\alpha_{3}+3\gamma}$ . (19)

とすると,

$\frac{d}{dt}$ E3 $(t)=-2\gamma$E3(t) $+2\Lambda_{2}((72; u, f)$

(20)
$+3\Lambda_{3}(\sigma 3; u, u, f)+\Lambda_{4}(M_{4})$ ,
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となる. ただし, $M_{4}=- \frac{3}{2}i[\sigma_{3}(k_{1}, k2, k_{3}+k_{4})\{k_{3}+k_{4}\}]_{sym}$ である. ここ

で, (20) の右辺第二項, 第三項は第四章で行ったのと同様に, Schwartz
の不等式を用いて評価できる. 第四項に対しては以下の評価式が成立

する.

$| \int_{0}^{\delta}\Lambda$4(M4; $u_{1},$ $u_{2},$ $u_{3},$ $u_{4}$ ) $dt| \leq CN^{-1}\prod_{j=1}^{4}||Iuj||_{\mathrm{Y}^{0}}$ . (21)

ここで, (21) の右辺に現れる $N^{-1}$ というオーダーは前章の (16) の $N^{-1/2}$

より良くなっている点が重要である. これにより, $s>-3/8$ という条

件で定理を証明する事が出来る.

6 open problems

“I-method” による通常の periodic $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$の時間大域適切性は $s\geq-1/2$

という条件で示されている. これに対してこのアトラクター存在定理

は $s>-3/8$ でしか得られていない. これは, (19) の $\sigma_{3}$ の計算にお

いて, $\gamma\neq 0$ の場合には上手く約分できない項が現れ, 計算が複雑に

なるためであった. しかし, 大阪大学の久保英夫氏の助言による, こ

の $\gamma$ に関係する項を非斉次項として扱うというアイデアを用いれば,
$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}2.1$及び $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}2.1$の条件を $s\geq-1/2$ に改善出来ると思わ

れる、

ここでは, 初期値と外力項に対して, $\hat{u_{0}}(0)=\hat{f}(0)=0$ という条件

を仮定した. これに対して Bourgain の, [2] における証明では $\hat{u_{0}}(0)=$

$c\neq 0$ の場合には \^u(0) が保存される事を利用して, $\hat{v}=\hat{u}-c=0$ と置

き換え, この $v$ が満たすべき方程式を考えることによって, $\hat{u_{0}}(0)=0$

という条件をはずしている. ダンピングと外力項がある場合に対して

も, この手法を応用すれば, $\hat{u_{0}}(0)=\hat{f}(0)=0$ という条件をはずす事
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が出来ると思われるが, この場合には \^u(0) は保存されず $j$ $c=c(t)$ と
$t$ の関数として表せるため, 計算がより複雑になる.
興味深い未解決問題としては, 外力項 $f$ が負幕のソボレフ空間の場

合にアトラクターが存在するか ? というものがある. 実は, 時間大域
適切性のみならば, 今回用いた手法で, $f\in\dot{H}^{a}$ ただし $0>a\geq s$ と

いう条件で示す事が出来る. しかし, 物理的には $f=\delta’$ (ディラック

のデルタ関数の微分) の場合が重要であり, そのためには, $a$ の値を

-3/2 まで下げる必要がある.

また, 別の問題としては, $f$ を時間に依存する関数 (ただし周期関

数とする) とした場合が興味深い. 連続性程度の滑らかさが有れば今

回の証明を適用できると思われるが, ホワイトノイズのような外力項
を扱うためには, より滑らかさの低い場合を扱う必要がある.
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