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Introduction

可換環上の多元環に対する cohomology 論は Hochschild [8], MacLane [10], Cartan-
Eilenberg[2] らによって体系化され, 特に近年は体上の有限次元多元環の Hochschild cO-

homology について, 表現論との関わりで様々な研究が行なわれている. $R$ を可換環, $\Lambda$

を $R$上有限生成で射影的な $R$上の多元環, $M$ を両側 $\Lambda$-加群としたとき, 各次元 $n\geq 0$ に

対する Hochschild cohomology $H^{n}$ (A, $M$) $(=\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\Lambda^{\mathrm{e}}}^{n} (\Lambda, M))$ が定義される. さらに $M$ が $R$

上の多元環 $\Gamma$ であるとき, $H^{*}(\Lambda, \Gamma):=\oplus_{n>0}H^{n}(\Lambda, \Gamma)$ に cup積によって次数付き環と
しての構造を導入することができ, これを一般に $\Lambda$ の Hochschild cohomolo釘環とよぶ.
しかしながら, 個々の多元環に対して Hochschild cohomology環の構造を決定することは
一般にかなり困難である,

$G$ を有限群とする. 群環 $RG$ の Hochschild cohomology環は興味深い対象のーっであり,
特に $\Lambda=\Gamma=RG$ としたときの Hochschild cohomolo訂環 $H^{*}$ ($RG,$ $R$G) を $HH^{*}(RG)$ と

かく. 以下, 群環 $RG$ の Hochschild cohomology環についてこれまで知られていることを
いくつか述べる. $G$ がアーベル群の場合, Holm [9]及び Cibils-Solotar[4] によって環同型
$HH^{*}(RG)\simeq RG\otimes_{R}H$\sim G, $R$) が示された. しかし, $G$がアーベル群でないときはこのよう
な明確な記述を得ることは難しいと思われる. また, 環同型 $HH^{*}(RG)\simeq H^{*}(G, \psi RG)(=$

$\oplus_{n\geq 0}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{RG}^{n}$(R, $\psi RG$) $)$ が存在することから, これを通して有限群の cohomology に帰着す
ることができる. ここで, ,$RG$は共役によって $RG$ を $G$-加群とみなしたものである. 実際,
巡回群および一般四元数群については, 周期がそれぞれ 2, 4 の resolution が存在すること
が知られており, これらを用いればその cohomology を計算することが原理的には可能で
ある. この有限群の cohomology において加群の生成元の cup積を計算し, 環構造を決定し
たものとしては位数 $4t$ の一般四元数群 $Q_{t}$ の整係数群環 $\mathbb{Z}Q_{t}$ の Hochschild cohomob訂環
$HH^{*}(\mathbb{Z}Q_{t})$ がある ([5]). また, 加群としての同型 $HH^{*}(RG)\simeq\oplus_{j}H$*(Gj, $R$) は以前から
知られていたが ([1, Theorem 2.112]), Siegel-Witherspoon はこの加法群としての同型が
環同型になるように, 右辺に特別な積が入れられることを示した ([13]). ここで, $G_{j}$ は $G$

の共役類の代表元の centralizer を表す- 同時に彼らはこの特別な積を用いて, $\mathrm{F}_{3}S_{3},\mathrm{F}$2A4,
F2D2、の Hochschild cohomolo釘環の構造を決定している.
今回は Siegel-Witherspoon によって証明された環同型 (Product Formula) 及びこれを用
いた計算例について紹介する.

1. Preliminaries

Hochschild cohomology
$R$ を可換環, $\Lambda$ を $R$上有限生成で射影的な $R$上の多元環とし, $M$ を左 $\Lambda^{\mathrm{e}}$-加群 (即ち両側
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-カ D群) とする. このとき $\Lambda$ の Hochschild cohomology環が定義される:

$H^{n}(\Lambda, M):=\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\Lambda^{\mathrm{e}}}^{n}(\Lambda, M)$ .

さらに $N$ を両側 $\Lambda$-加群とするとき, Hochschild cohomolo訂には cup積が定義される:

. : $H^{p}(\Lambda, M)\otimes_{R}H^{q}(\Lambda, N)arrow H^{p+q}(\Lambda, M\otimes_{\Lambda}N)$ .

この写像による $\alpha\otimes\beta$ の像を $\alpha\cdot\beta$ で表すと, これは $\alpha$及び $\beta$ に関して双線形写像になっ
ている. さらに, $L$ を阿側 $\Lambda$-加群としたとき, associativity を満たす: $\alpha\in H^{p}($ \Lambda , $M),$ $\beta\in$

$H^{q}($ \Lambda , $N),$ $\gamma\in H^{r}($ \Lambda , $L)$ に対し $(\alpha. \beta)$ . $\gamma=\alpha$ . $(\beta. \gamma)$ . $\Gamma$ を $R$ 上の多元環と
し, $\Lambda$ から $\Gamma$ への $R$-準同型が存在するものとする. このとき, $\Gamma$ を両側 A-加群とみな
し, $H^{*}$ $(\Lambda, \Gamma):=\oplus_{n>0}H^{n}($\Lambda , $\Gamma)$ に cup積によって次数付き環としての構造を導入するこ
とができ, これを一般} $\llcorner$ $\Lambda$ の Hochschild cohomology環とよぶ. 特に, $\Gamma=\Lambda$ としたと
きの Hochschild cohomology環を $HH^{*}(\Lambda)$ とがぐ $HH^{*}(\Lambda)$ は anti-commutative, っまり
$\alpha\in HH^{p}(A),$ $\beta\in HH^{q}$ (\Lambda ) に対し $\alpha\beta=(-1)^{pq}\beta\alpha$が戒立する.
Group cohomology
$G$ を有限群, $R$ を可換環, $A$ を $G$-加群とする. このとき, $G$ の $A$ を係数加群とする group
cohomologyが定義される: $H^{n}$ (G, $A$) $:=\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{RG}^{n}$ (R, $A$). また, group cohomology にも cup
積が定義される:

. : $H^{p}(G, A)\otimes H^{q}(G, B)arrow H^{p+q}(G, A\otimes B)$ .

この写像による $\alpha\otimes\beta$ の像を $\alpha\cdot\beta$ で表すと, これは $\alpha$及び $\beta$ に関して双線形写像になっ
ている. さらに, associativity も成立する. $G$-加群 $A$ が環であり, さらに条件 $\sigma$ . $(ab)=$
$(\sigma\cdot a)(\sigma\cdot b)$ $(\sigma\in G, a, b\in A)$ を満たすとき, cup積によって, $H^{*}(G, A)=\oplus_{n>0}H^{n}$ (G, $A$)
に次数付き環としての構造を導入することができ, これを $G$ の cohomology環とよぶ. 次
に, conjugation, restriction, corestriction について述べる. $H$ を $G$ の部分群, $g\in G$ と
する. このとき, $\phi$ : $gHg^{-1}arrow H;h$’ $|arrow g^{-1}h’g$及び $f$ : $Aarrow A;a$ \mapsto ga がら誘導される
cohomology の写像

$g^{*}:$ $H^{n}(H, A)arrow H^{n}(gHg^{-1}, A)$

を conjugation とよぶ. また, 埋め込み写像 $\iota$ : $H\mathrm{e}arrow G$ 及び $\mathrm{I}\mathrm{d}$ : $Aarrow A$ がら誘導される
cohomology の写像

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{H}^{G}$ : $H^{n}(G, A)arrow H^{n}(H, A)$

を restriction とよぶ. さらに, $(Z, d)$ を $RG$-projective resolution, $G$ の $H$ による左剰余,
類分解を $G= \bigcup_{i=1}^{m}\sigma$:H とする. このとき 8

$S_{Harrow G}$ : $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{RH}(Z_{n}, A)arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{RG}(Z_{n}, A)$

$s_{Harrow G(f)(x)=\sum_{i=1}^{m}\sigma}$i $f(\sigma_{i}^{-1}x)$ $(x\in Z_{n})$
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から引き起こされる cohomology の写像

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{H}^{G}$ : $H^{n}(H, A)arrow H^{n}(G, A)$

を corestriction とよぶ.

群環の Hochschild cohomology
特に, 群環 $RG$ の Hochschild cohomology は group cohomology との間に密接な関係があ
る. $M,$ $N$ を両側 $RG$-加群とし, これを共役によって $G$-加群とみなしそれぞれ $\psi M,$ $\psi N$

と記す- このとき, 加法群としての同型 $H^{n}$ (RG, $M$) $\simeq H^{n}$ (G, ,M) が存在し, これは cup
積を保存する. つまり, 次の図式は可換となる:

$H^{p}(RG, M)\otimes H^{q}(RG,N)arrow$
.

$H^{p+q}(RG, M\otimes_{RG}N)$

$\iota\downarrow$ $\downarrow\iota$

$H^{p}(G, \psi M)\otimes H^{q}(G,\psi N)arrow.\mu H^{p+q}(G,\psi(M\otimes_{RG}N))$ .

ただし, $.\mu$ は $RG$-準同型 $\mu$ : M\otimes N\rightarrow M\otimes 。G $N$ ;a\otimes b\mapsto a\otimes 。G $b$ から引き起こされる
写像と通常の (group cohomology における) cup積との合或写像を表す. したがって, 特
に環同型 $HH^{*}(RG)\simeq H^{*}$ ($G,$

$\psi$ RG) が成り立つ ([13, Proposition 3.2], [12, Section 1], [11]
などを参照).

2. Product Formula

\S 2.1 では Siegel-Witherspoon によって証明された環同型 (Product Formula) について少
し一般の場合にこれを紹介し, \S 2.2 ではこの Product Formula を用いた計算例を述べる.
なお, Product Formula は Cibils [3] 及び Cibils-Solotar [4] らによって予想されていたも
のであり, 1999年に Siegel-Witherspoon [13] によって証明されたものである.

2.1. Product Formula

Additive Decomposition
ます, Product Formula を述べるための準備として, 加群レベルでの同型写像を具体的に
記述する. $R$ を可換環, $G,$ $H$ を有限群とし $H$ は $G$ に自己同型として作用しているものと
する. そして $g\in G$ を固定し, 次の R(StabH(g))-準同型

$\theta$g: $Rarrow RG;\lambda\mapsto\lambda$g,

$\pi\sim RGarrow R;$
$\sum_{a\in G}\lambda_{a}a\mapsto\lambda_{\mathit{9}}$

を考える. $W\leq \mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}_{H}$ (g) とするとき, これらの写像は cohomolo訂の写像

$\theta_{g}^{*}:$ $H^{n}(W, R)arrow H^{n}(W, RG)$ ,
$\pi_{g}^{*}:$ $H^{n}(W, RG)arrow H^{n}(W, R)$



を誘導する. そして H-軌道の代表元を広 =1, $g_{2},$ $\ldots,$ $g_{r}$ (\in G), $H_{i}=\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}_{H}$ (gi) とおき,

$\gamma_{i}$ : $H^{n}(H_{i}, R)arrow H^{n}(H, RG);\alpha\mapsto \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{H}^{H}\dot{.}\theta_{g_{i}}^{*}(\alpha)$

と定める. このとき, 次の加法群としての同型 (Additive Decomposition) を得る:

$\Phi$ : $H^{n}(H, RG)\simarrow\oplus_{i}H^{n}(H_{i}, R);\zeta\mapsto(\pi_{g_{\mathrm{i}}}^{*}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{H_{j}}^{H}(\zeta))_{i}$

なお, 逆写像は $\Phi^{-1}(\alpha)=\gamma_{\dot{\iota}}(\alpha)$ ( $\alpha\in H^{n}$ (Hi, $R$)) によって与えられる. (詳しくは [13,
\S 4] 参照)
特に, $G$ が $G$ 自身に共役で作用している場合を考えると, 加法群としての同型

$HH^{n}(RG)\simeq\oplus_{j}H^{n}$
(Gj, $R$) ( $G_{j}$ は $G$ の各共役類の代表元の centralizers)

を得る. これを用いれば, $HH^{n}$ (RG) の加群の構造を求めることができる.

Product Formula
先程と同様に $R$を可換環, $G,$ $H$ を有限群とし $H$は $G$ に自己同型として作用しているものと
する. また, $H$-軌道の代表元を $g_{1}=1,$ $g$2, .. . , $g_{\mathrm{r}}(\in G)$ とし, $H_{1}$. $=\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}_{H}$ (g�とおぐそし
て, $H$の元 $a$ の $g\in G$への作用を $ag,$ $H$の部分群 $K$の共役部分群を $aK=aKa^{-1}$ $(a\in H)$

と記す $D$ を両側分解 $H_{i}\backslash H/H_{j}$ の代表元全体の集合とすれば, 各 $a\in D$ に対して, あ
る $b\in H$ が存在し, $g_{k}=gb$:bagj を満たす $k=k$ (a) が一意的に定まる. このとき, Siegel-
Witherspoon により, 次の等式が証明された (詳しくは [13, \S 5] 参照)
定理 (Product Formula)
$\alpha\in H^{*}(H_{\mathrm{i}}, R)$ , $\beta\in H^{*}(Hj, R)$ とするとき, $H^{*}$ ($H,$ $R$G) において

$\gamma_{i}(\alpha)\cdot\gamma$j $( \beta)=\sum_{a\in D}\gamma$k $(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{W}^{H_{k}}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{W}^{b}b^{*}H\alpha\cdot \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{W}^{b\mathrm{a}}H_{\mathrm{j}}(ba)^{*}\beta))$

が成立する. ただし, $k=k$ (a), $b=b(a)$ は $g_{k}=g:gbba$j を満たすものとし, $W=H_{j}ba$寡り
とする.

特に, $G$ が $G$ 自身に共役で作用している場合を考えると, 加法群としての同型

$HH^{*}(RG)\simeq\oplus_{j}H$
*(Gj, $R$) (Gjは $G$ の各共役類の代表元の centralizers)

が環同型になるように, 右辺に特別な積が入れられることが示された.
また, $G$ がアーベル群のときは $G_{m}=G$ (\forall m) であり,

$\gamma_{i}(\alpha)\cdot\gamma_{j}(\beta)=\gamma_{k}(\alpha\cdot\beta)$

が成立. ただし, $\alpha\in H^{*}(G:, R),$ $\beta\in H^{*}(G_{j}, R)\rangle g_{k}=g_{i}g$j である. これにより, Holm [9]
及ひ Cibils-Solotar[4] らによって証明された環同型を確認することができる.



2.2. Product Formula を用いた計算例

以下, Product Formula を用いた計算例を述べる. 位数 8 の四元数群を

$Q_{2}:=\langle$x, $y|x^{4}=1,$ $x^{2}=y^{2},$ $yxy^{-1}=x^{-1}\rangle$

とする. ここでは位数 8 の四元数群 $Q_{2}$ の整係数群環 $\mathbb{Z}Q_{2}$ の Hochschild cohomolo訂環
$HH^{*}(\mathbb{Z}Q_{2})$ ( $\simeq H^{*}(Q_{2,\psi}$ZQ2)) の構造を Product Formula を用いて決定することを目標に
する. なお Introduction でも述べたように, 位数 $4t$ の一般四元数群 $Q_{t}$ の整係数群環 $\mathbb{Z}Q_{t}$

の Hochschild cohomolo釘環については, 以前周期 4 の resolution を用いて計算したもので
あるが ([5]), これを今回は “位数 8 の場合に Product Formula を用いて積の計算” を行う.
ます 2 $Q_{2}$ の共役類の代表元として,

$g_{1}=1,$ $g_{2}=x^{2},$ $g_{3}=x,$ $g_{4}=y,$ $g_{5}=xy$

をとり, 対応する共役類の代表元の中心化群をそれぞれ

$G_{1}=Q_{2},$ $G_{2}=Q_{2},$ $G_{3}=\langle x\rangle$ , $G_{4}=\langle$y), $G_{5}=\langle$xy$\rangle$

とお $\text{く_{}\mathrm{t}}$

四元数群及ひ巡回群の cohomology環
四元数群の周期 4 の resolution を用いて $H^{n}$ (Q2, $\mathbb{Z}$) を計算すると

$H^{n}(Q_{2}, \mathbb{Z})=\{$

$\mathbb{Z}$ $n=0$,
$\mathbb{Z}/(8)$ $n\equiv 0(4),$ $n\neq 0$ ,
0 $n\equiv 1(2)$ ,
$\mathbb{Z}(1,0)/2\oplus \mathbb{Z}(0,1)/2$ $n\equiv 2(4)$ .

となる. そして, 生成元を $A:=$ $(1, 0)$ , $B:=(0,1)\in H^{2}$ (Q2, $\mathbb{Z}$), $C:=1\in H^{4}(Q_{2}, \mathbb{Z})$ とお
き, 周期 4 の resolution上の市 agonal approximation を用いて cup積を計算すると次が得
られる ([6, \S 4] 参照)

$H^{*}(Q_{2}, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}$ [A, $B,$ $C$] $/(2A, 2B,8C, A^{2}, B^{2}, AB-4C)$ .

次に, $H$ を位数 $m$ (\geq 2) の巡回群とする. 巡回群の周期 2 の resolution を用いて $H^{n}$ (H, $\mathbb{Z}$)
を計算すると

$H^{n}(H, \mathbb{Z})=\{$

$\mathbb{Z}$ $n=0$ ,
$\mathbb{Z}/(m)$ $n\equiv 0(2),$ $n\neq 0$ ,
0 $n\equiv 1(2)$ .

となる. そして? 生成元を $D:=1\in H^{2}$ (H, $\mathbb{Z}$ ) とおき cup積を計算すると.

$H^{*}(H, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}$[D]/(mD)
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を得る ([2, Chapter XII, \S 7] 参照).

Hochschild cohomology の加群の構造

Additive decomposition を用いると Hochschild cohomology のカ D群の構造が得られる:

$HH^{n}(\mathbb{Z}Q_{2})=\{\begin{array}{l}\mathbb{Z}^{5}(\mathbb{Z}/8)^{2}\oplus(\mathbb{Z}/4)^{3}0(\mathbb{Z}/2)^{4}\oplus(\mathbb{Z}/4)^{3}\end{array}$ $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$

$n\equiv 2(4)n\equiv 1(2)n\equiv 0(4)n=0,.$

”

$n\neq 0$ ,

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s},$
$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}$ 等の計算

以下では,

$H^{*}(G_{r}, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}$ [A, $B,$ $C$] $/(2A, 2B, 8C, A^{2}, B^{2}, AB-4C)$

$(\deg A=\deg B=2, \deg C=4)$ ,
$H^{*}(G_{3}, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[\lambda]$ / $(4\lambda)$ $(\deg\lambda=2)$ ,
$H^{*}(G_{4}, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[\mu]$ / $(4\mu)$ $(\deg\mu=2)$ ,
$H^{*}(G_{5}, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[\nu]$ / $(4\nu)$ $(\deg\nu=2)$ ,

$H^{*}(\langle x^{2}\rangle, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}[\sigma]$ / $(2\sigma)$ $(\deg\sigma=2)$

とおく. ただし, $r=1,2$ とする. Product Formula を用いて積を計算するためには, re-
strictionや corestriction などの計算が必要になる. これらの計算は, 四元数群及び巡回群
の周期的な resolution と standard resolution の間の chain transformation を構成し ([6, \S 2],
[7, \S 2.1] $)$ , standard resolution を用いて表示される cochain levelでの写像 ([14, \S 2-5] 参照)
を用いて生成元の像を直接計算することにより得られる. 計算結果を表示すると次の通り:

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G_{3}}^{Q_{2}}A=0,$ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G_{3}}^{Q_{2}}B=2\lambda,$ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G_{3}}^{Q_{2}}C=\lambda^{2}$ , $\mathrm{r}$es342 $A=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G_{4}}^{Q_{2}}B=2\mu,$ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{c_{4}^{C=\mu}}^{Q_{2}2}$ ,
$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G_{5}}^{Q_{2}}A=2\nu,$ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G_{5}}^{Q_{2}}B=0,$ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G_{5}}^{Q_{2}}C=\nu^{2}$ , $\mathrm{r}\mathrm{e}$s8$s_{2\rangle}\lambda=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{(x^{2})}^{G_{4}}\mu=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2}\}}^{G_{5}}\nu=\sigma$ ,

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{G_{3}}^{Q_{2}}\lambda=A,$ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{G_{3}}^{Q_{2}}\lambda^{2}=2C,$ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{G_{4}}^{Q_{2}}\mu=A+B,$ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{G_{4}}^{Q_{2}}\mu^{2}=2C$ ,
$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{G_{5}}^{Q_{2}}\nu=B,$ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{G_{\mathrm{b}}}^{Q_{2}}\nu^{2}=2C,$

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2}\rangle}^{G_{3}}\sigma=2\lambda$ , $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2}\rangle}^{G_{4}}\sigma=2\mu$, $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{(x^{2}\rangle}^{G_{6}}\sigma=2\nu$ ,
$y^{*}(\lambda)=-\lambda$ , $x^{*}(\mu)=-\mu$ , $x^{*}(\nu)=-\nu$ .

Product Formula を用いた計算
まず $i$

$H^{0}(Q_{2,\psi}\mathbb{Z}Q_{2})$ の生成元の間の cup積を計算する. これは $\mathbb{Z}Q_{2}$ の中心における通常
の積に一致する. 計算結果を表示すると次の通り (以下では . を省略する) :

$\gamma$2 $(1)^{2}=1,$ $\gamma$2 $(1)\gamma_{s}(1)=\gamma$,(1), $\gamma_{\mathit{8}}(1)^{2}=2(1+\gamma_{2}(1))$ ,
$\gamma$3 $(1)\gamma_{4}(1)=\gamma$5 $(1)$

) $\gamma$30) $\gamma$5 $(1)=\gamma$4 $(1),$ $\gamma$4 $(1)\gamma_{5}(1)=\gamma$3 $(1)$ .
ただし, $s=3,4$, $5$ とし, $\gamma_{m}$ : $H^{n}$ (Gm’ $\mathbb{Z}$) $arrow H^{n}$ (Q2, $\psi \mathbb{Z}Q_{2}$ ) とする (\S 2.1 を参照).
次に, $H^{0}(Q_{2,\psi}\mathbb{Z}Q_{2})$ の生成元と $H^{2}$ (Q2, $\psi \mathbb{Z}Q_{2}$) の生戒元との間の cup積を計算する. こ

れは Product Formula を用いる. 実際に必要なデータを表にまとめてみた.



ク able

$\backslash$ ’

$y$ 1 1 1 $\langle$x $\rangle$ $\langle$x)(x)
3

-

4 1 1 5 $\langle$x$\rangle$ $\langle$ $y_{-})$ $\langle$x$2\rangle$

$3$ 5 1 $x^{2}y$ $x$ 4 (x) $\langle xy\rangle$ $-\langle\underline{x}^{2}\rangle$

$4$ 4 1 1 2 $\langle y\rangle$ $\langle y\rangle$ $\langle y\rangle$

$x$ 1 1 1 $\langle y\rangle$ $\langle y\rangle$ $\langle y\rangle$

$4$ 5 1 1 3 $\langle$y)(xy) $\langle x^{2}\rangle$

$5$ 5 1 1 2 $\langle xy\rangle$ $\langle xy\rangle$ $\langle xy\rangle$

$x$ 1 1 1 $\langle$xy$\rangle$ $\langle xy\rangle$ $\langle xy\rangle$

そして積の計算は, 例えぱ

$\gamma$2 $(1)\gamma_{3}(\lambda)=\gamma$3 $(\mathrm{c}$or3$l\rangle(x\rangle \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x\rangle}^{Q_{2}}y^{*}(1)\cdot \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{(x\rangle}^{\langle x\rangle}y^{*}(\lambda)))=-\gamma$ 3 $(\lambda)$

となる. $H^{0}$ (Q2, $\psi \mathbb{Z}Q_{2}$ ) の生成元と $H^{2}$ (Q2, $\psi \mathbb{Z}Q_{2}$ ) の生成元との間の積は次の通り:

$\gamma$2 $(1)\gamma 1(A)=\gamma$2 $(A)$
)

$\gamma$2 $(1)\gamma 1(B)=\gamma$2 $(B)$ ,
$\gamma$2 $(1)\gamma_{3}(\lambda)=-\gamma$3 $(\lambda),$

$\gamma$2 $(1)\gamma_{4}(\mu)=-\gamma$4 $(\mu),$
$\gamma$2 $(1)\gamma_{5}(\nu)=-\gamma$5 $(\nu)$ ,

$\gamma$3 $(1)\gamma_{1}(A)=0$ , $\gamma$3 $(1)\gamma 1(B)=2\gamma 3(\lambda),$
$\gamma$3 $(1)\gamma_{3}(\lambda)=\gamma$1 $(A)(1+\gamma 2(1))$ ,

$\gamma$3 $(1)\gamma_{4}(\mu)=2\gamma_{5}(\nu)$ , $\gamma$3 $(1)\gamma_{5}(\nu)=2\gamma_{4}(\mu)$ ,
$\gamma$4 $(1)\gamma_{1}(A)=\gamma$4 $(1)\gamma_{1}(B)=2\gamma_{4}(\lambda)$ , $\gamma$4 $(1)\gamma_{3}(\lambda)=2\gamma_{5}(\nu)$ ,

$\gamma$4 $(1)\gamma_{4}(\mu)=\gamma$1 $(A+B)(1+\gamma_{2}(1)),$ $\gamma$4 $(1)\gamma_{5}(\nu)=2\gamma_{3}(\lambda)$ ,
$\gamma$5 $(1)\gamma_{1}(A)=2\gamma_{5}(\nu)$

)
$\gamma$5 $(1)\gamma_{1}(B)=0,$ $\gamma$5 $(1)\gamma_{3}(\lambda)=2\gamma_{4}(\mu)$ ,

$\gamma$5 $(1)\gamma_{4}(\mu)=2\gamma_{3}(\lambda),$
$\gamma$4 $(1)\gamma_{5}(\nu)=\gamma$1 $(B)(1+\gamma_{2}(1))$ .

ここで, $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G_{3}}^{Q_{2}}C=\lambda^{2},$ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G_{4}}^{Q_{2}}C=\mu^{2},$ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G_{b}}^{Q_{2}}C=\nu^{2}$ と Product Formula より $\gamma_{1}(C)\in$

$H^{4}(Q_{2,\psi}\mathbb{Z}Q_{2})$ との cup積は periodicity isomorphism を引き起こす

$\gamma_{1}(C)\cdot-:H^{r}(Q_{2,\psi}\mathbb{Z}Q_{2})\simarrow$ L「14 $(Q_{2,\psi}\mathbb{Z}Q_{2})$ .

したがって, $H^{4}$ (Q2, $\psi \mathbb{Z}Q_{2}$) の生成元は $\gamma_{1}$ (C) と $\gamma_{s}(1)\in H^{0}$(Q2, $\psi \mathbb{Z}Q_{2}$) の積によりすべて
表示できる:

$\gamma$2 $(C)=\gamma$1 $(C)\gamma_{2}(1),$ $\gamma$3 $(\lambda^{2})=\gamma$1 $(C)\gamma_{3}(1),$
$\gamma$4 $(\mu^{2})=\gamma$1 $(C)\gamma_{4}(1),$ $\gamma$5 $(\nu^{2})=\gamma$1 $(C)\gamma_{5}(1)$ .



最後に, $H^{2}(Q_{2}, ,\mathbb{Z}Q_{2})$ の生成元の間の cup積を Product Formula を用いて計算する. 例
えば,

$\gamma$3 $(\lambda)\gamma_{4}(\mu)=\gamma$5 $(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle xy\rangle}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle x\rangle}(\lambda)\cdot \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\langle x^{2}\rangle}^{\langle y\rangle}(\mu)))=2\gamma_{5}(\nu^{2})(=2\gamma_{1}(C)\gamma_{5}(1))$

である. 同様な計算により, 次が得られる:

$\gamma$1 $(A)^{2}=\gamma$1 $(A)\gamma_{3}(\lambda)=\gamma$1 $(B)^{2}=\gamma$1 $(B)\gamma_{5}(\nu)=0$ ,
$\gamma$l $(A)\gamma_{1}(B)=4\gamma_{1}(C),$ $\gamma$1 $(B)\gamma_{3}(\lambda)=\gamma$4 $(\mu)\gamma_{5}(\nu)=2\gamma_{1}(C)\gamma_{3}(1)$ ,

$\gamma$1 $(A)\gamma_{4}(\mu)=\gamma$1 $(B)\gamma_{4}(\mu)=\gamma$3 $(\lambda)\gamma_{5}(\nu)=2\gamma_{1}(C)\gamma_{4}(1)$,
$\gamma$1 $(A)\gamma_{5}(\nu)=\gamma$3 $(\lambda)\gamma_{4}(\mu)=2\gamma_{1}(C)\gamma_{5}(\nu)$ ,

$\gamma$3 $(\lambda)^{2}=\gamma$4 $(\mu)2=\gamma$5 $(\nu)2=2\gamma_{1}(C)(\gamma_{2}(1)-1)$ .

以上で必要な関係は全て得られた. ここで,

$A_{0}=1,$ $B_{0}=\gamma$2(1), $(C_{1})_{0}=\gamma$3(1), $D_{0}=\gamma$4(1), $E_{0}=\gamma$5(1);
$(A_{\alpha})_{2}=\gamma$l(A), $(A_{\beta})_{2}=\gamma$1(B), $(B_{\alpha})_{2}=\gamma$1 $(A)\gamma_{2}(1)$ ,

$(B_{\beta})_{2}=\gamma$1 $(B)\gamma_{2}(1),$ $(C_{1})_{2}=\gamma$3 $(\lambda),$ $D_{2}=\gamma$4 $(\mu),$ $E_{2}=\gamma$5 $(\nu)$ ;
$A_{4}=\gamma$1(C)

とおくと, これは以前周期 4 の resolution を用いて cup積を計算したものと同じ結果であ
る ([5, \S 3.3 Table 3] 参照).
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